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Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Die  vorliegende  Abteilung  der  Statik  der  Baukonstruktümen  be- 
schäftigt eich  mit  einer  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Elastizitäten 
lehre;  sie  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Formänderungen  ebener  Each- 
werke  und  die  Theorie  des  statisch  imbestimmtan  ebenen  Fachwerks 
möglichst  vollständig  darzustellen. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  hierbei  das  Gesetz  der  virtuellen  Ter- 
ruckungen  und  der  aus  diesem  gefolgerte  Maxwellsche  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  der  elastischen  Formänderungen,  eine  analytische  Gi'und- 
lage,  die  auf  den  ersten  Blick  für  ein  Lehrbuch  der  graphischen  Statik 
nicht  recht  geeignet  erscheint  —  Wer  sich  aber  auf  das  Gebiet  der 
Elastizitätslehre  begibt,  ist  immer  gezwungen,  gewisse  Torarbeiten  durch 
Rechnung  zu  erledigen,  und  angesichts  dieser  Sachlage  ließe  es  sich 
kaum  rechtfertigen,  ein  so  vortreffliches  Rüstzeug  wie  die  neuere  ana- 
lytische Theorie  beiseite  zu  legen  und  durch  umständlichere  Hilfsmittel 
zu  ersetzen.  Dem  zeichnerischen  Verfahren  bleibt  immer  noch  ein 
weites  Feld:  die  Aiiftnigung  der  Verschiebungspläne  und  die  Benutzung 
dieser  Liniengebilde  zur  Herleitung  der  Eiaflußlinien  und  Einflußzahlen, 
welche  auf  alle  bei  der  Untersuchung  eines  gegebenen  Fachwerks  zu 
stellenden  Fragen  die  bündigste  Antwort  geben. 

Unser  Bach  ist  folgendermaßen  gegliedert: 

In  der  Einleitung  werden  die  Grundgesetze  der  neueren  analy- 
tischen Theorie  unter  der  Voraussetzung  hergeleitet,  daß  für  den  Bau- 
-stoff  eine  Propoi-üonalitätsgrenae  bestellt  und  die  Beanspruchung  inner- 
halb dieser  Grenze  liegt,  eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschließ- 
lich in  Betracht  kommenden  Trägem  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und 
Stahl  zulässig  int  Der  Verfasser  hat  sieh  hierbei  möglichster  Kürze 
befleißigt,  hofft  aber,  die  Schwierigkeiten,  welche  diese  allgemeinen 
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IV  Vorwort  zur  zwciti;ii  Auflnsf. 

Tjchren  dem  Anfänger  zu  bieten  pflegen,  durch  Einflcchtiiiig  von  leiclit 
zu  überschaiiendeu  Sonderfällen  gehoben  zu  haben. 

Der  I.  Abschnitt  lehrt  in  den  §g  1 — 4  die  vei-schiedenen  Dar- 
stellungsweiseu  der  Knotenpunktsverschiebungen  ebener  Fachwerke  und 
zwar  in  erster  Linie  die  zeichnerischen  Verfahren,  nebenbei  aber  auch 
.  den  in  nelen  Fällen  einfacheren  rechnerischen  Weg.  Dieser  wichtigste 
Teil  des  Buches  ist  besonders  ausführlich  behandelt  worden;  es  wurden 
auch  schwierigere  Aufgaben  mit  Zuhilfenahme  der  Kinematik  behandelt 
§  5  enthält  sodann  als  Fortsetzung  der  Einleitung  eine  Reihe  von  Auf- 
gaben über  das  statisch  unbestimmte  Fachwerk  und  zeigt,  daß  sich  die 
Ermittlung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  stets  mit  Hilfe 
von  einfachen  Yerschiebungsplänen  durchführen  läßt  und  daß  der  vor- 
getn^ene  Lehrstoff  selbst  bei  Behandlung  verwickelterer  Fälle  nicht 
im  Stiche  läßt  Damit  ist  die  Theorie  des  ebenen  Fachwerks  ab- 
geschlossen. 

Der  n.  Abschnitt  enthält  lediglich  Anwendungen;  es  werden  die 
wichtigsten  statisch  unbestimmten  Tragor  ausführlicher  betrachtet  zuerst 
der  Zweigolenkbogen,  sodann  die  vei-stciften  Stabbögen,  der  beidoi-seits  ein- 
gespannte Bogen,  der  Balken  auf  mehreren  fitützen,  verschiedene  seltenere 
Anordnungen  statisch  unbestimmter  Balken-,  Bogen-  und  Kettenbrücken 
und  die  mehrteiligen  Fachwerkbalken.  Dieser  füi'  den  praktischen 
Ingenieur  bestimmte  Teil  des  Buches  hat  in  der  neuen  Auflage  erheb- 
liche Erweiterungen  erfahren.  Den  Schluß  der  reichhaltigen  Aufgaben- 
sammlung bildet  die  Untersuchung  eines  vierteiligen,  di'eifach  statisch 
unbestimmten  Netzwerks;  sie  ist  besonders  wichtig,  da  IVägcr  diesci' 
Art  für  zerlegbare  Brücken  gewisse  Vorzüge  besitzen.  Hier  galt  es, 
nicht  allein  durch  Vortührmig  einer  strengen  Untersuchung  die  im 
I.  Bande  vorgetragene  bequeme  angenäherte  Berechnimg  zu  prüfen  und 
zu  bestätigen,  sondern  auch  falsche  Ansichten  zu  bekämpfen,  die  neuer- 
dings auf  diesem  Gebiete  laut  geworden  sind. 

Alle  Untersuchungen  des  H.  Abschnitts  sind  als  Beispiele  zur 
Erläuterung  der  allgemeinen  Theorie  aufgefaßt  worden,  ein  Verfahren, 
welches  der  Verfasser  in  seinen  Vorträgen  an  der  hiesigen  technischen 
Hochschule  als  vorteilhaft  erkannt  hat  und  welches  die  Bewältigung 
dieses  wichtigen  Lehrstoffe;  ohne  großen  Zeitaufwand  gestattet  Der 
Ijemende  hat  in  der  Tat  nur  nötig,  ein  einziges  schwierigeres  Beispiel 
sorgfältig  durchzuarbeiten,  um  sich  volle  Sicherheit  auf  dem  gMizen 
Gebiete  zu  erwerben.  Daß  diese  auf  die  Beherrschung  der  allgemeinen 
Gesetze   hinzielende  Vortragsweise   seitens   des  Studierenden   anfangs 
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Vorwort  zur  vierten  Aufiago.  V 

etwas  mehr  geistige  AiistrenguDg  verlangt  als  die  Beschränkung  auf 
die  einfachsten  Sonderfälle,  von  denen  jeder  von  Grund  aus  entwickelt 
nird,  ist  selbstverständlich.    Dafür  bietet  sie  aber  auch  mehr  als  eine 
Gebrauchsanweisung  für  die  Behandlung  leichter  Au^ben. 
Berlin,  im  Juni  1902. 

H.  Müller-Breslau. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 

Von,  der  vorigen  Auflage  unterscheidet  sich  die  vorliegende 
durch  eine  analytische  Ergänzung  des  kinematischen  Verfahrens,  die 
.Gleichungen  zur  Berechnung  der  statisch  unbestimmtea  Größen  JV,, 
Xt,  ...  so  zu  gestalten,  daß  jede  Gleichung  uur  eine  einzige  Unbe- 
kannte enthält,  femer  durch  eine  Umarbeitung  der  Untereuchung  des 
auf  mehreren  Stützen  ruhenden  Balkens;  hier  wurde  auch  ein  von 
verschiedenen  Seiten  gewünschtes  Zahlenbeispiel  eingeschaltet.  Die 
Angaben  über  die  zur  Einleitung  gehörige  Literatur  wurden  durch  einen 
Auszug  aus  der  grundlegenden  Maxwellschen  Arbeit  ergänzt  Hier- 
durch glaubt  der  Verfasser  am  wirksamsten  dem  von  anderer  Seite 
imtemommenen  Versuche  entgegenzutreten,  die  lYagweite  der  Maxwell- 
schön  Arbeit  herabzusetzen. 

Berlin,  im  Januar  1907. 

H.  Müller-Breslau. 
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Einleitnng. 

Grundgesetze  der  Theorie  der  elastischen  Tr&ger. 
A.  Das  Fachwerk. 

a.  Voraussetzungen  und  Erklärungen.   Elastizitfitsbedingungen.    Gesetz  von 
der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen. 

1.  —  Wird  ein  aus  elastischen  Stäben  gebildetes  und  auf  elasti- 
schen Stütaen  ruhendes  Pachwerk  der  Einwirkung  von  äußeren  Kräften 
und  Temperaturänderungen  ausgesetzt,  so  erfährt  es  vor  Eintritt  des 
Gleichgewichts,  dessen  schließliches  Zustandekonunen  vorausgesetzt 
werden  möge,  im  allgemeinen  eine  Formveränderung.  Die  Verschie- 
bungen, welche  die  Knotenpunkte  dabei  erfahren,  bezeichnet  man  als 
elastische,  sobald  sie  nur  eine  Folge  der  Dehnbarkeit  der  Stäbe  und 
der  ElastdzitÄt  der  Widerlager  sind.  Ihre  Werte  sind  meistens  so  klein, 
daß  es  zulassig  ist,  sie  als  verschwindende  Größen  zu  behandeln  und 
bei  Aufstellung  der  Gleichgewicbtsbedingungen  sämtliche  Kräfte  in  den 
für  starre  Stäbe  und  Stützen  gültigen  Lagen  zu  denken. 

Die  folgenden  Untersuchungen  sind  an  die  Annahme  ganz  allmäh- 
lich wachsender  Kräfte  gebunden,  setzen  also  voraus,  daß  der  Gleich- 
gewichtszustand eintritt,  ohne  da£  Schwingungen  entstehen.  Sie  be- 
schäftigen sich  mit  ebenen  und  räumlichen  Fachwerken,  beschränken 
sich  aber  auf  den  Fall  sehr  kleiner  und  nur  elastischer  Formänderungen. 
Ihr  erstes  Ziel  ist  die  Herieitung  von  allgemeinen  Beziehungen  zwischen 
den  Änderungen  der  Stablängen  und  den  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte —  Beziehungen,  die  nicht  allein  die  Bestinmiung  der  Gestalt 
des  verschobenen  Fachwerks  möglieh  machen,  sondern  auch  die  Grund- 
lage für  die  Ermittelung  der  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  der- 
jenigen statisch  unbestimmt«n  Fachwerke  bilden  werden,  welche  sich 
durcli  Beseitigung  von  Stäben  oder  Auflagerhedingungen  in  statisch 
bestimmte  und  ausschließlich  elastischen  Formänderungen  unterworfene 
Stabgebilde  verwandeln  lassen. 

2.  —  Es  wird  zimacbst  angenommen,  daß  die  äußeren  Kräfte  nur 
in  den  Knotenpunkten  angreifen,  mithin  sämtliche  Stäbe  ausschheßlich 
auf  Zug  oder  auf  Druck  beansprucht  werden.    Die  Gewichte  der  ytäbe 
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2  Einleihing. 

aind  hierbei  auf  die  Knotenpunkte  verteilt  zu  deuten.  Alle  gegebenen 
ftuSeren  Kräfte  werdeu  Lasten  genannt,  zur  Unterscheidung  derselben 
von  den  an  den  Auflagern  herForgerufenen  Widerständen.  Eine  Last 
werden  wir  allgemein  mit  P  bezeichnen,  hingegen  den  Buchstaben  Q 
anwenden,  wenn  es  dahingestellt  sein  soll,  ob  die  damit  geraeinte  äußere 
Kraft  eine  Last  oder  ein  Stützenwiderstand  ist  Vor  Einwirkung  der 
äußeren  Kräfte  und  der  Temperaturänderungen  seien  särnÜicbe  Stabe 
spannungslos. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  für  den  Baustoff  eine  Proportionalitäts- 
grenze besteht  und  die  BeMLspruchung  innerhalb  dieser  Grenze  liegt 
eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  aussehließbeh  in  Betracht  kom- 
menden Trägem  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und  Stahl  zulässig  ist 
Bedeutet  dann 

S  die  Spannkraft  in  irgendeinem  Stabe, 

s   die  anfängliche  Länge  dieses  Stabes, 

Äs  die  Strecke,  um  welche  s  zunimmt  (sie  ist  negativ,  sobald  sich 
der  Stab  verkürzt), 

—  das   Verlänf/erungsverkaitnis  des  Stabes, 

F  den  Querschnitt  des  prismatisch  vorausgesetzten  Stabes, 
£  die  für  alle  Punkte  des  Stabes  gleich  groß  angenommene  Elasti- 
zitätsziffer (auch  Elastizitati^koeffizicnt  oder  Elastizitätsmodul  ge- 
nannt), 
t  die  für  alle  Punkte  des  Stabes  gleiche  Tempeiatui-erhöhung, 
e  das   einer  Temperaturerhöhung   um    1°   Geis,    entsprechende  Ver- 
längei-ungsverhältnis, 

e  =  -p-  die  im  Stabe  hen'orgerufene  Spannung  —  positiv,  sobald 

der  Stab  gezogen  wird,  so  ist 


(1) 


As 


erhöhung  deuselbeo  Einfluß  auf  A«  besitzt,  wie  eine  Zunahme  der 
Spannung  um  tEt,  ein  Gesetz,  von  dem  wir  später  öfter  Gebraucli 
maclien  werden.     Mau  darf  im  Mitt^'l  annehmen 

für  SeJucei/leisen  .ff  =  2000000  7^ 
„  Flufleisen  £=2160000  , 
„  StahldraU  B=  2160000  „ 
FUiflslahl  E=  2200000  „ 
Stahlguß         E=  2160000    „ 
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ElaätizitätsbediiiKung. 


SchwolBeisen 

Mußeifien 

Sti>U 

1  =  0,0000121. 

0,0000118, 

0,0000124 

.E=WI„ 

.£  =  25*/^ 

.£=27»/^ 

=  240  V,. 

=  260  7„ 

=  270'/„ 

3.  —  Em  rämnüches  Fachwerk  sei  auf  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
noten^stem  x,  y,  x  bezogen,  i  und  k  seien  irgend  zwei  durch  einen 
Stab  von  der  I^nge  s,^  verbundene  Knotenpunkte.  Die  Koordinaten 
(x,y,z,),  (Xt  y^  x»)  derselben  mögen  infolge  der  Forrattaderung  des  Fach- 
werks um  (AiXfA^i&x«),  (&%&^k^»)  zunehmen.  Dann  bestehen  die 
Gleichungen 
(2)  s«'=(a;i,  — «,)*  +  (>»  — y,)'  +  (x»  —  i,)*  und 

=  [(a:»— z,)  +  (4x»  — 4x,)]»+[0^— y.)+(Ai/»— 4a:,)]" 

nnd  man  erhält,  wenn  man  (2)  von  (3)  abzieht: 

(4)  2«„  Äs„  4-  As,»»  =  2{xt—  X,)  (Aai,  —  Az,)  +  (Aa:»  —  A^v)* 

+  2  0/»  —  y:i  (Ay*  —  Ay,)  +  (Äi/.  —  A7/<)» 
+  2  (^  —  X,)  (A^»  —  Az,)  +  (A;i»  —  A*,)». 
Werden  nun  die  Werte  Aa;,  Aj,  A^,  As  so  klein  vorausgesetzt, 
daß  es  zulässig  ist,  die  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung  gegen  die- 
jenigen der  ersten  Ordnung  zu  vernachlässigen,  so  geht  (4)  über  in 

(5)  2«(»  AS«  =  2  (a^  —  a:,)  (Aa^  —  Aa;,)  +  2  (y*  —  y,)  (Ay*  —  Aji,) 

+  2(^,— ^,)(A^.~Aj<), 
d.  i  in  eine  Gleichung,   welche  man  auch  erhalten  kann,  indem  man 
die  Gleichung  (2)  differentiiert  und  das  Differentialzeichen  d  durch  das 
Zeichen  A  ersetet;  sie  ist  nur  dann  streng  rieh-    ^u 
tig,  wenn  Ax,  A^,  A«,  As  unendlich  klein  sind. 
Bedeuten  o,»,  ß(»,  y«  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  des  Stabes  s„  mit  den  Richtungen 
der  Achsen  x,  y,  z  einsctüießt,  so  ist: 

Xi  —  X,^=  S,,  cos  Oji, 

pk — yi^  Sjfc  cos  ß,,, 

Xi  —  x,  =  Sfi  cos  Y«, 
(vergL  Kg.  1,  welche  sich  auf  ein  ^ebenes  Fachwerk  bezieht)  und  es 
kann  deshalb  (5)  umgeformt  werden  in 

(6)  Aa„  ^  (Aa;»  —  Aa:,)  cos  oc,»  +  (Ay»  —  Ay,)  cos  ß« 

-i-(A3i  — AJrjcosif«, 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1)  in: 


Fig.  1. 


(7) 


E,tF„ 


+  «i*'«Ä,*=(A3;» 


-  Ax,)  COS  «,»  +  (Ay.  —  Ay,)  cos  ß„ 
+  (A.^*— AX()coSY,t. 
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4  Einleitung. 

Wir  nennen  die  Gleichung  (7)  eine  ElasUxitätsbedi'ngung.  Ist  die 
Anzahl  der  Fachwerkstäbe  r,  so  lassen  sich  r  Elastizitätebedingungen 
aufstellen. 

4.  —  Die  Au^be  der  Theorie  des  Fachwerks  besteht  in  der  Er- 
mittelung der  Stützenwldeistände  und  Sptumkrafte,  sowie  in  der  Auf- 
suchung der  Gestalt  des  verschobenen  Fachwerks,  Der  letztere  Teil 
dieser  Aufgabe  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  sobald  die  Seitenverschie- 
bungen Az,  &^,  Az  sämtlicher  Knotenpunkte  bekannt  sind. 

Als  gegeben  wollen  wir  auSer  den  auf  das  Fachwerk  wirkenden 
lösten  P  und  den  Temperaturänderungen  t  vorläufig  auch  die  Ver- 
schiebungen der  Stutzpunkte  annehmen;  denn  diese  können  meistens 
nur  geschätzt  oder  durch  Beobachtung  bestimmt  werden;  sie  lassen  sieh 
in  den  seltensten  Fällen  durch  die  auf  die  Widerlager  wirkenden  Kräfte 
und  die  Temperaturänderungen  der  Stützen  ausdrücken^  da  wichtige 
Ursachen  jener  Terschiebungen,  wie  das  JJachgeben  des  Baugrundes 
und  die  Formänderung  der  Mauerwerkkörper,  bislang  noch  sehr  wenig 
erforscht  sind. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  an  den  Aufla^rstellen  keine 
ßeibungswiderstände  auftreten  und  unterscheiden  dann  drei  Arten  von 


a)  Der  Stützpunkt  w  wird  in  einer  Fläche  gefühlt  Der  Stützen- 
widerstand wirkt  rechtwinklig  zu  der  m  w  an  jene  Fläche  gelegten 
Berührungsebene;  seine  Richtung  ist  gegeben,  seine  Größe  wird  gesucht 
Bei  ruliendem  Widerlager  ist  die  Terschiebung  von  «■  in  der  Kichtung 
des  Auflagerdruekes  =  0;  im  Gegenfalle  möge  dieselbe  einen  durch  die 
Beobachtung  gefundenen,  gegebenen  Wert  annehmen. 

b)  Der  Stützpunkt  w  wird  in  einer  Linie  geführt;  er  kann  sich 
in  der  Eichtung  der  in  w  au  jene  Linie  gelegten  Tangente  frei  bewegen. 
Der  in  w  angreifende  Auflagerdruck  liegt  in  der  zur  Tangente  recht- 
winkUgen  Ebene  und  muß  durch  Angabe  zweier  Seitenki-äfte  bestimmt 
werden.  Bei  ruhendem  Widerlager  sind  die  in  die  Richtungen  dieser 
Seitenkräfte  fallenden  Seitenverschiebungen  des  Punktes  w  gleich  Süll. 
Gibt  dos  Widerlager  nach,  so  mögen  jene  Verschiebungen  gegebene, 
durch  Beobachtung  gefundene  Werte  besitzen. 

c)  Kann  sich  ein  Stützpunkt  u-  nach  keiner  Richtung  hin  frei  be- 
wegen, so  ist  zur  Bestimmung  des  an  demselben  angreifenden  Wider- 
standes die  Angabe  von  drei  Seitenkräftt'n  erfoi-derlich,  und  diesen 
Kräften  stehen  bei  nachgebendem  Widerlager  drei  beobachtete  Seiten- 
verschiebungen gegenüber. 

Wie  also  die  Stützung  eines  Punktes  w  immer  beschaffen  sein 
mag  —  stets  ist  die  Anzahl  der  an  dem  Auflager  auftretenden  unbe- 
kannten   alliieren  Kräfte   ebenso  groß  wie  die   Anzahl  der  gegebenen 
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*"TBhl  der  Bedingungen.  5 

Seitenverschiebimgen,  welche  letztere  die  Auflagerbedinffungen  genannt 
werden  sollen. 

Die  Anzahl  der  Knotenpunkte  sei  k,  diejenige  der  Stäbe  r. 
FOr  jeden  Knotenpunkt  lassen  sich  drei  QlewhgeimchtsbediTiguTtgen  auf- 
stellen, fiedeuten  nämlich  ö«„,  O,»,  ö.«  die  den  Achsen  a:,  y,  «  pa- 
rallelen  Seitenkräfte  der  in  irgendeinem  Knotenpunkte  m  angreifenden 
äußeren  Kraft  Q„  femer  S,,  St,  ...  S,  die  Spannkräfte  in  den  von  »t 
ausgehenden  Stäben  undoci,  o,,  .  .  .  oc^  ß,,  ß^,  .  .  .  ß^  Yn  Tu  -  -  -  Tf 
die  Neigungswinkel  der  Stabachsen  gegen  die  Achsen  x,  y,  x,  so 
muß  sein: 

IO„  +  SSeos«  =  0 
Or»  +  SScosß  =  0 
0„  +  i5cos-r  =  0. 

Im  ganzen  stehen  beim  raumlichen  Fachwerk  zur  TerfUgung: 
3A;  Gleichgewichtsbedingungen, 

r  Elastizitätsbedingungen  von  der  Art  der  Gleichung  (7), 
a   Auflagerbedingongen, 
und  diese  Gleichungen  enthalten  als  Unbekannte: 
r  Spannkräfte  S, 

a  nach  bestimmten  Richtungen  wirkende  Stützenwiderstände, 
3i  Seitenverschiebungen  &x,  A^,  &x,  von  k  Knotenpunkten. 
(Beim  ebenen  Fachwerk  tritt  2Ä;  an  die  Stelle  von  Sk.) 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  ist  also  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  Gleichungen.  Letztere  sind  durchweg  vom  ersten  Grade;  sie  lassen 
sich  eindeutig  auflösen,  sobald  ihre  Nennerdetemünante  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert  besitzt  —  was  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Eine 
nähere  ünteisuchung  dieser  Nennerdeterminante  itjt  Überflüssig,  weil 
später  ein  anderer,  viel  einfacherer  Weg  zur  Losung  der  gestellten  Auf- 
gabe eingeschlagen  und  aus  der  vorstehenden  Untersuchung  nur  gefolgert 
werden  soll, 

daß  sich  die  Spannkräfte  S,  femer  die  nach  bestimmten  Rich- 
tuTigen  jmrkertden  Stütxenwiderstände  C  und  die  Seitenver- 
sckiebungen  \x,  Ay,  Ax  darstellen  lassen  als  Hneare  Funk- 
tionen der  den  Koordinatenachsen  parallelen  Seitenkräfte  P^^, 
Pf,  Pf  .  .  .  der  Lasten,  der  Äruierungen  ti,  t^,  ^  -  -  .  der 
anfänglichen  Stabtemperaturen  und  der  nach  bestimmten  Rich- 
tungen erfolgenden  Versdiidmngen  8_,,  h^,  h^  .  .  .  der  StUtx- 
punkte  w. 
Für  jede  der  zu  suchenden  Unbekannten,  die  wir  allgemein  mit  Z 
bezeichnen   wollen,  ergibt  sich  hiemach  ein  Ausdruck  von  der  Form: 
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6  Einleitung. 

(9)        2  =  «,i>,+>4P,+x.i',+... 

+  m<,  +m',  +!>.'.  +■•■ 

+  ».».,+».  8.,  +  ».  ».,  +  •■■, 
wobei  X,  m  V  "Werte  amd,  welche  von  den  Abmessongen  und  Bicb- 
timgen  der  Stäbe,  den  Werten  E  und  s,  d^  Koordmaten  x,  y,  x  der 
Eiiotenpxinkte  und  von  der  Art  der  Stützung  des  Pachwerkes  abhüngen, 
nicht  aber  von  den  OröB^  P,  t,  S„. 

Ist  insbesondere  die  Anzahl  der  Stäbe  and  der  AoflageriEjäfte  zu- 
sammen 3£  für  das  räamliche  und  2k  für  das  ebene  Fachwerk,  und 
besitzt  die  Nennerdetemunante  der  Gleichgewichtsbedingungen  einen 
von  NuU  verschiedenen  Wert,  so  ist  es  möglich,  sämtliche  8  und  C 
mit  Hilfe  dieser  Qleichungen  (oder  mittels  anderer  bequemerer  Ter- 
fahren,  die  für  das  ebene  Fachwerk  im  ersten  Bande  mit^teilt  worden 
sind  und  für  das  räumliche  im  dritten  Bande  folgen  werden)  als  lineare 
Funktionen  der  Lastrai  P  darzustellen;  sie  sind  dann  unabhängig  von 
den  t  und  i^  und  das  Fachwerk  ist  ein  statisch  bestimmtes. 

5.  —  Wird  ein  Fachwerk  durch  bestimmte  Lasten  P  beanspracht, 
bestimmten  Temperaturändemngen  unterworfen,  und  eiieiden  die  Stütz- 
punkte bestimmte  TerscMebungen,  so  sagen  wir:  das  Fa<^aoerk  wird 
von  bestimmten  Ursachen  P,  t,  S.  angegriffen  und  sprechen  dann  kurz 
von  einer  bestimmten  Angriffsweise  des  Fachwerks. 

Erfolgt  die  Stützimg  stets  in  denselben  Punkten  und  in  jedran 
dieser  Punkte  immer  auf  dieselbe  Art,  so  nennen  wir  das  Pachwerk 
ein  solches  von  unveräruierUcher  Stiitxungsart. 


W^^Z^Z^^ 


Kg.  2. 


Fig.  4. 


Beispiele  für  veränderliche  Stützungsart  bieten  die  Figuren  2  bis  4.  An  dem 
in  Fig.  2.  abgebildeten  Anflsger  eines  ebenen  Fachwerks  wirken  einer  Verachiebung 
des  Stützpunktes  in  der  Richtung  des  Pfeiles  1  zwei  Widerstände  Fund  ^entg^en, 
einer  Verschiebung  in  der  Kchtung  3  nur  ein  Widei-stand  V,  einer  solchen  in  der 
Kchtung  3  nur  ein  Widerstand  if,  wahrend  sich  der  Ponkt  le  in  der  Richtung  4 
frei  bew^en  kann. 

Der  Fac'hwerkbalken  in  Fig.  3  wird  bei  geringer  Belastung  der  AuSenfelder 
nur  in   zwei  Punkten   gestützt  und   ist   dann   statisch   bestimmt.     Infolge  kleiner 
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Veiämlerliohe  Stützangsart  und  Gliederung.  7 

SeiLkungen  der  Enden  ttnn  er  in  einen  auf  vier  Stützen  ruhenden,  mitlün  zweifach 
stetisuh  unbesümniten  Balken  übergehen. 

Eine  mit  der  Angriffsweise  veränderliche  Art  der  Stützung  kann  auch  durch 
gröBere  Beibungswiderslände  venirsacht  werden.  Erhält  z.  B.  der  in  Fig.  4  da^e- 
stellte  ebene  Träger  links  ein  festes  und  rechts  ein  beweglichee  Auflager,  und  ist 
der  an  dem  letzteren  auftretende  ReibungBwiderstand  groß  genug,  um  eine  Bewegung 
dee  Stützponktee  zu  hindern,  so  ist  der  Träger  statisch  unbestimmt  (Bogen  mit  zwei 
Gelenken).  Sonst  ist  er  statisch  bestimmt,  und  es  darf  dann  der  in  der  AnÜagerbabn 
wirkende  Widerstand  C^^fB  angenommen  werden,  wo  f  die  Reibungsziffer  und  B 
den  ZOT  Auflagerbahn  rechtwinkligen  Widerstand  bedeutet  Der  Sinn  von  G  i^ 
entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Tersohiebung  des  Stützpunktes  w. 

Läßt  sich  ein  Fachwerk  in  Teile  zerlegen,  welche  im  Rdle  un- 
elastischer Stäbe  starr  wären,  und  ist  die  gegenseitige  Stiilzung  dieser 
Teile  von  unveränderlicher  Art,  sind  femer  sämtliche  Stäbe  widerstands- 
fähig gegen  Zug  und  Druck,  so  bezeichnen  wir  das  Fachwerk  als  ein 
solches  von  unveränderücher  OHederung. 

Ein  Beispiel  von  veränderlicher  Gliederung  infolge  wechselnder  Art  der  gegen- 
seitigen Stützung  einzelner  Teile  zeigt  Fig.  5.    Dieselbe  stellt  zwei  durch  e~     ~        ~ 
O  verbundene  gegUederte  Scheiben  eines  ebenen 
Fachwerks  dar.    Die  Scheiben  sind  so  geformt, 
dafi  sie  sich  infolge  einer  sehr  kleinen,  im  Sinne 
der  beigefügten  Pfeile  erfolgenten  Drehung  in  den 
Pnnkten  tn  berühren,  Ehrend  de  bei  Eintritt 
wier  entgegengesetzten  Drehung  nur  in  0  auf- 
einander wirken.     Im   zweiten   Falle    sind   die  _ 
beiden  Punkte  m  als  zwei  verschiedene  Knoten  Fig.  &■ 
za  behandeb,  und  es  ergeben  sich  für  dieselben 

Tier  Gleichgewichtsbedingungen.    Andernfalls  bilden  sie  einen  einzigen  Enotenpunkt, 
für  den  sich  nur  zwei  Gleichgewichtsbediogungen  aufstellen  lassen. 

Eine  veränderhche  Güederung  liegt  auch  vor,  wenn  das  Faohwerk  Stäbe  besitzt, 
die  nur  nach  einer  Richtung  widerstandsfähig  sind ,  die  also  aus  Seilen  oder  Ketten 
bestehen  und  deshalb  nur  Zugkräfte  aufnehmen  können,  oder  die  sich  mit  halbzylin- 
diisohen  Endflächen  gegen  die  in  den  Knoten  angeordneten  Gelenkbolzen  stützen  und 
infolgedessen  nur  Widerstand  gegen  Drut'k  leisten. 

Das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  der  im  ersten  Bande  (§  34}  dieses  Buches 
unteisnolite  Fachwerkbalken  mit  Gegendiogonalen.  Die  früher  für  diesen  Träger  auf- 
gestellte Theorie  ist  durch  die  Bemerkung  zn  verrollständigen,  daS  zuweilen  in  allen 
oder  einzelnen  Feldern  beide  Diagonalen  gleichzeitig  gespannt  werden,  und  der  Träger 
infolgedessen  statisch  unbestimmt  wird,  daß  aber  die  genaueren  Werte  der  Spann- 
kräfte von  den  früher  angegebenen  stets  sehr  wenig  abweichen  und  die  schärfere 
Berechnung  deshalb  unterbleiben  darf. 

Ein  anderes  Beispiel  führt  die  Fig.  6  vor.  Das  hier  abgebildete  ebene  Fach- 
wert  ist  im  allgemeinen  fünffach  statisch  unbestimmt,  weil  ea  36  Knotenpunkte  und 
74  Stäbe  besitzt,  mithin  die  Anzahl  der  Stabe  nm  5  großer  ist  als  die  Zahl  3  '  36  —  3 
=  69,  wo  3  ^  Anzahl  der  an  den  Widerlagern  auftretenden  Unbekannten*).  Sind 
die  Stäbe  1  bis  9  nur  imstande,  Zugkräfte  zu  übertragen,  und  wird  das  Fachwerk 
MO  beansprucht,    dall  die  Stäbe   2   und   3   spannongslos  werden,    so  ist  es  für  die 

*)  Man  erkennt  dies  auch  ohne  weiterem,  wenn  man  an  d:Ls  statisch  bestimmte 
Dreiecksystem  die  Knotenpunkte  e  und  f  mittels  der  Stäbe  1,  4,  6  und  9  anschließt 
Die  Stäbe  2,  3,  6,  7,  8  sind  dann  üherzähUg. 
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fragliche  Angriäsweiae  nur  dreifach  statisch  unliestimmt.    Werden  iiuch  noch  5,  7, 
8  spannungslos,  kü  treten  1,  4,  6,  9  ebenfalls  außer  Tätigkeit  (well  suost  Gleich- 
gewicht an   den   Knoten  e  und  /  nicht 
möglich  ist)  und  das  Fachwerk  geht  in 
ein  iitatiüch  böstimmtea  über. 

Die  Untersuchung  Ton  IVrh- 
werken  mit  Teränderlicher  Gliede- 
rung und  Stützungsart  kann  großen 
Schwierigkeiten  begegnen,  da  es 
häufig  nicht  möglich  ist,  von  vorn- 
herein die  bei  einer  besümmten 
Fig.  ß.  Ängriffsweise  in  Tätigkeit  treten- 

den einseitig  widerstehenden  Stäbe 
zu  bezeiclmen  und  die  augenblickliche  Art  der  gegenseitigen  Stützung 
wnzelner  Teile  des  Eaehwerks,  sowie  die  Art  der  Stützung  durch  die 
Widerlager  anzugeben,  so  daß  man  vielfach  auf  den  Weg  des  Versuchs 
angewiesen  ist 

6.  —  Bei  einem  Eachwerke  von  unveränderlicher  Gliederung  und 
Stützungsart  sind  die  Zahlen  k,  r,  a  (vergL  S.  5),  femer  die  in  der 
Gleichnng  (9)  auftretenden  Werte  x,  |t,  v  unabhängig  von  der  Angriffs- 
weise.  Wirken  auf  das  I^ehwerk  einmal  die  Ursachen,  P",  t',  Vi  hier- 
auf die  Ursachen  P",  i",  8.",  und  entspricht  den  ersteren  der  Wert 
Z'  der  gesuchten  Unbekannten,  den  letzteren  der  Wert  Z",  so  folgt 
aus  den  linearen  Beziehungen  (9),  für  den  von  den  Ui'saclieu  P",  t', 
R.',  P",  t",  bj'  hervorgerufene  Wert  Z  die  Gleichung 

Z=Z'-\-  Z". 
'Ea  ist  also  bei  der  Bestimmung  der  Spannkräfte  S,  sowie  der  nach 
bestimmten  Richtungen  wirkenden  Auflagerkräfte  und  der  nach  be- 
stimmten Richtiuigen  gebildeten  Seitenverschiebungen  der  Knotenpunkte 
zulässig,  die  £inflüs.se  der  einzelnen  auf  das  Fachwerk  wirkenden  Ur- 
sachen getrennt  zu  ermitteln  und  schließlich  zusammen  zu  zählen  —  eiti 
sehr  wichtiges  Gesetz,  welches  in  der  Folge  das  Gesetz  von  der  Znisammen- 
xähiung  der  einzelnen  Wirkungen  genannt  werden  soll.  Dasselbe  gilt 
nur  für  Fachwerke  von  unveränderlicher  Gliederung  und  Stützungsart. 
Hat  man  aber  bei  Untersuchung  eines  in  bestimmter  Weise  ange- 
griffenen Pachwerks  mit  einseitig  widerstehenden  Stäben  die  wirkungs- 
losen Stäbe  ausgeschieden,  so  darf  man  auf  das  übrig  bleibende  Stab- 
ge bilde  das  eben  bewiesene  Gesetz  anwenden-  Hierbei  dürfen  die 
Einflüsse  der  einzehien  Ursachen  auf  die  Spannkraft  S  eines  nur  gegen 

m      VI  wi'lprs^'sndsfähigen  Stabes  | „,:«,-[   ausfallen.     Bedingung   ist 

nur,  daJ)  sich  für  die  Sunune  S  sämtlicher  Beiti-äge  ein  In'ßp^fi.-erl  ^^'^ 
ergibt.    Auch  wenn  die  Stützungsart  vci-änderlicli  ist,  darf  jenes  Gesötz 
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Gesetz  von  der  Zuisammenzählang  der  einzelueii  Wirkungen.  9 

—  falls  eine  bestimmte  Angriffeweise  vorliegt  —  angewendet  werden. 
Es  ist  dann  zunächst  die  Art  der  augenblicklichen  Stützung  zu  er- 
mitteln, und  diese  Stützungsart  muß  der  Berechnung  sämtlicher  ein- 
zelner 'Wirkungen  zugrunde  gelegt  werden.  Dies  gilt  sowohl  für  die 
Stützung  durch  die  Widerlager,  als  auch  für  die  gegenseitige  Stützung 
einzelner  Teile  des  Pachwerks, 


b,  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen.    Arbeitsgleichungen. 
Clapeyronsches  Gesetz. 

7.  —  Um  zu  einer  sehr  einfachen  und  firachtbaren  Beziehung 
zwischen  den  Änderungen  As  der  Stablängen  und  den  von  denselben 
Ursachen  herrührenden  Verschiebungen  der  Fachwerksknoten  zu  ge- 
langen, multiplizieren  wir  die  auf  Seite  3  abgeleitete  Gleichung 
as,*  =  (Ä3i  —  Aa;()cosaj»  +  (4^» — Ä^,)co8p,i -(- (Aa,  —  ^x,)  cos  ir„ 
mit  einer  Spannkraft,  welche  im  Stabe  i  —  k  durch  irgendeinen  nitr 
gedachten  Belastungszustand  des  Facliwerks  erzeugt  sein  möge,  und  die 
zur  Unterscheidung  von  der  tvirklicken  Spannkraft  5,»  mit  S„  bezeichnet 
werden  soIL  Hierauf  stellen  wir  eine  ähnliche  Gleichung  für  jeden 
Stab  auf,  addieren  alle  diese  Gleichungen  und  erhalten: 

2^.  As„  =  S  [S,.  i^Xt  —  Aa:,)  cos  o.»  rf  fi|» (Ay»  —  iy,)  cos  ß,» 
-j-  5<»  (As;»  —  Ai,)  cos  y^J, 
wofür  auch  geschiieben  werden  darf: 
(10)  S^U««  =  — S[{^,cosaj»Aa:,+  ^»cosß„Ai/;-}-^»cos'r,»Ai,) 

-|-  (Swcos  tiLi,^x„-\-  S„co8  pwAy»  +  'S»-  eos-r»,i*»)], 
denn  es  ist  cos  an  =  —  cos  a,j„  cos  ßi,  =  —  cos  ß,»,  cos  y**  ^  —  cos  y**) 
hingegen  S^  =  S,^.  Man  vergleiche  die  auf  ein  ebenes  Fachwerk  sich 
beziehende  Figur  7,  in  welcher  die  S  als  Kräfte  aufgefaßt  worden  sind, 
welche  an  den  Knotenpunkten  angrei- 
fen, also  den  weggenommenen  Stab  ik  j 
ersetzen. 

Das  Bildungsgesetz  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (10)  läßt  sich  wie  folgt 
aussprechen :  Man  zerlege  die  in  i 
wirkende  Kraft  6',i  in  die  den  Achsen 
X.  y,  X  parallelen  Seitenkräfte  S,»  cos  o,», 
S,t  cos  ßji,  5,»  cos  Y(*,  multipliziere  diese 
Kräfte  der  Reihe  nach  mit  den  Seiten- 
Verschiebungen  Ax„  4y„  ^Xi  ihres  An-  ^-  ''■ 
gi-iffspnnktes    i,    verfahre    in    gleicher 

Weise  mit  sämtlichen  Kräften  S  und  addiere  alle  diese  Produkte.   Ordnet 
man  nun  die  so   erhaltene  Summe  nach  den  Knotenpunkten  und  be- 


fiJ, 
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zeichnet  die  Ordnimgsziffer  eines  beliebigen  Knotens  mit  m,  so  ge- 
langt man  (wenn  man  auf  der  linken  Seite  den  jetzt  entbehillchen 
Zeiger  ik  fortläßt)  zu  der  Gleichung 

(11)  SSis  =  — S(Ax.S.Scosa  +  iy.S„5co8ß  +  A«.S.ScoSY), 
in  welcher  sieh  die  Summen  S.Scosa,  S^Äcoaß,  S^Scosy  über 
alle  in  m  angreifenden  Spannkräfte  S  erstrecken. 

Die  änSeren  Kräfte  des  gedac}den  Belastungsznstuides  sollen,  dsr- 
mit  sie  von  den  in  Wirklichkeit  auftretenden  äußeren  Kräften  ö» 
unterschieden  werden,  mit  Q^  bezeichnet  werden;  sie  mögen  mit  den 
Achsen  x,  y,  «  die  Winkel  ^,  i]_,  E-  einschließen.  Hifusichtlich  der 
Eräfte  Q  und  S  wird  nur  vorausgesetzt,  daß  sie  miteinander  im 
QleithigewicMe  sind.  Für  den  Knotenpunkt  m  erhält  man  die  Be- 
dingungen: 

(12)        I  0.cosTi^+2„5co8ß  =  0 
l  Ö-  cos  C.  +  S.  S  cos  Y  =  0, 
und  es  läßt  sich  nun  (11)  xmiformen  in: 

2  Ö-  (Aa^-  cos  ^  -j-  Ay.  cos  lü  +  Ä«-  cos  ?.)  =  S  Sis. 
Biese  Gleichung  kann  man  aber  noch  kürzer  fassen,  wenn  loan 
beachtet,  daß  die  Projektion  ^.  der  wirklichen  Terschiebung  mm  des 
Knotens  m  auf  die  Richtung  der  gedachten  Kraft  ö«  durch  die  Formel 

5-  =  Aau  cos  $.  -|-  Ay.  cos  i].  +  4x.  cos  C_ 
bestimmt  ist    Es  ergibt  sich  dann  die  Gleichung: 

(13)        S^S.  =  SSAs, 
in  welche  die  Verschiebung  8_  als  positive  oder  negative  Größe  ein- 
zuführen ist,  je  nachdem  sie  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Sinn 
iiat  wie  die  Kraft  Q„. 

Das  Produkt  Q^h^  läßt  sich  als  diejenige  mechanische  Arbeit 
deuten,  welche  die  Kraft  Q^  verrichtet,  wenn  ihr  Angriffspunkt  m  im 
Sinne  von  Q„  um  die  Strecke  S«  verschoben  wird.  Um  nun  auszu- 
drücken, daß  diese  Verschiebung  durch  Ursachen  erzeugt  wird,  welche 
von  den  Kräften  Q  ganz  unabhäogig  sind,  bezeichnet  man  5.  als  eine 
virtuelle  Verschiebung  des  Änffriffspunkies  m  der  Kraft  Q^  und  nennt 
das  Produkt  Ö_5,  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  Q^.  Ebenso  bezeichnet 
man  den  Ausdruck  ( —  S,y^s,^  als  die  virtuelle  Arbeit  der  beiden  in 
dem  Knotenpunkt  i  und  k  angreifenden,  gegeneinander  gerichteten 
Kräfte  Si^  (Fig.  7)  und  As,»  als  die  gegenseiäge  virtuelle  Verschiebung 
ihrer  Asgriffsponkte. 
Die  Gleichung  . 

2g«8„  — SSA«  =  0 
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drückt  demnach  den  unter  dem  Namen  Prinxip  der  virtuellen  Oe- 
sdimmtdigkeiten  (oder  besser:  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen) 
bekannten  Satz  aus: 

Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  sämtlicher  m  den  Knoten- 
punkten ankeifenden  äußeren  und  innren  Kräfte  Q  tmd  S  ist  im 
Falle  einer  verschu/indend  kleinen  Formver- 
änderung des  Fachaoerks  gldch  NuU. _,-•■•,  y 

Man  nennt  auch  das  Produkt  (-|-  Sit^s,i^  /'         '-^  ^ 

die  virtaelle  Formänderungsarb^t  des  durch  y«-  y^\ 

dio  beiden  Kräfte  S,»  beanspruchten  Stabes  3,1     ^.•'     i         /<,      -1"^ 
und  den  Ausdruck  SSäs  die  virtuelle  Form-      '■.     !"'Vv       V* W» 
todemngsfffbeit  des  Eachwerks.     Die  Qlei-  ^'•j/'^     '<■         '^ 

chung  (13)  sa^  also  aas:  ikiß  die  virtuelle  Ar-  "*  -i-»!,, 

beit  der  äußeren  Kräfte  ebenso  groß  ist  wie  die  j^.  g. 

virtuelle  Formänderungs(a-beit  des  Fackwerka. 

Die  Anwendung  dieses  Oeselzes  auf  den  wirklichen  Belastungs- 
zustand  und  den  wirklichen  FormSndemngszustand  liefert  die  Gleichung: 

(14)        2e,5.  =  SSAs, 
in  welcher  jetzt  S_  die  Projektion  des  wirklichen  Weges  des  Knotens  m 
auf  die  Sl(^tung  von  Q^  bedeutet 

Wir  werden  die  ßleichungen  (13)  und  (14)  auch  als  Arbeitsbe- 
dinffungen  oder  Arbeitsgleichungen  bezeichnen  und  z.  B.  die  am  häufig- 
sten benuMe  Qleichong  (13)  kurz  die  Arbeitsgleickung  für  den  Be- 
lastungsxustand  {Q)  nennen,  wobei  wir  dann  stillschweigend  voraus- 
setzen, daß  es  sich  nm  den  wirklichen  Yerschiebnngszostand  handelt 

8.  —  Für  die  Folge  ist  es  wichtig,  die  von  den  äußeren  Kräften  Q 
verrichtete  mechanische  Arbeit  A  zu  bestimmen,  nnd  zwar  für  den 
Fall,  daß  das  anfangs  spannungslose  Fachwerk  keinen  Temperatur- 
änderungen  unterworfen  wird. 

Die  äußeren  und  inneren  Kräfte  wachsen  allmählich  von  Kuli  bis 
zu  ihren  Endwerten  Q  und  S  an.  Sind  Q„  S,  gleichseitige  Zwischen- 
werte dieser  Kräfte,  und  nehmen  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die 
Q,  und  S,  wirken,  die  Verschiebungen  5  und  A«  um  di  und  d(ls) 
zu,  Bo  ist  nach  (13): 

2Q.di  =  SS,d^s, 
and  diese  Gleichung  gilt  für  jedes  der  unendlich  kleinen  Zeitteüchen, 
in  welche  sich  die  ganze  Bewegungsdauer  zerlegen  läßt     Hieraus  folgt 

aber    (mit  ^s=-j^)- 

8  3    ' 

(16)        S  /  0,d8  =  S  /  «.rfis  =  S  /  S.  -^"  =  S  -„-fi  =  -i  S  Sis. 
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Da  nun  nach  (14) 

e 
ist,  so  erbält  man  für  die  gesuchte  Arbeit  Ä^SJ  Q^dh  den  Ausdruck : 

(16)        ^  =  iSO»S- 
und  gelangt  zn  dem  zuerst  von  Clapeyron  bewiesenen  Gesetze: 

Wird  ein  anfänglich  spannungsloses  Fachwerk,  dessen  Ton- 
peratur  sich  in  keinem  Punkte  ändert,  van  äußeren  Kräften 
ergriffen,  welche  allmählich  von  Ntdl  aus  anwachsen,  so  ist 
die  mechanische  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  unabhängig  von 
dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  xunehmen  und  auch 
unabhängig  van  der  Reihenfolge,  in  der  die  äußeren  Kräfte 
am  Fbckieerke  angebracht  loerden;  sie  ist  stets  kalb  so  groß, 
als  wenn  sämtliche  Kräfte  Q  während  der  ganzen  Form- 
änderung ihre  Endwerte  hätten. 

c)  Anwendung  der  Gleichung  2^&  =  'S,'S^s  auf  statisch  bestimmte  Fach- 
werke.   Die  Maxwellsclien  Gleichungen. 

9,  —  Die  Änderungen  As  der  Stablangen  s  eines  statisch  be- 
stimmten Fach  Werks  seien  bekannt;  auch  seien  die  durch  K^achgeben 
der  elastischen  Widerlager  entstandenen  Verschiebungen  der  Stützpunkte 
g^eben.    Zu  lösen  seien  folgende  Au^ben: 

1.  Aufgabe.  Gesucht  ist  die  Strecke  S„,  um  welche  sieh  die  Entr 
femiing  zweier  Knotenpunkte  m  und  m,   ändert 

Man  nehme  in  m  und  m,  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  zusammen- 
fallende Kräfte  von  der  Größe  eins  an  (Fig.  9)  und  wähle  ihren  Sinn 
so,  daß  sie  infolge  der  Vei^größe- 
rung  der  Entfernung  »M/n,  um 
S„  die  positive  virtuelle  Arbeit 
1  -  8_  verrichten.  Hierauf  be- 
stimme man  mit  Hilfe  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen die  von 
jenen  Kräften  erzeugten  Stiitzen- 
widerstände  C  und  Spannkräfte  S 
Pj^  g  und  schreibe  für  diesen  gedach- 

ten Belastungszustand  die  Ar- 
beitsgleichung S^8  =SS4s  an.  Bezeichnet  man  die  virtuelle  Arbeit 
der  Kräfte  C  mit  L,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(17)         1.5.  +  Z  =  S5is, 
aus  welcher  sich  8„  xmmittelbar  berechnen  läßt: 
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Diese  zuerst  von  Maxwell  (unter  der  Yoraussetzung  L  =  0)  auf- 
gestellte Beziehung  zwischen  den  Änderungen  As  und  der  gegen- 
seitigen Verschiebung  zweier  &iotenpunkte  bildet  die  Grundlage  für 
alle  folgenden  Untersuchungen, 

Die  beiden  in  m  und  ?»!  angreifendeu  Kräfte  £¥ns  mögen  die  Be- 
Utstmi^sänheiten  des  Punktpaarea  m,  m^  genannt  werden  und  S.  die  gegm,- 
seiHge  Verschiebung  des  Putiktpaares  m,  m,.  Ist  to,  ein  außerhalb 
des  Fachwerks  liegender  fester  Puntt,  so  gibt  die  Gleichung  (17)  die 
Verschiebung  S.  des  Knotens  «i  im  Sinne  m^m  an,  d.  h.  die  Projektion 
des  Weges  des  Knotens  m  auf  die  Rich- 
tung m^m.  Fig.  10  veranschaulicht  den 
Fall  zweier  anfänglich  äenkrecht  übereinmi- 
der  liegender  Punkte  m,  tw,  ;  sie  stellt  einen 
Teil  eines  Gerfterechen  Balkens  vor,  dessen 
schwebender  Teil  (I)  bei  m  ein  bewegliches  ^-  i**. 

Auflager  erhält 

Es  sei  beispielsweise  die  Äofgabe  gestellt,  für  den  in  der  Figur  11  angegebenen 
Belastongszustand  eines  Bogentc^rs  mit  drei  Gelenken  die  wagerechte  Terschiebimg 
8*  des  Scheitelgelentea  0  za  berechnen.  Infolge  der  Elastizität  der  "Widerlager 
mögen  sich  die  Kämpfei^lenke  A  und  B  in  wagerechter  Richtung  um  £,  beziehimgs- 
weise  £,  verschieben  imd  in  senkrechter  Richtung  um  -»h  bezw.  i^.  Die  lüchtungen 
dieser  Yereohiebungen  sind  in  Fig.  11  durch  gestrichelte  Pfeile  angedeutet  worden. 

Ee  sollen Temperaturverändeningenberüctaichtigt  werden.  Dftnnist  as  =  -=p- +  s(8, 

welcher  "Wert  nach  Ermittelung  der  wirkliehen  Spannkräfte  S  für  jeden  Stab  dee 


Fachwerks  berechnet  wird.  Fig.  12  gibt  den  gedachten  Belastungxznstand  an.  Die 
Verschiebung  8»  soll  nach  links  positiv  gezählt  werden,  und  es  wurde  daher  in  O 
eine  nach  links  gerichtete  I:ast  Mns  angenommen;  diese  ruft  Kämpfurdrücke  JT,  und 


DigitizedbyGoOgIC 


14  Snleitung. 

Ef  hervor,  welche  bezi^nngsweiee  die  Bichtungen  AB  und  (3B  haben  und  durch 
das  Ki4ft6dreieok_OBT  bestimmt  sind.  Ihre  wagereohten  und  Benkrechten  Seiten- 
ki&ft«  seien  Hi,  U^,  A,  B.    Die  Tiituetle  Arbeit  der  Auflagerkiätte  ist  dann: 

denn  die  Kräfte  J,  H^  haben  den  entgegengesetzten  Sinn  wie  die  Terschiebungen 
1J,,  £,,  während  B,  H,  von  gleichem  Sinne  sind  wie  die  Verschiebungen  i^,  ^ 
Die  Bedingung:  _         _ 

l.lU  +  L  =  3SAs  liefert 

8»  =  ■S5'"(-J|r  +  »'»)  +  In.  +  5. e,  -  Bt,,  -  H.£,. 

In  gleicher  Weise  tana  man  die  senkrechte  Vemchiebung  «,  des  Scheitel- 
gelenkes ff  bestimmen  und  hierauf  8»  und  8,  aur  eesamt\-erachiebung  des  Punitcs 
O  zusamenaetzen.  • 

2.  Aufgabe.  Es  wird  die  Änderaag  8_  des  Winkel  9  gesucht, 
welcheu  die  beiden  durch  die  Knotenpunkte  *,  k  bezw.  i„  i,  bestimmteu 
'  Geraden  {m)  und  (m,)  eines  ebenen  Fachwerks  miteinander  bilden. 
Kg.  13. 

Um  8_  zu  erhalten,  wird  die  Gleichung  S^5='SiSas  auf  den 
in  der  Figur  13  dargestellen  gedachten  Belastimgsx-usfand  und  den 
loirkUdien   VersckU^ingsxvstand  angewendet    In  i  und  k  sind  zwei 


(tnJ 


Xv 


Fig.  13. 
zur  (ieraden  (tm)   rechtwinklige,    entgegongesetzt   gleiche    Kräfte    von 


dieser  Kräfte  %vurde  so  gewählt,    daß   die  beiden  Krältepaare  (deren 


=  1  und  gleich  —  e,  ^  1  sind)  infolge  Veigröße- 
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rung  des  Winkels  9  um  8.  die  positive  Arbeit  1  ■  8„  verrichten.  Der 
"Wert  dieser  Arbeit  ergibt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Dreht  sich    eine  unbegrenzte  Gerade  (m),   welche  die  Angriffs- 
punkte i  und  k  eines  zur  (m)  rechtwinkligen  Kräftepaares  enthält  (Fig.  14), 
um  den  verschwindend  kleinen  Winkel  t  in  die  Lage  (m),  und  sind  i\  k' 
die  schließlichen  Lagen  von  i,  k, 
so  nehme  man,  behufs  Bestim-  „   .,        .•^'  __--^ 

mung  der  Arbeit    des   Kräfte-      /m> ^'~~~^2j^^^^^f^^ 

paares,  zunächst  an,   daß  i  und  _— — "Tip^^^^^^V 

k  die  Kreisbogentcilcheu  ii"  und      ""'  A  V 

kk"  beschreiben,  deren  gemein-  \  q 

samer  lüttelpunkt  der  Schnitt-  ^ 

punkt   von    \m)    und   (/«')    ist  Fig.  14. 

Hierauf  verschiebe  man  i"  \md 

k"  in  die  Lagen  i'  und  k'.  Während  des  ersten  Teiles  dieser  verschwin- ' 
dend  kleinen  Bewegung  verrichtet  das  Kraftepaar,  dessen  Moment  M^Qe 
sein  möge,  die  Arbeit  QU"  —  Qkk"  =  Qe-^  =  Jfx,  und  während  des 
zweiten  Teiles  ist  die  geleistete  Arbeit  =  0,  weil  die  Verschiebungen  i"i' 
und  k"k'  rechtwinklig  zu  Q  sind.  Mithin  gibt  M-z  die  Gesamtarbeit 
des  Kräftepaares  an.  Drehen  sich  aisu  die  Geraden  (m)  und  (m,)  der 
Figur  13  im  Sinne  der  in  i  und  k  beziehungsweise  in  i,  und  A-,  an- 
greifenden Kräftepaares  (deren  Momente  ==  1  sind)  lun  die  Winkel  t 
und  T,,  so  ist,  wegen  'c-|-Ti  =  5„  die  von  beiden  Paaren  verrichtete 
Arbeit  =1-t-|-1-Ti^18^  wobei  S.  als  Bogenlänge  für  den  Halb- 
messer 1  aufzufassen  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  virtuelle  Arbeit  der  von  den  beiden 
Kififtepaaren  etwa  erzeugten  Stützenwiderstände  mit  L  und  die  Spann- 
kräfte des  gedachten  Belastungszustandes  mit  S,  so  ergibt  sieh  zur 
Bestimmung  von  h^  die  mit  (17)  der  Form  nach  übereinstinunende 
Gleichung: 

Sind  i,  und  i,  zwei  außerhalb  des  Fachwerks  gelegene  feste  Punkte, 
so  liefert  die  vorstellende  Gleichung  den  Drehungswinkel  &«  der  Ge- 
raden m. 

Die  Änderung  8„  des  Winkels  9  in  Figur  13  nennen  wir  die 
»  (>n)  ()M,)  und  die  vier  in  i,  fc,  *',,  A', 


angreifenden  Kräfte  (  — ,  —  J  fassen  wir  unter  dem  Namen  Beiastungs- 

emheit  des  Oeradenpaaires  {m)  (»«,)  zusammen.  Es  ent-^prechen  diese  Be- 
griffe den   auf  Seite  13  erklärten,  auf  das  Pnnktpaai'  m.  m,   sich  he- 
lenden. 
10.  —  Bei  Lösung  der  beiden  in   Nr.  9  vorgeführten  Angaben 
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ist  nach  folgemler  R^;el  verfahren  worden.  Um  die  Verschiebung  bezw, 
Drehimg  8_  zu  besümmeu,  wurde  das  Fachwerk  so  belastet  gedacht, 
daß  die  angenonunenen  Lasten  zusammen  die  virtuelle  Arbeit  1  ■  S. 
verrichten.  Auf  diesen  gedachten  Belastungszustand  und  auf  den  wirk- 
lichen Terschiebongszustand  wurde  die  Bedingung  2Q&m  =  S5As  abge- 
wendet und  eine  Gleichung  erhalten,  aus  welcher  sich  8_  unmittelbar 
berechnen  ließ. 

Nach  dieser  Regel  lassen  sieh  nun  die  verschiedenartigsfen  Auf- 
gaben lösen. 

Soll  beispielsweise  für  ein  ebenes  Fachwerk  die  Änderung  R_  der 
in  bestimmter  Richtung  gemessenen  Entfernung  mf  eines  Knotens  m 
von  einer  durch  zwei  Knoten  i  und  k  gehenden  Geraden  (7»^)  er- 
mittelt werden,  so  denke  man  das  Faehwerk  auf  die  in  Fig.  15  an- 


gegebene Weise  belastet     Die  in  m  angenommene  Last  Eins  hat  die 
Kichtung  fm;   die  ihr  parallelen,  in  i  and  k  wirksamen  Exäfte  1  -j- 


nach  f  gerichtete  Mittelkraft  Ton  der  Größe  eins.  Die  gesamte  vir- 
tuelle Arbeit  dieser  drei  Toasten  ist  ^  1  ■  8_,  und  es  ergibt  sich  daher 
nach  Berechnung  der  von  diesen  Lasten  hervorgerufenen  Spannkräfte  S 
und  Stützenwideistände  (wetclie  letztere  die  Arbeit  L  venichten  mögen) 
die  Arbeitsbedingung: 

l-8.  +  L  =  2SAs, 
welche  dieselbe  Form  hat  wie  die  Gleichung  (17). 

Noch  verschiedenartiger  sind  die  bei  räumlichen  Fachwerken  zu 
stellenden  und  mit  Hilfe  der  oben  angegebenen  Regel  lösbaren  Auf- 
gaben. Wir  begnügen  uns  damit,  eine  derselben  anzuführen.  Es  sei 
die  Änderung  der  Länge  des  Lotes  gesucht,  welches  von  einem  Knoten- 
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punkte  m  auf  die  durch  irgend  drei  Ejidteopunkte  k,  i,  k  bestimmte 
Ebene  [?»,]  gefällt  ist  und  dessen  Fußpunkt /"  sein  möge.  Man  nehme 
in  m  eine  von  f  nach  m  gerichtete  Last  Eins  an,  femer  drei  inh,  i,  k 
angreifende,  zur  Ebene  [m^]  rechtwinMige  Lasten,  deren  Mittelkraft  in 
die  Gerade  mf  fällt,  von  in  nach  f  gerichtet  ist  und  die  Größe  Eins 
besitzt  Die  Gesamtarbeit  der  vier  Lasten  ist  dann  =  1  ■  5.,  und  das 
oben  angegebene  Terfahren  ermöglicht  wieder  die  unmittelbare  Ee- 
rechnnng  von  S_. 


d.  Anwendung  der  Gleichung  2  QS  =  iS  S^s  auf  statisch  unbestimmte 
Fachwerke. 

11.  —  Wir  leiten  die  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Fach- 
werke durch  Lösung  einer  einfachen  Aufgabe  ein,  wenden  aber  hierbei 
ein  ganz  allgemeiues,  stets  zum  Ziele  führendes  Terfahren  an. 

Es  soll  der  in  Eig.  16  dargestellte,  über  drei  Öffnungen  gespannte 
ebene  Bogenträger  untei'sucht  werden.     Bei  A  und  D  sind  feste,  bei 


Pig.  16. 

B  und  C  bewegliche  Auflagergelenke  angeordnet  Li  den  auf  wage- 
rechten Geraden  geführten  Stützpunkten  B  und  C  greifen  senkrechte 
"Widerstände  B  und  C  an.  Die  senkrechten  und  wagerechten  Seiten- 
kräfte der  in  A  und  Z>  wirksamen  Aufbgerkrafte  seien  A  und  IT, 
beziehungsweise  D  und  JC,. 

Die  Anzahl  der  an  den  Auflagern  auftretenden  unbekannten  Exäfte 
ist  =  6,  die  Anzahl  der  Stäbe  =  83,  diejenige  der  Knotenpimkte  =  43. 
Da  6  -I-  83  >  2  .  43  ist,  so  ist  das  Fachwerk  (Bd.  I  Absch.  XTTT) 
statisch  unbestinunt,  und  znar  ist  es  dreifach  statisch  unbestimmt  weil 
6  -f-  83  —  2  •  43  =  3  ist*).     Werden   drei   der  zu  berechnenden  Un- 

•)  Man  orkonnt  auch  ohna  weitenjM,  daß  der  aus  drei  ge^iodurten  Scheibea 
nnd  zwei  Stäben  66,,  cn,  besiehende  Träger  statisch,  bestimmt  wftre,  wenn  nur  drei 
Stntzenwiderslände  vorbanden  wären.  Nun  treten  aber  deren  6  niif,  so  diiß  eine 
dreifache  Unbestimmtheit  vorliegt. 

UOIIer-BreaUu,  OraphlBcbo  Statik.    It.  I.  2 
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bekannten  zunächst  als  gegeben  angenommen,  z.  B.  die  AuQagerkiaft  X^  ■ 
(deren  Angriffspunkt  die  Orduungsziffer  a  erhalten  möge)  und  die  Spann- 
kräfte Xi  nnd  X,  der  beiden  Stäbe  66,  und  cc,,  so  lassen  sich  die 
tibrjgen  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  für  jeden  Belastungszustand  mit 
Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingnngen  eindeutig  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  beiden  Stfibe  bb^ 
vnA  cci  und  durch  Umwandlung  des  festen  Anflagergelenkes  I)  in  ein 
auf  wagerechter  Balm  verschiebbares  statisch  bestimmt  gemacht,  und 
hierauf  werden,  damit  der  Spannungsznstand  des  Fachwerks  ungeändert 
bleibt,  die  Spannkräfte  X^,  X,  der  beseitigten  Stäbe  ah*  äußere  Kräfte 
■wieder  hinzugefügt  Auch  wird  in  a  die  wagerechte  Kraft  X,  angebracht 
Fig.  17.  Die  Kräfte  X^,  T»,  X.  in  Fiff.  17  werden  vorübergehend  xa 
den  Lasten  gerechnet. 


Fig.  17. 

Das  in  Kg.  17  dargestellte  statisch  bestimmte  Fachwerk  nennen 
wir  das  Hauptsystem  des  fragliehen  Trägers;  seine  Stäbe  beißen  die 
Hauptstäbe  oder  auch  die  notwendigen  Stäbe,  während  bb^  und  cc, 
in  Fig.  16  überzählige  Stäbe  genannt  werden.  In  gleicher  Welse  unter- 
scheidet man  notwendige  und  überxäkHge  Auflagerkräfte.  Eine  über- 
zählige Auflagerkraft  ist  X,  in  Fig.  16. 

Die  Spannkraft  S  in  irgend  einem  Haupti^tabe  ist,  da  sämtliche 
Gleichgewichtsbedingungen  vom  ersten  Grade  sind,  eine  lineare  Funktion 
der  Kräfte  P,  -X,,  X^,  X,;  sie  läßt  sich  in  der  Form  darstellen: 

(18)        S=  So  —  S.X,  —  S,X,  —  S,A"„ 
worin  S,,  S„  S,  sowohl  von  den  Lasten  Pals  auch  von  den  Kräften  X 
unabhängig  sind,  während  5,,  eine  Funktion  ersten  Grades  der  gegebenen 
Lasten  P  ist     Die  Werte   S^.   S,.   Ä^,   S,  können  wie  folgt  gedeutet 
werden. 

Das  Glied  S^  stellt  diejenige  Spannkraft  vor,  welclie  in  dem  frag- 
lichen Stabe  entsteht,  sobald  X„  JV»,  X,  gleich  Null  angenommen  werden, 
sobald  also  nui-  die  Lasten  P  auf  das  Hauptiietz  wirkeu,  ein  Bolastungs- 
zostaud,  welcher  in  Fig.  18  dargesteUt  worden  ist  und  in  der  Folge 
kurz  der  „Zustand  -Y=  0"  heiHfn  möge. 
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S,  darf  als  diejenige  Spumkraft  aufgefaßt  werden,  welche  in  dem 
fraglichen  Stabe  erzeugt  wird,  sobald  sämtliche  Lasten  P  und  ebenso 


Fig.  18. 


die  Größen  X^,  X,  gleich  Null  angenommen  werden,  während  -X,  =  —  1 
gesetzt  wird.  Dieser  Belastungszustand  möge  der  „Zustand  X,  =  —  1" 
heißen;  er  ist  in  der  Kg.  19  angegeben  worden.  Die  im  Punkte  a  an- 
greifende wagerechte  Last  X,  =  —  1  ruft  an  den  Auflagern  des  Haupt- 
netzes Widerst&ide  hervor,  über  deren  Oröße  die  Fig.  19  Aufschluß 


gibt    (Der  bei  Ä  erzeugte  Widerstand  muß  die  Richtung  BA  und  eine 
wagerechte  Seitenkraft  von  der  Größe  1  haben;  seine  senirechte  Seiten- 


traft  besitzt  deshalb  die  Größe  1  - 


Ebenso  schUeßt  man  auf  den 


senkrechten  Widerstand  bei  D  und  findet  dann  die  in  .5  und  C  an- 
greifenden Anflagerkräfte.) 

In  gleicher  Weise  können  8^  und  8,  als  die  den  Belastimgs- 
zuständen :  X^  ^  —  1  und  X,^  —  1  entsprechenden  Spannkräfte  be- 
trachtet werden.  Diese  beiden  Zustände  sind  in  den  Figuren  20  und  21 
dargestellt  worden.  Größe  und  Richtung  der  Auflagerkräfte  sind  den 
Kgoren  zu  entnehmen.  Im  Belastungsfalle  Fig.  20  sind  die  StÄbe  des 
Teiles  CD  spannungslos,  im  Belastungsfalle  Fig.  21  diejenigen  des 
Teiles  AB. 

Alle  diese  Spannkräfte  S^,  S,,  S»,  S,  lassen  sich  mit  Hilfe  der  im 
eisten  Bande  unseres  Buches  enti^ickelten  Verfahren  bestimmen,  worauf  8 
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gegeben  ist  durch  Oleichimg  (18),  während  für  die  notwendigen  Auf- 
.4.  B.  C,  H  die  folgenden  Werte  gefunden  werden: 

D  =  D^^X,-^  —  X,~- 

Die  Aufgabe  der  Berechnung  des  Fachwerks  ist  jetzt  auf  diejenige 
zurückgeführt;:  die  statisch  nicht  besOmmbaren  Größen  X„  X^,  X,  xu 


(19) 


ermitteln,  und  diese  Aufgabe  kann  man  in  einfacher  Weise  lösen,  in- 
dem man  die  Arbeitsbedingung  SQb^SS^s  der  Bethe  nach  auf  die 
drei  gedachten  Belastungszu&tande :  X,  =  —  1;  Xt  =  —  1;  X.^  —  1 
und  —  in  allen  drei  Fällen  —  auf  den  wirklichen  Yerschiebimgsziistand 


anwendet    Man  gelangt  dann  zu  drei  Gleichungen  ersten  Grades,  welche 
nur  die  Unbekannten  X^,  X„  X,  enthalten. 


*)  Den  Zuständen  JC  = 


-1;   Xi  =  —  V.   X.^ 


-  J-;  A  =  +  —;  Ä  =  0.   TergL  I 
ie  Ausdrücke  für  B,  (7,  2J,  fl! 


\,  21.    Auf  dieselbe  Weise  prüfe 
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Nehmen  wir  an,  daß  sich  infolge  der  Nachgiebigkeit  der  Widerlager 
Stützpunkt  Ä  in  senkrechter  Bichtnng  um  hj  nach  abwärts  verschiebt, 
„        Ä  ,,  wagerechter       „         „   8^    ,,     links, 
„         B  „  senkrechter         „  „    8»     ,j     abwärts, 

G  „  „  .,  .,    8c 

„        D  n  wagerechter       „         „    6,     „     rechts, 
so  lautet  die  Arbeitsgleichmig  für  den.  Zustaad  X.  =  —  1  (Kg.  19): 
(I)        i,  +  1 . 8,  =  S  S,is,  wobei 

L,=  l-^ (8^  —  8,-  »0+  M  +  1  ■  f>M 
die  virtuelle  Arbeit   der   an   den  Auflagern   des    statisch    bestimmten 
Hauptnetzes  angreifenden  Stützenwiderstäude  bedeutet 

Für  den  Zustand  X»  =  —  1  ergibt  sich,  wenn  8»  die  Änderung 
der  Länge  St  des  übeizähligen  Stabes  bb^^  bezeichnet; 

(E)        i.+  1.8»  =  S5»A«,  wo 
i:k  =  — 1^8^+l(-|-  +  A)s,_i  *  8^=  virtueUe  Arbeit  der 

Auflagerkräfte,  und  für  den  Zustand  X,  =  —  1  (wenn  8,  =  Änderong 

Ige  cci  =  s,) 

(m)        i,  +  1  ■  8.  =  SS.Äs,  wo 

A  — i|..+i(|+A),„-iAv 

'-  sts  gesetzt  und  zur  Abkürzung  die  Bezeich- 
nuDg  f  =  -^ 

eingeführt,  so  gehen  mit  Berücksichtigong  von  (18)  die  Bedingungen 
(I),  (II),  (E)  über  in  die  MaxwellsciieD  Gleichungen*): 

fi.4-8.=SS,Srf— ^^5.*e  —  JCjSS.Sip— X.SS.S.p+SiS.Bfs 
(20)  {l»+8.=S5»S^— A'^S,Srf— X,SS»»p  — .T^S,S.p+S5»sf« 

li:-.-|-8.=SS,Srf  — -X,SS.S,P— -^.SS.Äip— JC^S.»P  +2S.«/s. 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summen  erstrecken  sieb  über 
sämtliche  notwendigen  Stäbe. 

Bezeichnet  man  nun  mit  Ji,  F,  die  Querschnitte  der  beiden  über- 
zähligen Stäbe,  mit  £'„  E,  die  Elastizitätsziffem,  mit  t„  t,  die  Tem- 
peratarreränderongen,  und  mit  c»,  e,  die  Terlängerungsverhältnisse 
für  /  ^  1  ^,  so  hat  mau  in  die  Gleichungen  (20)  zu  setzen : 


(21) 


'E.F,^'"'         ■~  E,i; 


*)  Manrell  nimmt  f  =2  o  und  L=:ii  an. 
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und  JBt  jetzt  imsbiade,  die  Unbekannten  X,,  Xt,  X,  za  berechnen, 
vorausgesetzt,  daß  die  Fonuänderungen  der  Stützen  bekannt  oder  als 
Punktionen  von  X  darstellbar  sind.  Daß  die  letztere  Aufgabe  meistens 
auf  nnüberwindlicbe  Schwierigkeiten  stößt,  wurde  bereits  auf  Seite  3 
angeführt  und  begründet  Infolgedessen  begnügt  man  sich  in  der 
Regel  damit,  bei  der  Untersuchung  neuer  Arten  statisch  unbestimmter 
Träger  festzustellen,  welchen  Einfluß  die  g^enseitigen  Terschiebungen 
der  Stutzpunkte  auf  den  Spannungszustand  des  Trägers  ausüben.  Ist 
dieser  EänfluB  ein  wesentlicher  und  schädlicher,  so  dürfen  die  fraglichen 
Träger  nur  dann  ausgeführt  werden,  wenn  auf  nahezu  unverschiebliche 
Stützen  gerechnet  werden  darf;  sie  sind  z.  B.  bei  unsicherem  Baugründe 
zu  verwerfen;  auch  ist  in  diesem  Falle  bei  der  Aufstellung  der  Träger 
besonders  darauf  zu  achten,  daß  die  Stützpunkte  genau  die  in  der 
Rechnimg  vorausgesetzte  Lage  erhalten. 

Zuweilen  aber  ist  es  möglich,  die  Formänderangen  der  Widerlager 
bei  der  Berechnung  der  Träger  teilweise  zu  berücksichtigen.  Wird 
z.  B.  der  in  der  Fig.  16  dargestellte  Träger  bei  B  und  C  durch  Säulen 
von  der  Lange  k'  gestützt,  und  entsprechen  diesen  S&ulen  die  Werte 
JS',  F',  t',  e',  so  ist  bei  Temachlässigung  der  Formänderung  der 
Grundpfeiler  und  des  Baugrundes  zu  setzen: 

ha  gleich  der  durch  den  Druck  B  erzeugten  Verkürzung  der 
Säule,  vermindert  lun  die  Dehnung  dieser  Säule  infolge  der 
Temperaturerhöhung,  d.  L 

Bh'         .^.,. 

und  ebenso  ist  einzuführen: 

Nun  drückt  man  B  und  C  mittels  (19)  durch  X,,  A\,  X,  aus  und  löst 
schließlich  die  Gleichungen  (20)  nach  den  drei  Unbekannten  .X  auf. 
Dem  Einfluß  beobachteter  Stützenversdiiebungen  kann  man  auch 
in  der  Weise  Rechnimg  tragen,  daß  man  die  Stützen  durch  Stäbe 
ersetzt,  welche  die  Stützptmkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden 
festen  Punkten  verbinden,  imd  diesen  Stäben,  die  wir  Äuflagerstäbe 
oder  Stütxstähe  neimen  wollen,  solche  Werte  c  beilegt,  daß  die  Ände- 
rungen As  ihrer  Längen  mit  den  beobachteten  Stütapunktverschiebungen 
übereinstimmeD.  Es  fallen  dann  die  Arbeiten  i,,  i» .  .  .  .  fort;  dafür 
müssen  aber  die  in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summen  über  alle 
Stäbe  —  Fachwerkstäbe  »md  Auflagerstäbe  —  ausgedehnt  werden.  Durch 
diese  Einführung  der  schon  von  Maxwell  benutzten  Auflagerstäbe  ge- 
winnt manche  allgemeine  Untersuchung  an  Kürze. 
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12.  —  Die  in  den  Gleichimgeu  (20)  stehenden  Summenausdrücke 
lassen  sich  auf  eine  sehr  ein&che  nnd  für  die  Folge  sehr  nützliche 
Weise  deuten.     Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit 

R_a  die  Terschiebung,   welche    der  Angriffspunkt  ni   irgend  einer 
last  P_  in  der  Richtung  von  P_  erfährt,  sobald  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Belastung  -X'.  ^  —  1  wirkt  [Zu- 
stand X,=  —  l  (Fig.  19)], 
R_»  desgleichen  die  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P_  und  infolge 

von  X»  =  —  1  (Fig.  20), 
5_,  desgleichen  die  Verschiebung  von  7n  im  Sinne  von  P„  und  infolge 
von  X.  =  —  l  (Fig.  21), 
femer  mit 
5„  die  nach  rechts   positiv  gezählte  wagerechte  Verschiebung  des 
Punktes  o,  für  dea  Fall,  daß  auf  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
netz nur  die  Belastimg  X,  =  —  1 ,  wirkt, 
8,»  die  wagerechte  Verschiebung  von  a  infolge  von  Jti  =  —  1, 
»..    n  .,  „  ..    o       „         „    A'.  =  — 1, 

weiter  mit 

8»,  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Funktpaares  b,  b^,   d.  L  die 
Änderung  der  Strecke  bb^  für  den  Fall,   daß  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Last  X,^  —  1  wirkt, 
5,»  die  Änderung  der  Strecke  bb^  infolge  von  X^  =  - 
5».     ..  »  ,1  »        **i        »         n     X,  =  - 

8..    .-  „  ,,         „       cc,        ,.         ,,     A',  =  - 

h,t,    ,.  „  »         .,       c^i        ..         ^     Xt  =  - 

h,.    „  „  „         „        ce^       ,,■        „    X.  =  - 

schlieBlich  mit 

8„  die  nach  rechts  positive,  wagerechte  Verschiebimg  des  Punktes  o, 
für  den  Fall,  daß  das  statisch  bestimmte,  unbelastete  Hauptnetz 
nur  einer  Temperaturanderung  unterworfen  wird, 
ht,  die  in  diesem  Falle  entstehende  Änderung  der  Strecke  6t,, 
\,    n     »       „         „  >i  -,  ..         «        «Ci; 

sodann  setzen  wir  fest,  daß  bei  der  Ermittelung  aller  hier  aufführten 
Verschiebungen  h  die  Stützen  des  statisch  bestimmten  Hanptnetzes 
vollkommen  starr  angenommen  werden  sollen. 

Jetzt  schreiben  wir  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belastungszustand 
X  =  0  (Fig.  18)  an,  setzen  in  dieselbe  die  dem  Zustande  X.  =  —  1 

(welcher  die  Spannkräfte  S,  und  Ändeinngen  4s,  =  -^  hervon-uft) 
pntsprechenden  Verschiebungen  ein  und  erhalten 

2P.8„=  S^Äs,  =  SS..^^-, 
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TForans,  nut-^y  =  pr 

(22)         SSaS,e  =  SP.8„; 
und  ebenso  finden  wir: 

SSo-StP  =  SP.5.»i       SS,S,p  =  SP.ß.,. 
Wird  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belaetnngszustand  X,^  —  1  an- 
geschrieben, und  werden  in  dieselbe  der  Keihe  nach  die  den  Zuständen 
X,  =  —  1,  -X"»  =  —  1,  X,  =  —  1  entsprechenden  Verschiebxmgen  ein- 
geführt, so  entstehen  die  Gleichungen 

1 . 8.,  =  2  S.äs.;       1 . 8..  =  S  S.^s,:       1  ■  8.,  =  2.S,^s„ 
und  axi3  diesen  folgt 

ISS.S.p  =  J„;       2S.S,9  =  8,»;       SS.S,p  =  5„. 
Ebenso  wird  erhalten: 
2S»S.p  =  S„;       SS»5;p  =  8„;        SS.-S,p  =  5»,i 
SS.Ä.p  =  8„;       SS.S.p  =  8.»;       SS.S.p  =  8„. 
Schließlich  liefern  die  für  die  Belastiingszustände  X,  =  —  1,  J'C»  ^  —  1, 
X,  =  —  1  angeschriebenen  und  jedesmal  auf  die  nur  von  den  Tem- 
peraturändenmgen  herrührenden  Verschiebungen  angewandten  Arbeits- 
bedingungen die  Gleichimgen: 

(24)  S  S.its  =  1  ■  8.,;      S5»«fs  =  1  ■  8»,;      2  S,tts  =  1  ■  8... 
Die  drei  Bedingungen  (20)  lassen  sich  nun  umformen  in: 

\L.  +  S.  =  SP.8„  —  XJi„~X^i>^  —  X,8„  -f  8« 

(25)  \U  -i-  8»  =  2P.8^  —  X.hi,  —  .TjSw  —  X.h^  +  K 
\l.  +  S,  =  2P.5«  ~  X8„  —  -Y»8rt  —  X.h„  +  8«, 

und  hierin  ist  nach  Gleichung  (23): 

(26)        5rt  =  8^;        8«  =  S„;        5^  =  8* 

Die  Gleichimgen  (25)  werden  sich  später  in  vielen  Fällen  als  sehr 
nützlich  erweisen,  da  sich  die  Verschiebungen  8  der  Knotenpuntte  der 
meisten  Fachwerke  in  sehr  einfacher  Weise  durch  Zeichnung  feststellen 
lassen.  Wir  werden  die  Kguren,  welche  diese  Verschiebungen  liefern, 
in  der  Folge  Verschiebungspläne  nennen.  (Vei^gleiche  Abschnitt  L) 
Dm  die  Unbekannten  X„  X^,  X,  mit  Hilfe  der  Gleiehungai  (26) 
bestimmen  zu  können,  genügt  es,  für  das  statisch  bestimmte  ^uptnetz 
vier  Verschiebungspläne  zu  zeichnen,  den  ersten  für  den  Belastiings- 
zustand  X,^  —  1 ,  den  zweiten  für  den  Zustand  X^^  —  1 ,  den 
diitten  für  X,^^  —  1  und  schließlich  den  vierten  für  das  unbelastete 
und  nur  Temperaturänderungen  ausgesetzte  Hauptnefz. 

13.  —  Das  in  No.  9  zur  Berechnung  eines  statisch  unbestimmten 
Fachwerks  benutzte  Verfahren  führt  stets  zum  Ziele;  dasselbe  besteht 
darin,  die  Spannkräfte  der  überzähligen  Stäbe  und  die  überzähligen 
Stützenwiderstände  mit  Hilfe  von  Arbeitsbedingungen  von  der  Art  der 
Gleichung  (13)  zu  bestimmen.     Zuweilen  stellt  es  sich  nun  als  zweck- 
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mäßiger  heraus,  zunächst  audere  Werte  X  als  Unbekannte  einzuführen 
und  die  Stabkr^te  und  Aufla^rkräfte   als  lineare  Funktionen  dieser 
aiatiseJi  Tiicht  bestimmbaren  Größen  darzustellen. 
Wir  sprechen  deshalb  allgemeiner  aus: 

Sämtliche  Spamücräfle  S  und  nadi  bestimmten  Biehiungen 
zvirkenden  Äufiagerkräfte  C  eines  staHseh  unbestimmten  Fack- 
werks lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 
C97\        'S  ^  So  —  S  X  —  S"X"  —  S"'X' ' 

^^ '-'      c=  q,  —  ax  —  ^'.-X"  —  c'-x'" 

wobei  X',   X",   X'" ....  geiriase  statisch  nickt  bestimmbare 

Größen  bedeuten,  während  Sa,  S',  S" ,  C^,  C,  C" 

Werte  vorstellen,  welche  von  den  Unbekannten  X  unabhängig 
sind.  Insbesondere  bedeuten  Sq  und  C^  die  Spannkräfte  tmd 
Auflagerkräfte  des  statisch  besUmmten  Hauptnetzes,  in  welches 
das  Fachuerk  übergeht,  sobald  sämtliche  Größen  X  verschvdn- 
den;  sie  sind  geradlinige  Funktionen  der  Lasten  P,  vfährend 
die  S'i  S"  .  .  .  .,  C,  C" .  .  .  .  von  den  P  unabhängig  sein 
solUm.  Beispielsweise  lassen  sieh  S'  und  C  als  tÜejenigen 
Werte  deuten,  welche  die  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  an- 
nehmen, sobald  sämtliche  Lasten  P  und  sämtliche  X  ver- 
schwinden, ausgenommen  X',  welchem  der  Wert  ( — 1)  bei- 
zulegen ist  —  MK  Belastungszustand,  welcher  kurz  der  Zu- 
stand X'  =  —  1  genannt  werden  soll. 
Weiter  darf  man  sa^n: 

Die  durch  die    Ursache  X' =  — 1  hervorgerufenen  Auf- 

lagerkräfte  C  und  Spannkräfte  S'  sind  miteinander  im  Gleich- 

getrickt,  und  ebenso  sind  die  C"  im  Gleichgewichte  mit  den  S", 

die  C"  mit  den  S"  u.  s.  w. 

Infolge  dieser  Auffassung  gelten   die  Gleichungen  (27)  nicht  nur 

für  die  notwendigen,  sondern  auch  für  die  überzähligen  Stäbe  und 

Auflagerkr&tte.     Ist  z.  B.   X"  die   Spannkraft   in  einem  überzähligen 

Stabe,  80  entsprechen  diesem  die  Werte: 

S^  =0,     S'=  0,     S"  =  —  1,     S'"  =  0,     S""  =  0  u.  s.  vr. 
«nd  es  folgt  dann  S  =  X". 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedinguug  (13)  der  Eeihe  nach  für 
die  Belastungszustäude 

-X'=  — 1;     X"  =  —  U     JC"'  =  — 1;.... 
an  und  wendet  sie  jedesmal  auf  den  wirklichen  Terschiebungszustand 
an,  80  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 
(28)        i'  =  SS'is;    L"  =  S-S"4s:     L"' =  2S"'^s■,  .  .  .  . 
in  denen  L',  L",  L'",  ....  die  beziehungsweise  von  den  Auflager- 
kr&ften  C,  C\  C",  ....   verrichteten  virtuellen  Aibeiten  bedeuten. 
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Die  Anwihl  der  Gleichungen  (28)  ist  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  statisch  nicht  bestimmbareQ  Größen.     Fährt  man  ein: 

drückt  S  mit  Hilfe  der  ersten  der  Gleichungen  (27)  aus  und  setzt 
schließlich  zur  Abkürzung:  p-p  ^  p,  so  gelangt  man  zu  den  Be- 
dingungen : 

L'  — SÄ' «is  =  S5o5'p  — X'SÄ'V     -A"'SS'S"e 

— A""SS'S"'p— ... 
L"  —  2  S"  6(8  =  SS(S"  p  —  -T'SS"  S'p—  ^"S S"»p 

— A"'SÄ"S"'p— ... 
L'"  —  SS"'tts  =  S5oS"'p  —  X'2S"'S'p  —  X"SS"'S"f 

—  X"'2S"''f—... 

Alle  in  diesen  Gleichungen  stehenden  Sununenausdrüeke  erstrecken 
sich  über  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks,  Ober  die  notwendigen  tund 
überzähligen. 

Anf  den  letsten  Satz  ist  besonders  zu  achten.  Wendet  mau  z.  B.  die  Glei- 
chungen (29)  auf  den  in  No.  11  oatersuchten  und  in  der  Fig.  16  dargestellten  !bSger 
an,  and  setzt  m^  J'=:X.,  X"  =zXt,  X'"  =  X,,  so  entsprechen  dem  überiihligon 
Stabe  66,  die  Werte: 

St  =  Q;    S'  =  0;    S"  =  — 1;     S'"  =  0 
und  dem  äberzäUigen  Stabe  es,  die  Werte: 

S,  =  Q\     S'  =  0;     5"  =  0;     S"  =  —  1. 
Für  jeden  notwendigen  Stab  ist  S' =:  S.;    S"  =  St;    S"'  =  S,. 

Die  Summen  SiS"»p,  S5'"'p,  S5"t(«,  2S"'t(«  unterscheiden  sieh  von  den 
in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Sununen:  "SSt*?,  SS.'p,  S^tt»,  "ZS.ttt 
(teelehe  tet%tere  aith  nur  auf  die  uotwendigen  Stäbe  beMehen)  um  die  den  übeniähligeit 
Stäben  entsprechenden  Glieder.    Er  ist  also 

:gs".p  =  ss".  -;^=ss..- V  +  4:-|-  =  s^.p+  ^y-; 


SS'"'p  =  SS,'p+  ^__'ji.-; 

SS"t(s  =  3i?tt(<  —  l  ■€((»«»;    SS"'»(«  =  SS,e(jr  — l-t./.e„. 
Hingegen  ist  S5'„S"p  =  SS;iS»p;     SS"S"'p  =  SStS.p,    weil   für  jeden   über- 
zähligen Stab  60  =  0  und  entweder  S"  =  0  oder  S~  =  0  ist,  und  ebenso  folgt, 
d&S  in  allen  übrigen  Summen  S'  durch  S,  ei'setzt  werden  darf,  S"  durch  St  und 
.S™  doreh  5* 

Bei  der  Berechnung  von  L'  ii^t  die  im  Bclastungsfalle  X,^  —  1  am  Stütz- 
punlrte  a  angreifende  wagerechte  Eraft  1  zu  den  Auflagerkräften  zu  rechnen,  weil 
X,  eine  Auflagerkraft  ist,  und  es  folgt  deshalb  //=;  L, +  1  ■  8«,  während  L"^Li 
und  L'"^L,  ist 

Forrot  man  nun  die  Gleichungen  (29)  für  den  vorliegenden  Fall  auf  diese 
Weise  am,  und  beachtet  noch,  daß 

6»=   j^-j,- +  (»(*«»    und    8.=  ^-j^   -}:'.'.». 

ist,  so  erhält  man  die  aaf  Seite  21  abgeleiteten  Gleichungen  (20). 
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Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (29)  kommt  es  liauptsachlich 
darauf  an,  die  von  den  Laston  P  abhängigeu  Summen  möglichst  schnell 
zu  bestimmen.  In  der  Regel  wird  es  sich  empfehJen,  den  in  No.  12 
eingeschlagenen  Weg  zu  wählen  und  zu  setzen: 

(30)         SSoS'p  =  SP_8.';     25'oS''p  =  2P.6,";  u.  s.  w, 
wobei  8„',  S«"  ....  diejenigen  Verschiebungen  bedeuten,  welche  der 
Angriffspunkt  m  irgend  einer  Last  P„  in  der  Richtung  von  P_  erfährt, 
sobald  auf  das  Eachwerk  beziehungsweise  nur  die  Ursache  .X'  =;  —  1 
oder  nur  die  Ursache  X'  =  —  1,  u.  s.  w.  wirkt 

Alle  übrigen  (S^  nicht  entiialtenden)  Sumnienausdrücke  sind  un- 
abhängig von  den  Lftsten;  sie  brauchen  also  nur  einmal  bestinunt  zu 
werden  und  werden  häufig  am  schnellsten  diu-ch  Rechnung  gefunden, 
nachdem  man  die  Spannkräfte  S\  S"  .  .  .  .  berechnet  oder  mit  Hilfe 
von  Kräfteplänen  ermittelt  hat.  Es  lassen  sich  aber  diese  Summen 
auch  auf  dem  in  No.  13  angegebenen  Wege  als  Verschiebungen  deuten 
und  dann  oft  mit  Hilfe  einfacher  Verschiebungspläne  angeben. 

14.  —  Hat  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Großen  X  auf 
dem  in  No.  11  bis  13  beschriebenen  Wege  emiittolt  und  hierauf  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (18)  bezw.  (27)  die  Spannkräfte  S  berechnet, 
so  kann  man  die  Änderungen  As  sämtlicher  Stablängen  s  angeben  und 
ist  nun  imstande,  alle  die  in  Nr.  9  und  10  behandelten  Aufgaben  zu 
lösen  und  zwar  genau  nach  dem  früher  benutzten  Verfabren.  Dasselbe 
besteht  in  der  Anwendung  der  Gleichung  2Ö-8_  =  SS45  auf  den 
wirklichen  Verschiebungszustand  und  auf  einen  gedachton  Belastungs- 
zustand, welcher  letztorer  so  zu  wählen  ist,  daß  die  virtuelle  Gesamt- 
arbeit der  Lasten  ^  1  ■  5_  ist,  wobei  5.  die  gesuchte  gegenseitige  Ver- 
schiebung eines  Punktpaares  m,  ?ra,  oder  die  gesuchte  gegenseitige 
Drehung  eines  Geradenpaares  u.  s.  w.  bedeutet  Hierbei  ist  zu  beachten, 
daß  zwischen  den  gedachten  äußeren  und  inneren  Kräften  Q  und  S 
nur  Gleichgewicht  zu  bestehen  braucht,  daß  also  die  Spannkräfte  in 
den  überzähligen  Stäben  imd  die  überzähligen  Auflagerkräfte  gleich 
Null  gesetzt  werden  dürfen. 

Es  liege  beispielsweise  der  in  Fig.  16  dargestellte  Bogentrfiger  vor. 
Gesucht  sei  die  Verschiebung  S_,  welche  irgend  ein  dem  mittleren 
Bogen  angehörender  Knotenpunkt  m  in  der  Richtung  Wj  m  erfährt 
Die  auf  Seite  21  angegebenen  Verschiebungen  der  Stützpunkte  sollen 
berücksichtigt  werden. 

Zuerst  wird  der  Träger  durch  Beseitigung  der  überzähligen  Stäbe 
und  Auflagerbedingungen  statisch  bestimmt  gemaclit  (Eig.  22).  Hierauf 
wird  in  m  eine  von  wi,  nach  m  gerichtete  Last  von  der  Größe  eins 
angebracht  und  zur  Berechnung  der  durch  diese  Last  an  den  Auflagern 
des  Hauptnetzes  hervorgerufenen  Widerstünde  Ä,  B,  .  .  .  .  geschritten. 
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Bildet  m,  m  mit  der  Wagereehten  den  Winkel  a,  nnd  ist  der  lotrechte 
Abstand  des  Stützpunktes  B  von  der  mm^  gleich  r,  so  lauten  die 
Gleichgewichtsbedingungcu : 

H=  1  •  cos  b;       ~Äl^  —  fi"e  =  0 
C/— l.r=0;       Ä+B-\-C=\-saiOL 
und  aus  diesen  findet  man: 


(e  cos  «        r  \ 


Kg.  22. 

Nun  bestimmt  m&n  die  von  den  äußeren  Kräften  1,  A,  B,  C,  H 
in  den  Stäben  des  Kauptnetzes  hen'orgerufenen  Spannkräfte  S  und 
schreibt  die  Ärbeitsgleicliung  an: 

1 . ».  —  Äh^  —  ^ha—Chc— Ulm  =  ^S&s, 
in  welche  die  vdrklichen  Änderungen  As  der  Stablangen  einzuführen 
sind.     Es  ist  also  zu  setzen: 


"  EF 
Auf  diesem  Wege  erhält  i 


=  5,  —  S.X.—  S^X^—  S.X.. 


i  stete  &_  als  lineare  Funktion  der 
Lasten  P,  der  Temperaturändeningen  t,  der  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  X  und  der  nach  bestimmten  Richtungen  erfolgenden  Ver- 
Ecblebungen  der  Stützpunkte.  Da  nun  zwischen  den  X,  P,  t,  ebenfalls 
nur  Beziehungen  ersten  (irades  bestehen,  so  folgt,  daß  im  Falle  unver- 
änderlicher Gliederung  und  Stiltznngsart  das  in  Nr.  6  ausgesprochene 
Gesetz  von  der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen  für  alle 
diejenigen  Größen  8_  gilt,  welche  sich  mittels  einer  Bedingung  von  der 
Form  1  -  5„  +  i  =  SSis  bestimmen  lassen. 

•)  Wir  empfehlen  dem  Leser,  diese  Kräfte  auch  durch  Zeiclinung  zu  bestunmen. 
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15.  —  Es  möge  noch  dantuf  hingewieseB  werden,  daß  bei  der 
Aiiswabl  der  als  überzählig  zu  bezeichnenden  Stäbe  und  Anflager- 
bedingnngen  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  WiUtür  Terfahren  wer- 
den dul 

Führt  man  z.  B.  die  Widerstände  der  beiden  Mittelstützen  des  in 
der  Vig.  23  dai^estellten  diirchgehenden  Balkens  als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  {X)  ein,  so  erhält  man  das  in  der  Fig.  24  ab- 
gebildete Hauptnetz;  d^selbe  ist  ein  einfacher  Balbea  Hing^en  gelangt 
man  zu  dem  ans  drei  Einzelbalkeu  bestehenden  Hauptnetze  (Fig.  25)  oder 

/\AAA/\AA7^:7\ 


/\7\/\/\/\/\'\/\7\ 

Fig.  26. 

zu  dem  einen  Ge/-6erschen  Balken  vorstellenden  Uauptnetze  (Fig.  26), 
je  nachdem  man  die  beiden  Stäbe  bc  oder  die  beiden  Stäbe  ad  als 
überzählig  bezeichnet 

Auch  ist  hervorzuheben,  daß  bei  der  BrmittloQg  der  Verachie- 
bongen  &_  andere  Hauptnetze  gebildet  werden  dürfen,  wie  bei  der  Be- 
stinimung  der  Spannkräfte. 

e.   Der  NlaxweDsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
finderungen  und  das  Gesetz  von  Bett). 

16.  —  Wir  betrachten  ein  auf  starren  Stützen  ruhendes,  ebenes  oder 
räumliches  Fachwerk  von  unveräiderlicher  Gliederung  und  Stützungsart 
(Seite  6)  und  setzen  einen  spannungslosen  Anfangszustand  voraus.  Auch 
nehmen  wir  an,  daß  keine  Temperaturänderungen  entstehen.  Es  gilt 
dann   das  auf  Seite  12  nachgewiesene  ClapeyronächB  Gesetz,  und  es 
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ergibt  sich  fUi'  die  mechanische  Arbeit  Ä  der  äußeren  &äfte  der  nur 
von  den  lasten  P  abhängige  Ausdruck: 

(31)        Ä  =  ^  SPS  =  4  (P.S.  +  P^h,-\ 1-  P.S.  +  ■■•), 

in  welchem  bis  jetzt  unter  P,,  Pj,  ■  .  ,  P.  . .  ,  Einzellastcn  Tei^tanden 
wurden  und  unter  5,,  Sj,  .  .  .  8_  .  .  .  die  wirkliehen  Verschiebongen 
der  Angriffeponkte  a.  b,  ....  r»  ...  .  derselben,  im  Sinne  der 
P.,  P»,  .  .  .  P.  .  .  .  - 

Für  die  Folge  ist  es  nun  nützlieh,  den  Buchstaben  P  und  h  eine 
allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  imd  unter  jedem  der  in  der  Gleichung 
auftretenden  Produkte  ^  PS  die  mechanische  Arbeit  einer  ganzen  Gruppe 
von  Lasten  zu  verstehen. 

Solche  Gruppen  lassen  sich  leicht  an  der  Hand  der  Untersuchungen 
in  Nr.  9  und  Nr.  10  bilden. 

Werden  z.  B.  die  beiden  Lasten  Eins  in  der  Fig.  9  mit  P_  multi- 
pliziert (wobei  man  natürlich  entweder  Eins  oder  P^  als  Zahl  zu  be- 
trachten hat),  so  entsteht  eine  lastengruppe,  deren  Beitrag  zur  Arbeit 
Ä  gleich  4-  P-S«  ist,  wenn  8«  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Puntt- 
paares  m,  m,  bedeutet 

Multipliziert  man  die  vier  Lasten  in  Kg.  13  mit  P„,  so  erhält  man 
eine  Gruppe,  deren  entsprechendes  8_  gleich  der  im  Bogenmaß  aus- 
gedrückten gegenseitigen  Drehung  des  Geradenpaares  (?«),  (»ii)  ist. 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  aus  der  Figur  15  durch  Multiplikation 
der  dort  angenommenen  Lasten  mit  P_  eine  Lastengruppe  ableiten, 
deren  zugehöriges  S_  gleich  der  Änderung  der  Entfernung  mf  ist 

Die  vorliegenden  Beispiele  dürften  genügen,  um  die  Bildung  von 
Lastengmppen  zu  erläutern,  und  es  sei  nur  nocli  hervorgehoben,  daß 
jede  am  Fachwerk  vorkommende  Last  stets  nur  einer  einzigen  Gruppe 
zugewiesen  werden  darf.  Der  Eürze  wegen  nennen  wir  eine  solche 
Gruppe  von  Kräften  eine  Belastung  und  das  entsprechende  S  den  Weg 
dieser  Belastumf.  Unter  anderem  werden  wir  in  der  Folge  öfter  von 
der  Belastung  P,  eines  Punktpaares  m,  m^  oder  eines  Geradenpaares 
(m),  (wi,)  sprechen,  Belastungen,  die  nach  der  vorstehenden  Erklärung 
durch  Multiplikation  der  auf  Seite  13  und  15  eingeführten  Belastungs- 
einheiten jener  Paare  mit  P.  entstehen. 

Sämtliche  R  sind  lineare  Funktionen  der  Belastungen  P;  sie  lassen 
sich  daher  auf  die  Form  bringen: 


(32) 


8.  =  S..i'.  +  8..P.  +  . 

■  +  i..P.  +  -- 

•  +  8..-P.  +  -- 

K  =  i..P.  +  K,P,  +  - 

■  +  8..P.  +  --- 

wobei    die    mit  einem  Doppelzeiper   behafteten  Werte  8   unabhängig 
sind  von  den  Bela.'itnngen  P.     Um  diese  Werte  zu  deuten,  setze  man 
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in  irgend  einer  der  Gleichungen  (32)  sämtliclie  P  gleich  Null,  mit 
Auanahme  eines  einzigen,  dem  man  den  "Wert  Eins  beilege.  Dann 
ei^bt  sich  bwspielsweise  j»»  als  derjenige  Wert,  welchen  der  Weg  8_ 
für  den  Eall  annimmt,  daß  auf  das  Eachwerk  nur  die  Belastung  Pt  =  l 
wirkt 

17.  —  Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  nur  zwei  Belastungen  auf- 
treten, etwa  P_  nnd  P,.    Die  entsprechenden  Wege  sind 

8-  =  8— P-  +  8-.P. 
K  =  S— P.  +  »,.-P- 
Wird  zuerst  nui-  die  Belastung  P_  aufgebracht,  so  ist  der  Weg 
derselben  =  8.„P_,  und  es  verrichtet  deshcdb  die  von  Null  aus  all- 
mählich anwachsende  Belastung  P_  die  mechanische  Arbeit  iR«_P_*. 
Fügt  man  die  ebenfalls  von  Null  aus  anwachsende  Belastung  P,  hinzu; 
so  nimmt  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  erstens  um  ^  h„P,'  zu,  weil 
die  wachsende  Belastung  P,  den  Weg  S„P,  zurücklegt,  und  zweitens 
^un  P-  (S— P-)i  weil  der  Weg  der  bereits  vorhandenen  Belastung  P_ 
die  Vergrößerung  *_,P,  erfährt.     Im  ganzen  entsteht: 
A=^ 8„P.»  +  i  K.P,*  +  8_-P-P.. 
Wird  zuei-st  die  Belastung  P,  ausbracht  und  nachher  P_,  sc 
ergibt  sich  durch  Vertausehung  von  m  und  n: 

^  =  i  6,.P-'  +  i  K.P.*  +  5.-P.P-- 
Nach  dem  Clapeyronschen  Gesetze  müssen  aber  die  beiden  für  A 
gewonnenen  Ausdrücke  übercihstimnien,  und  es  folgt  daher  die  wichtige 
Gleichung: 

(33)        6„  =  8... 
Dieselbe  wurde  zuerst  von  Maxwell  bewiesen  und  soll  in  der  Folge 
stets  als  Maxweüscker  Lehrsatz,  angeführt  werden. 

Von  den  vielen  Sätzen,  welche  sich  aus  der  Gleichung  (33)  er- 
geben, sind  die  folgenden  für  die  späteren  Untereuchungen  von  be- 
sonderer Bedeutung. 

1.  Die  gegenseitige  Verschiebung  5_,  eines  PunJdpaares  m, 
7K,  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Punktpaares 
n,  n^  ist  ebenso  groß  une  die  gegenseitige  V&-schiebung  S,„ 
des  Punktpaares  n,  m,  infolge  der  Belastiwgseinheit  des  I^nki- 


2.  Die  gegenseiüge  Drehung  8«,  eines  Qeradenpaares  (m), 
(m^)  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Geraden- 
paares (n),  (UjJ  ist  ebenso  groß  loie  die  gegenseitige  Drehung 
8«_  des  Geraiienpaares  (n),  (nj  infolge  der  Be1a.iiungseinheit 
des  Qeraäenitaares  (m),  (m^). 
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3.  Die  gegenseHige  Verschiebung  eines  Puaiüäpaares  m,  m^ 
infolge  der  Belastungsdnimt  eines  Oeradenpaares  (n),  (nj 
ist  ebenso  groß  wie  die  gegenseitige  Drehung  des  Oeraden- 
paares  (n),    frii)    infolge    der   Belastwngseinheit   des    Ihinkt- 


Die  Sätze  (2)  und  (3)  beziehen  sich  auf  ein  ebenes  Fachwerk.  Die 
Erklärungen  der  Begriffe:  Punkfpaar,  Geradenpaar,  Bclastung&einheit 
eines  Punkt-  oder  Oeradenpaares  finden  sich  auf  Seite  13  und  16. 

Hoch  sei  ein  Beispiel  angeführt,  welches  besondere  geeignet  sein  dürfte,  Ton 
der  Frachtbarkeit  des  MaKwdlsohen  Satses  zu  überzeugen.  Man  darf  o&mlich  mit 
Hinweis  auf  die  Figuren  27  und  28,  welche  ein  und  dasselbe  Fachwerk  auf  ver- 


schiedenartige Weise  belastet  dai'steilej),  aussprechen:  Die  Strecke,  um  welche  sich  der 
Abstand  inf  in  Fig.  28  ändert,  sobald  auf  das  Fachwerk  nnr  die  in  der  Fig.  27  an- 

genommenenLaslen —  und  -  wirken,  ist  ebenso  groß  wie  die  im  Bogenmaß  ausge- 
drückte Änderang,  welche  der  Winkel  tp  (Fig.  27)  erfährt,  falls  das  Fachnerk  auf 
die  in  Fig,  28  angegebene  Art  belastet  wird.  (Die  gleichbezeichneten  fitrecken  e,  c^ 
der  Figuren  27  und  38  brauchen  nicht  gleich  groß  zu  sein.) 
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18.  —  Zu  einem  aaderan  Beweise  für  den  Maxwellschen  Satz 
führt  die  folgende  Betrachtung. 

Ein  Eftchwerk,  welches  den  in  Nr.  16  angeführten  Voraussetzungen 
genügt,  werde  von  beliebigen  Belastungen  P_  ei^riifen.  Infolgedessen 
entstehen    Spanntir^te    S^    und    Anderongen     der    StablSngen    um 

S.S 
^'''  =  -EF- 

Kach  Entfernung  der  P_  mögen  andere  Belastungen  P.  auf  das 
Fachwerk  wirken  und  die  Spannkräfte  S.  sowie  die  Längenänderungen 

a«.  =:  p~  herrorbringeu. 

Es  bedeute  mm  (8_.)  den  "Wert,  welchen  der  Weg  S„  irgend- 
einer Belastung  P„  annimmt,  wenn  auf  das  Fachwerk  nur  die  Be- 
lastungen P,  wirken,  femer  (8„.)  den  nur  durch  die  Belastungen  P. 
herrorgemfenen  Weg  irgend  einer  Belastung  P^  Die  Werte  h  wurden 
durch  Klammem  ausgezeichnet,  da  sie  eine  andere  Bedeutung  haben 
als  die  früher  erklärten  5„»  und  S„„,  deren  ersteres  z.  B.  den  Wert 
von  S.  für  den  Fall  vorstellte,  daß  nur  dne  Belastung  P,  wirkt  und 
diese  die  Größe  JSns  besitzt 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedingung  (13)  einmal  an 

für  den  Ejaftezustand  (P_,  S„)  und  den  hiervon  unabhängigen 

Veischiebnngszustand  [(&_«)  isj 
uud  hierauf 

für  den  Kräftezu-stand  (P„  iS.)  und  den  hiervon  unabhängigen 

Verechiebungszustand  [(8,.)  lks,\ 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 


2^.(5..)  =  SS.43.  =  SS.  Jy 

und  gelangt  zu  dem  zuerst  von  Betti  nachgewiesenen  Gesetze 
(34)        2P.(0  =  2P.(8„). 

Wirkt  auf  das  Fachwerk  das  eine  Mal  nur  eine  Belastung  P.  =  1, 
sodann  nur  eine  Belastung  i^^  1,  so  entsteht  aus  (34): 

8-.'=»« 
rmd  hieraus  folgt,  daß  der  Maxwellsche  Satz  nur  ein  besonderer  Fall 
des  viel  allgemeineren,  aber  erst  später  entdeckten  Bettiscbsa  Satzes  ist 

19.  —  Um  die  Anwendung  des  Maxwellschen  Satzes  auf  die  Be- 
rechnung statisch  unbestimmter  Fachwerke  zu  erläutern,  behandeln  wir 
zunächst  die  in  Nr.  11  und  13  bereits  auf  anderem  Wege  gelöste  Auf- 
gabe: die  überxähUge  Auftagerkraft  X,  und  die  Spannkräfte  X^,  X, 
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dar  ilim"xähUgen  St(Ü>e  des  in  der  flg.  16  dargestelüen  Bogenirägers 
XU  bestimmen. 

Es  BolleQ  Bowohl  Temperatur&ndenmgen  aJs  auch  die  auf  Seite  21 
angeführten  Yerschiebungen  der  Stützpuntte  berücksichtigt  werden. 

Wir  rechnen  (wie  in  Fig.  17  auf  Seite  18)  die  Kräfte  X„  X^  X, 
zu  den  auf  das  Hauptnetz  wirkenden  Lasten  und  erhalten  für  die  Wege 
i„  8»,  6,  der  Belastungen  JV„  X^  X^  die  Werte: 

».  =  SP,»..  —  8,.-^,  —  K,X^—i.,X.  +  5„  +  B„ 
(36)        S.  =  SP.B».  —  \,X.  —  \,Xt  —  b,.X.  +  »»,  +  h,„ 

5,  =  SP.8,.  —  i..x,  —  S..X,  -  5.,  a;  ^-  S,.  +  8,, 

Hierbei  bezeichnet: 

B,.  den  Einfluß  der  Ursache  P_  =:  1  auf  deu  Weg  S„ 
Ä,,  desgl.  den  Einfluß  der  Ursache  X,  =  —  1. 
8.»      „        "         ,,         «  «        X,  =  — 1, 

8.,      „        „         „         .,  „        X.  =  —  1, 

8,(  desgl.  den  Einfluß  von  Teraperaturändei-ungen, 
8._     „        „         „         „     Verschiebungen    der    Stützpunkte, 
und  ebenso  lassen  sich  die  übrigen,  mit  Doppelzeigem  behafteten  Werti* 
5  deuten. 

Um  i„  zu  bestimmen,  wird  die  Arbeitsbedingung  für  den  Be- 
lastungszustand .X.  =:  —  1  (Fig.  19)  angeschrieben  und  dabei  jedem 
Stabe  die  Lfingenänderung  4s  ^  0  beigelegt     Es  ergibt  sich  dann 

l-8„  +  l-S^+l-~(8^-8^-8„+S,)  =  0 

und  hieraus  und  aus  ähnlichen,  für  die  Belashuigszustände  Xi^=  —  1, 
X,  =  —  1  aufgestellten  Gleichungen  folgt 

8„  =  —  £,;    8».  =  —  W,    8„  =  —  L,  (vergl.  Seite  21).' 

Setzt  man  nun  diese  Werte  in  (35)  ein  und  beachtet,  daß  die 
Buchstaben  der  Doppelzeiger  miteinander  vertauscht  werden  dürfen, 
daß  also  S„  =  8b,,  8i»  =  8_t,  8„^8..,  B^^B».,  ...  ist,  so  ge- 
langt man  zu  den  auf  Seite  (24)  erhaltenen  Gleichungen  (25). 

Der  eben  eingeschlagene  Weg  führt  immer  zum  Ziele.  Man  dai-f 
aussprechen: 

Jedes  statisch  unbestimmte  Fachwerk  läßt  sich  durch  Beseitigimg 
von  überzähligen  Stäben  und  Auflagerkräften  in  ein  atatisch  bestimmte»! 
Fachwerk  (Haaptnetz  genannt)  verwandeln.  Auf  dieses  Hauptnetz  wir- 
ken  außer  den  gegebenen  Lasten  P.  und  den  Temperaturänderungen 
noch  gewisse  vorläufig  unbekannte  Belastungen  X„  X^,  X„  X^  .  .  . 
deren  Wege  8„  8»,  8„  8^ .  .  .,  jedoch  bestimmten  Bedingungen  untei^ 
worfen  sind.    Es  gelten  die  Gleichnngen: 
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(36) 


Einflufi  unrichtigei'  AblÄngung  überzähliger  Stäbe.  g 

L,  —  ».,  +  8.  =  2P.8.,  —  h„X,—i^,X,—h.,X,—ht.  x^—  ■ 
U—h,-\-h  =  '^KK>  —  KtX,—it^X,—h.,X,-~\,X, — 
L.  —  »„  +  8,  =  2  P„8..  —  \.  X— 8*.  X— 8..  X,—h^.X^ — 

L^~\,-\-K='^p.K4—h.iX,—ht,tX^—h.^x.—h^^Xt — 


welche  eine  schnelle  Berechnting  der  statisch  nicht  bestimnibareii  Größen 
X  gestatten,  sobald  sich  die  den  Belastungszub-tänden  X„  =  —  1, 
Xt  =  —  1,  -X,  =  —  1,  ...  entsprechenden  Form&ndenmgen  des  Haupt- 
netzes  bequem  darstellen  lassen,  und  ebenso  die  von  den  Temperatür- 
ändenmgen  herrührenden  "Werte  8,„  8,„  ,  .  .  Begegnet  die  Ermitteltmg 
dieser  Teischiebungen  Schwierigkeiten,  so  wende  man  die  in  Nr.  11 
nnd  13  abgeleiteten  Qleichnngen  (20)  oder  (29)  an. 


f.  Einflnb  unrichtiger  Abtflngung  überzühliger  Sttbe,  KIlMtliche  Anspannung. 

20.  —  Die  bisherigen  Untersuchungen  setzten  voraus,  daß  jeder 
Stab  genau  diejenige  Länge  erhslt,  welche  dem  spannungslosen  Zu- 
stande des  Fachwerks  entspricht  In  statisch  unbestimmten  Fachwerken 
können  jedoch  geringfügige  Fehler  bei  der  Ablängung  der  überzähligen 
Stäbe  wesentliche  Änderungen  der  Spannkräfte  zur  Folge  haben. 

Soll  z.  B.  in  ein  aus  6  Stäben  gebildetes  ebenes  Tiereck  (Fig,  29) 
ein  sechster  Stab  ab  eingefügt  werden,  welcher  die  zu  geringe  Länge 
oft,  besitzt,  80  ist  di^er  Stab  vorher  so  anzu- 
spaonen,  daß  er  sich  um  ft,ft  verlängert  In- 
folgedessen aber  wird  er  auf  das  ursprüngliche 
Fachwerk  in  a  und  ft  gewisse  Kräfte  ausüben, 
welche  in  den  Stäben  desselben  Spannungen 
hervorrufen. 

Damit  man  die  früher  entwickelten  Glei- 
chungen auch  unmittelbar  zur  Berechnung  von  pjg  gg 
statisch    unbestimmten   Pachwerken    benutzen 

kann,  deren  überzählige  Stäbe  wegen  unrichtiger  Ablängung  mit  Anfangs- 
^wmiungen  eingesetzt  werden  müssen,  stelle  man  sich  vor,  es  seien 
jene  HerstellungsfeUer  durch  Abkühlung  beziehungsweise  Ei-wärmung 
der  anrichtig  bearbeiteten  Stäbe  beseitigt  worden  und  zwar  vor  Ein- 
ffigong  dieser  Stäbe  in  das  Fachwerk.  Die  Länge  s  eines  Stabes,  dessen 
Temperatur  um  t'  zunimmt,  wächst  um  »Cs,  und  es  muß  deshalb  die 

Temperatur  eines  um  os  zu  kurzen  Stabes  um  t'  =  —  erhöht,  die- 
jenige eines  um  a«  zu  langen  Stabes  um  t'  ^- — ■   erniedrigt   werden. 
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Nach  Einsetzen  sämtlicher  Stäbe  denke  mau  die  urspiünglichen 
Stabtemperaturen  wieder  beigestellt,  Kchreibe  also  den  erwärmten  Stäben 
die  Teraperaturändening  ( —  t'),  den  abgekühlten  die  Temperaturerhöhung 
(-|-  /')  zu.  Man  eiiennt  dann,  daß  man  den  fraglichen  Bearbeitungs- 
Fehlem  Kechnung  tragt,  wenn  man  die  in  die  früheren  Entwickelimgen 
eingeführten  Temperaturändemngen   /  für  die  um  us  zn  langen  oder 

zn  kurzen  Stäbe  um  t'  =  —    vergrößert   beziehungsweise    verkleinert 

Werden  überzählige  Stäbe  absichtlich  mit  unrichtigen  Längen  ein- 
gesetzt, so  bezeichnet  man  das  Stabgebilde  als  ein  FacJiu-erk  mit  künst- 
licher AnspanmuTt^. 


g.  Ausnahmeffille. 

21.  —  Alle  vorstehenden  Entwickelungen  sind  an  die  Voraussetzung 
gebunden,  daß  es  zulässig  sei,  bei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen die  Formänderung  des  Eachwerks  zu  vernachlässigen;  sie 
gelten  also  nur  für  Stabgebilde,  deren  Knoten  sehr  geringe  Verschie- 
bungen erleiden,  imd  führen,  auf  Träger  von  ungenügender  Steifigkeit 
(z.  B,  mangelhaft  versteifte  Kettenbrücken)  angewendet,  mitunter  zu 
ganz  unrichtigen  Ergebnissen.  Es  gibt  aber  auch  Fälle,  in  denen  be- 
reits sehr  geringe  elastische  Formänderungen  die  angenäherte  Berech- 
nuugsweise  unbrauchbar  machen,  und  hierzu  gehören  die  im  ersten 
Bande,  Abschnitt  Xm,  als  Fachwerke  von  unendlich  kleiner  Verschieb- 
barkeit bezeichneten  Stabgebilde,  deren 

1^ ^ ^  J       Knotenpunltte  sich  selbst  dann  gegen- 

r  o  J       einander    (wenn    auch    nur    uneuÄich 

r  wenig)  verschieben  würden,  wenn  sämt- 

^^:^-^--r-^--:"2~"~;:^       ^'^''^  Stäbe  und  Stützen  starr  wären. 

'  ^^^^^L-^J^^^-^t*  Ein  besonders  einfaches  Fachwerk  dieser 

^^"jf^'  Art  stellt  Fig.  30  dar.    Die  Achsen  der 

-__^  beiden  wagerechten  Stäbe  ac  und  bc 

^"'"-~~^*--''''^  fallen  in  dieselbe  Gerade,  a  und  b  sind 

U*  feste  Äuflagergelenke.    Die  um  a  und  b 

'  mit   den   Halbmessern  s   geschlagenen 

Fig.  .30,  Ki-eise  haben  ein  Bogenelement  gemein, 

innerhalb  dessen  sich  c  frei  bewegen 

kann.    Wiixi  das  Fachwerk  durch  eine  senkrechte  Last  P  beansprucht, 

und  verschiebt  sich  jedes  der  beiden  Auflagergelenke  um  die  gleiche 

wagerecbte  Strecke  \,  so   entstehen  in  den  SÜben  ac  und  bc  gleich 

große  Spannkräfte  S.     Man  erhält: 
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3  Untersuchung  fMter  Körper. 
2  5  sin  Äa  =  P; 
sin  4a  =  yi  —  cos*^Äa;    coö  Aa=: — -^-- 

**  L        sUEF+S)*]      ^  ' 


1.      x„__^. 
KF' 


s*{EF+S)*. 

und  diese  Gleicliung  liefert  füi-  S  einen  bestimmten  endliehen  'Wert, 
■welcher  desto  größer  ist,  je  größer  E  und  F  sind,  "Werden  die  Wider- 
lager und  die  Stäbe  vollkommen  starr  angenommen,  so  ergibt  sich 
(w^en  S  =  0,  Aä  =  0,  sin  ia^=0)  für  die  Spannkraft  S,  selbst  bei 
sehr  kleiner  Last  P,  der  unrichtige  Wert  8=  oq. 

Zu  einem  ähnlichen  Ergebnisse  führt  die  genauere  Berechnung 
des  auf  Seite  460  des  ersten  Bandes  aDgeführten  Paskalschen  Sechsecks. 
Gleichgewicht  tritt  hier  selbst  bei  starren  Stäben  im  allgemeinen  erst 
nach  einer  gegenseitigen  Verschiebung  der  Knotenpunkte  ein.  Da  diese 
Formänderung  aber  unendlich  klein  ist,  so  darf  bei  Aufstellung  der 
Gleichgewichtsbedingungen  die  ursprüngliche  Gestalt  des  Fachwerks 
beibehalten  werden,  und  es  ergeben  sich  dann  (nach  Band  I,  Ab- 
schnitt XIII)  für  die  Spannkräfte  S  unendlich  große  oder  unbestimmte 
Werte.  Werden  aber  die  elastischen  Verschiebungen  berücksichtigt, 
so  liefern  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  jede  Spannkraft  .S  einen 
ganz  bestimmten  endliehen  Wert  Immerhin  ist  es  ratsam,  derartige 
bereits  ausgeführte  Fachwerke  zu  vermeiden,  wegen  der  verhältnis- 
mäßig großen  Anstrengungen,  welche  die  Stätie  selbst  bei  geringer 
Belastung  erleiden. 


B.  Qesetze  ffir  beb'ebige  isotrope,  feste  Körper. 

a.  Voraussetzungen  und  Erklärungen.   Besetz  der  virtuellen  Verschiebungen. 

22.  —  Wir  werden  in  diesem  Buche  außer  Fachwerken  noch  Träger 
nnteisuchen,  die  aus  irgendwie  miteinander  befestigten  geraden  oder 
krummen  Stäben  zusanunengesetzt  sind  und  Stabwerke  genannt  werden 
mögen.  Die  Theorie  derselben  leiten  wir  dui-ch  Entwickelung  einiger 
Gesetze  ein,  welche  für  beliebige  feste  Körper,  die  nur  elastische,  ver- 
schwindend kleine  Formänderungen  erleiden,  gelten. 

23.  —  An  irgendeiner  Stelle  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen 
festen  Körpers  denken  wir  uns  ein  unendlich  kleines  Teilchen  abge- 
grenzt Die  auf  die  Seitenflächen  desselben  wirkenden  Kräfte  sollen 
Flächenkräfte  genannt  und  insbesondere  als  innere  Kräfte  oder  Ober- 
flächenkräfte  bezeichnet  werden,  je  nachdem  die  durch  sie  beanspruch- 
ten flächen  im  Innern  des  Körpers  Hegen  oder  zur  Oberfläche  gehören; 
außer    ihnen    wird  au   dem   Körperteilchen   im   allgemeinen  noch  eine 
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auf  die  Masse  desselben  wirkende  80861*6  Exaft  angreifen,  welche  eine 
Massenkraft  heißt  (z.  B.  die  Erdanziehung,  Ergänzungskräft«  der  rela^ 
tiven  Bewegung). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  erleide  ein  anfänglich  im  Gleichgewichte 
befindlicher  Körper  durch  Hinzutreten  äußerer  Kräfte  und  durch  Tem- 
peraturändening  eine  Umgestaltung.  Dieselbe  hört  auf,  sobald  sich  ein 
neuer  Gleichgewichtszustand  gebildet  hat  und  bestehen  bleibt;  während 
ihrer  Erzeugung  werden  die  Flächenkräfte  des  betrachteten  Körper- 
teilchens eine  bestimmte  Ärbeitssunune  verrichten,  und  von  dieser  ist 
besonders  derjenige  Teil  von  Wichtigkeit,  der  nur  von  der  Formänderung 
des  Körperteilchens  abhängig  ist,  der  ako  verschwindet,  wenn  sich  das 
Teilchen  bewegt,  ohne  seine  Gestalt  zu  ändern.  Man  nemit  diesen 
Teil  der  Gesamtarbeit  der  Flächenkräfte  die  Formändenmgsarbeit  des 
K&rperieilchens ;  ihre  Integration  über  den  ganzen  Körper  liefert  cBe 
Formänderungsarbeit  des  Körpers.  Bei  der  Berechnung  dieser  Arbeit 
ist  zu  beachten,  daß  die  Flächenkräfte,  deren  schließliche  Werte  wir 
ganz  allgemein  mit  R  bezeichnen  wollen,  sich  im  Verlaufe  jener  Um- 
gestaltung ändern. 

Denkt  man  sich  hingegen  die  Flächenkräfte  während  der  ganzen 
Dauer  der  Formänderung  mit  ihren  Endwerten  R  wirkend  und  be- 
stimmt die  von  den  Jt  geleistete  Formändemngsarbeit  unter  der  Toraus- 
setzung  einer  wilüahrUchen  Formänderung,  die  man  sich  zwar  als  mög- 
lich voretellen  kann,  die  aber  nicht  von  den  die  Kräfte  R  erzeugenden, 
sondern  von  irgendwelclien  anderen  Ursachen  herrührt,  so  erhält  man 
einen  Ausdruck  dA,^  welcher  die  virtiieüe  FormändentngsarbeU  des 
Körperteilchens  heißt,  während  jene  willkürliche,  mögliche  Umgestaltung 
eine  inrtueüe  Formänderung  genannt  werden  soll. 

Wir  fassen  jetzt  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Formänderung 
eines  im  Gleichgewichte  befindlichen  Körpers  und  insbesondere  die  Be- 
wegung und  Umgestaltung  eines  Körperteilchens  ins  Aoge  und  be- 
zeichnen die  virtuelle  Arbeit  der  auf  dieses  Körperteilchen  wirkenden 
Massenkraft  mit  dÄ^,  diejenige  der  Flächenkräfte  mit  dÄ^.  Letztere 
Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen;  der  eine,  dA„  hängt  nur  von  der 
Umgestaltung  des  Kurperteilcheus  ab,  der  andere,  nämlich  dA,  —  dA, 
von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  der  Drehung  des 
Körperteilchens  um  diesen  Punkt  Somit  stellt  dA^  -\-  dA, —  dA,  die- 
jenige virtuelle  Arbeit  vor,  welche  sämfüche  auf  das  Körperteüchen 
wirkenden  Kräfte  verrichten,  wenn  dessen  Bewegung  ohne  eine  Form- 
veränderung vor  sich  geht  Diese  Arbeit  muß  aber  ^  Null  sein,  da 
die  Mittelkraft  der  auf  das  Körperteilchen  wirkenden  Kräfte  (des  voraus- 
gesetzten Gleichgewichtszustandes  wegen)  zu  Anfang  =  Null  ist  und 
auch  während  der  ganzen  Daner  der  gedachten  unendlich  kleinen  Be^ 
weffung  bis  auf  eine  verschwindende  Größe  den  Wert  Null  behält 
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Es  folgt  miÜun  dA„  -\-  dA,  =  dA,  und,  wenn  entsprechende 
Oletcliangen  für  sämtliche  Körperteilchen  gebildet  und  hierauf  addiert 
werden, 

(37)  A.-\-Ä^=A^ 

Da  sich  nun  in  dem  Aasdrucke  Af  die  Arbeiten  der  inneren 
Fläcbenkräfte  gegenseitig  tilgen,  weil  auf  die  Flächen,  in  denen  an- 
einander grenzende  Körperteilchen  zusammenhängen,  bei  gleichen  Yer- 
schiebungen  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  wirken,  so  leuchtet  ein,  daß 
Äf  die  virtuelle  Arbeit  der  Oberfläckenkräfte,  mithin  4/  +  ^  die  vir- 
tueUe  Arbeit  sämtUcher  äußeren  Kräfte  vorstellt,  tmd  es  drUckt  deshalb 
die  Gleichung  (37)  das  Gesete  aus: 

Bei  einer  verschwindend  kleinsn  virtuellen  Formäiuierung 
eines  im  Oleichgeicichte  befindlichen  K&rpers  ist  die  mrtuelle 
Arbeit  der  äußeren  Kräfte  gleich  der  virtuellen  Formnnderungs- 
Arbeit. 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  nimmt  an,  daß  alle  anfänglich  sich 
deckenden  Seitenflächen  von  aneinander  grenzenden  Körperteilehea  auch 
während  des  ganzen  Verlaufs  der  Formänderung  sich  decken,  weil  nur 
dum  die  Arbeiten  der  auf  diese  Flächen  wirkenden  Kräfte  sich  auf- 
heben. Besteht  nun  der  betrachtete  Körper  aus  mehreren  einander 
bertthrenden  Teilen,  von  denen  jeder  einzelne  der  gemacliten  Annahme 
entspricht,  imd  finden  gegenseitige  Terschiebungen  von  anfänglich  zu- 
sammenliegenden Berührungsflächen  je  zweier  Teile  statt,  so  müssen, 
wenn  das  bewiesene  Gesetz  gelten  soll,  alle  diese  Mächen  zur  Ober- 
fläcfae  gezählt  werden,  d.  h.  es  sind  die  auf  diese  Ftäcben  wirkenden 
Kräfte,  soweit  sich  ihre  Arbeiten  nicht  tilgen,  zu  den  äußeren  Kräften 
zu  rechnen.  So  sind  z.  B.  bei  aufeinander  reibenden  Teilen  eines  Körpers 
die  an  den  BerUhnmgsstellen  wirkenden  Reibnngswideistände  als  äußere 
Kräfte  aufzufassen. 

24.  —  Um  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  A,  abzuleiten,  be- 
zieben wir  den  Körper  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  und 
dffliken  an  irgendeiner  Stelle,  aber  innerhalb  eines  Körperteiles,  dessen 
Spannungen  sich  stetig  ändern,  ein  Parallolopipedon  von  den  anfäng- 
lichen Kantenlängen  dx,  dy.  dz  abgegrenzt 

Die  Spannung  in  der  zur  «-Achse  senkrecliten,  den  Punkt  (x,  y,  x) 
enthaltenden  Seitenfläche  dydx  sei  in  die  Seitenspannui^n 
a„  parallel  der3>Ächse  und  positiv,  wenn  im  Sinne  von  ( — x)  wirkend, 
T.„       r  :,   y-     „        „  .,  „       „       „        „    (—y) 

^"-       ■,  ^    ^     r        r  ..  -       ,.       ,•        «    (— *)        » 

zeii^  und  in  gleicher  Weise  mögen  die  Spannungen  in  den  dem 
Punkte  (x,  y,  x)  anliegenden  KeitenflSohen  dzdx  und  dxdy  durch  ihre 
Seitenspannimgen 
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gegeben  werden.    Die  a  sind  Zug-  oder  Dnickspaiinungen,  die  i  Sehub- 
spaimungen. 


r  ' 


Fig.  31. 


Durch  Multiplikation  dieser  Hpanuungen  mit  den  i 
Flächeninhalten  gelangt  man  zu  den  Kräften,  welche  jene  Flächen  be- 
anfipruchen.     Auf  die  Fläche  dydx  wirten  z.  B.  die  drei  Kräfte: 
a,rfy  rf*,    T,,dj/  d%,    -Ht.dy  dz. 
"Wird  die  Momentenfiumme  aller  tun  Parallelopipedon  dxdy  dx  an- 
greifenden Kräfte  in  bezug  auf  die 


iifixdy 


der  y-Ächse  parallele  Schwerachse 
des  Körporteilohens  gleich  Null  ge- 
setzt und  hierbei  davon  abgesehen, 
daß  sich  die  Spannungen  in  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  um 
Differentiale  unterscheiden,  weil 
die  Berücksichtigung  dieser  Unter- 
schiede zu  unendlich  kleinen  Größen 
der  vieilen  Ordnung  führen  würde, 
welche  gegen  die  der  dritten  Ord- 
nung verschwinden,  so  erhalt  man 

(mit  Hinweis  auf  Fig.  32,  in  der  die  Projektion  des  Körperteilchens 

auf  die  («x)-Ebene  dargestellt  ist)  die  Gleichung: 
(T,,dx  dy)  dz  ^  (y„dy  d.\)  dx 

und  hieraus  und  aus  ähnlichen  Momentengleichungeu  für  die  der  x-Achse 

und  X-Achse  parallelen  Schwerachsen  dew  Köiperteilchens  folgt: 


Fig.  32. 
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weshalb  die  kürzere  Beaeichnung  eingeführt  werden  soll: 

T.  =  T„  =  X.,;      T,  =  T,.  =  T„;       T,  =  T„  =  V,., 

wobei  zu  bemerken  ist,  daß 

t,  _|_  da;;     t,  _|_  rfy ;     t.  _]_  di. 

Es  imdere  sich  nun  die  anffingliclie  länge  dx   um  die  Strecke 

4dx  =  ä'  (  — ö~  )  +  ^ "  (  ~9~  )  ^  zwar,  daß  sie  die  dem  Punkte  (z,  y,  z) 

anliegende  HÄche  gegen  den  Massenmittelpunkt  M  im  Sinne  der  ( — x) 

nmA'(-  -j  verschiebt  und  die  gegentlberliegende  Mäche  im  Sinne 

der  (+x)  um  ^"  \—n-)-    Die  auf  jene  Flächen  wirkenden  Kräfte: 

o,dydx    und  {e,-]--~-dx\dyd^ 
tiefem  dann  zur  virtuellen  Fonnändenmgsarbeit  den  Beitrag; 

ond  hierfür  dwf  man  nach  Streichung  der  kleinen  Größe  vierter  Ord- 
nung:   -,— rfardy  fix  A"(---dxJ  setzen: 

a.dydx  Ldx  =  a,  — , —  dV 
^  dx 

worin  dV=dxdijdx  den  Inhalt  des  Körpei-teilchens  bedeutet 

Hieraus  uod  aus  ähnlichen  Betrachtungen  folgt:   Ändern  sich  die 

anfängtichen  Längen  dx,  dy,  dx  um  Strecken  Adx,  Adj/,  Adx  und 

bezeichnet  man  die  in  der  Folge  Dehnungen  genannten  Yerlängerungs- 

veiiiältnisse  mit 

dx  dy  dx   ' 

so  ist  der  von  den  Spannungen  o„  a,,  a,  abhängige  Teil  der  virtuellen 
Formändemngsarbeit  dÄ,  des  Körperteilehens  (dx  dy  dx)  gleich 
(39)        {e.i,-\-'S.^-\-s.s.)dV. 
Oieichzeitig  mit  den  Dehnungen  entstehen  Winkeländerungen  und 
infolgedessen  leisten  auch  die  Schubkräfte  Arbeit    Es  sei,  mit  Bezug- 
nahme auf  Elg.  31 

■jf,  die  Änderung  des  Winkels  TOZ, 
fr    ■■  ■■  "  "         20A' 

T.    r  ■■  "         ,.        ^OY. 
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Man  nennt  f„  y,,  y,  die  Oleitungen  im  Punkte  x,  y,  x\  sie  seiffli 
positiv  oder  negativ,  je  nacbdem  sie  Verkleinerungen  oder  Vergröße- 
rungen der  Winkel  702,  ZOX,  XOY  vorstellen.  Bei  Berechnimg 
der  infolge  der  Gleitimgen  von  den  Schubkräften  verrichteten  virtuellen 
'  Formändenmgsarbeit  darf  mui  wieder  die  Spannungsuntersdiiede  in 
den  einander  g^enüberliegenden  Flächen  vernachlässigen  und  den 
Punkt  xyx  an  Stelle  des  Massenmittelpunktes  als  ruhend  annehmen. 

Ändert  sich  der  Winkel  YOZ  um  f.,  so  verschiebt  sich  die 
Hache  YO'  im  Sinne  OZ  gegen  dje  Fläche  OY'  um  -^^dy,  wobei  die 
in  YO'  und  senkrecht  zu  dx  wirksame  Schubki-aft  ■z.dxdx  die  vir- 
tuelle Arbeit  x,dxdxy,dy  verrichtet,  oder  es  verschiebt  sich  die 
Fläche  ZO'  im  Sinne  OY  gegen  die  Fläche  OZ"  um  die  Strecke  Y,rf», 
bei  welcher  Bewegung  die  in  ZO'  und  senkrecht  zu  dx  wirkende 
Schubkraft  ■z.dxdy  die  Arbeit  -z^^dx  dy  "(^dx  leistet  In  beiden  Fällen 
wird  die  Arbeit 

x.-x.dxdydx  ss-z^f^dV 
erhalten,  und  ebenso  ergaben  sich  für  die  den  Gleitungeu  f„  y,  ent- 
sprechenden Arbeiten  die  Ausdrücke  -^it^dV  und  ■z.f.dV,  so  daß  die 
gesamte  virtaelle  Fomiänderungsarbeit  der  an  dem  Teilchen  {dx  dy  dx) 
angreifenden  Flächenkräfte  gleich 

dÄ.  =  {<s.6.  +  <s.t,  -\-  s.S.  +  T,Y.  +  T,Y,  +  T,Y,)  dV 
ist     Für  den  ganzen  Körper  erhält  man: 

(40)  A,  =|(3.s.  +  a,«,  +  3.«.  +  -c.Y.  +  t,Y,  +  t.y.)  dF. 

Bei  jinstetigen  Spannungen  muß  der  Körper  in  Teile  zerlegt  werden, 
innerhalb  welcher  alle  Spannimgen  stetig  sind.  Die  Werte  Ä^  werden 
für  die  einzelneu  Teile  gesondert  berechnet  und  schließlich  addiert 

Setzt  man  (nach  Nr.  23)  A,  gleich  der  virtuellen  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  Q,  so  erhält  man: 

(41)  2  0.8.  =|(»...  +  «,,,  +  ,...  +  T.Y.  +  T.T,  +  T.Y.)  dF, 

WO  Ä_  die  den  Delmungen  6,,  s,,  e,  und  Gleitimgen  y»i  t,-,  T»  ^^^ 
sprechende  Verschiebung  des  Angriffepunktes  m  der  Kraft  Q^  im 
Sinne  von  0_  bedeutet,  d.  i.  die  Projektion  des  Weges  von  m  auf 
•  die  Riclitimg  von  Q„.  Zu  erinnern  ist  daran,  daß  bei  Ableitung 
der  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  imieren  Kräfte  nur 
die  Erfüllung- der  Gleichgewichtsbedingungen  vorausgesetzt  wurde,  und 
daß  die  Dehnungen,  die  Gleitungen  und  die  ihnen  entsprechenden 
Verschiebungen  h  von  den  Kräften  Q  und  den  Spannungen  a  und  t 
unabhängig  zu  denken  sind  und  von  irgendwelchen  anderen  Ursachen 
herrühren  können. 
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25.  — Wir  setzen  jetzt  fest,  daß  a„  t„  «.,  f.,  y,,  y.  die  bei  einer 
g^benen  Angriffsweise  des  Körpers  entstehenden  imrlcHcken  Dehnungen 
imd  Qleihmgen  sind,  bezeichnen  mit  Q,  o„  0,,  o,,  t,,  t„  x,  die  äußeren 
Kräfte  and  Spannungen  eines  nur  gedachten  Belastun^iznstandes,  'wenden 
auf  den  letzteren  nud  auf  den  wirklichen  Formändeningszustond  die 
Gleichung  (41)  an,  und  erhalten  die  Beziehung: 

(42)      S0.8.=/Ä'.+^«,  +  ^«.+^T.  +  ^Y,  +  '.T.)'»'. 
welche  der  für  das  Facbwerk  abgeleiteten  Gleichung  (13)  gegenüber 
zn  stellen  ist,  und  in  welcher  5_  die  Projektion  des  wirklichen  Weges 
des  Punktes  m  auf  die  gedachte  Kraft  Q^  bedeutet 

Die  wirklichen  Dehnungen  und  Gleitungen  sollen  hier  nur  für  den 
isotropen  (d.  h.  in  ollen  Punkten  gleich  beschaffenen)  Körper  angegeben 
werden.  Es  wird  ein  spannungsloser  Anfangszustand  angenommen.  Die 
an&iglicbe  Temperatur  andere  sich  im  Punkte  {x,  y,  x)  Mm  t 

Die  Seite  dx  des  Körperteilcbens  {dx  dy  dx)  erleidet,  wenn  die 

SpaniiTing  a,   allein    wirkt,    die  Dehnung      ,■  -  =  -^,  während  die 

Temperaturänderung  den  Einfluß  —^ — ^  s/  erzeugt  und  infolge  von 

ff,  und  ff,  entsteht:  — 5—  = — sr^,  wobei  —  die  Wertziffer  der 

ax  mci  tn 

Qaerdehnung  (abgemndet  -^  für  Bisen  ond  Stahl)  bedeutet*)    Das  Zu- 
sammenwirken aller  Ursachen  ruft  die  Dehnung  hervor: 

«.  =  -A *    -r,'-  -\~  '<  und  ebenso  ergibt  sicli: 

E  mE       '  ^ 

während  die  nur  von  den  Scbubspannungen  abhängigen  Gleitungen  die 
Werte  annehmen: 

fAÄ\  '^'  "^f  '^' 

(44)        T.  =  -g-,         ■l,  =  -g,         1.  =  -(,, 
wobei 

die  Schiib'Elastixitätsxiffer  (auch   Oleitniodtd  genannt)  bedeutet**) 

•)  Veigl.  Bsnd  I,  g  12. 

••)  Vergl.  M.  B.  Orashof,  Theorie  der  Elastizität  and  Festjgkeit,  2,  .-VuÜagB, 
Berlin  1878,  Säte  24  und  30. 
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b.  Anwenrlung  der  Gleichung  (42). 

26.  —  Wir  werden  bei  Berechnimg  der  Stabwerke  die  Gleichung  (42) 
in  derselben  Weise  benutzen  wie  die  Gleichung  (13)  bei  Untersuchung 
des  Fachwerks.  Znoächst  werden  wir  die  nach  bestimmten  Richtungen 
wirkenden  Seitenkräfte  C  der  Stiitzenwiderstände  sowie  die  Spannungen 
a  und  T  als  lineare  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  P  und  gewisser 
statisch  nicht  bestimmbarer  Größen  X\  JC",  X!"  .  .  .  darstellen,  und 
zwar  in  der  Fomi; 

C=C„  ~  (f  X.' —  C  X:' —  C"  X'"  —  .  .  . 

ffi  =  5^0  —  fli'-'^'  —  e"X"  —  a,'" X'" —  .  ,  . 

a,  =  0,0  —  0,'-^'  —  9" X"  —  o,"'-X"' —  .  .  . 
(46)  a.  =  <j,(,  —  a^X'  —  s" X"  —  a"' X'"  —  .  .  . 

t,  =  -c.„— t/j:'— -t,":?"  — T.'":?'"—  . .  . 

T,  =  T,o  —  r^'X'  —  T,"X"  —  x,"'X"' —  .  .  . 

T,  =  T.(,  — T.'X  — T,"A"'  — t;".X"'—    .    .    . 

Die  mit  dem  Zeiger  0  behafteten  Werte  sind  Funktionen  ersten  Grades 
der  Lasten  P  und  unabhängig  von  den  Größen  X\  X",  ....  Die 
Wert©  C,  C  .  .  .  ,  ö',  ö"  .  .  .  .  t'.  t"  .  .  .  sind  unabhängig  Ton  den 
P  und  X 

Es  bedeuten: 

(7",  ö',  t'  die  Stiitzenwidei"Stände  und  Spannungen 

für  den  Znstand  X'  ^  —  1 , 
C",  ö",  t"  die  Stützenwiderstände  und  Spannungen 
für  den  Zustand  X"  =  —  1  u.  s.  w. 
Wird  nun  die  Gleichung  (42)  der  Reihe  nach  auf  die  Belastungs- 
zuetände:  X' =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  angewendet  und  jedesmal  auf 
den  wirklichen  Verschiebungszustand,  so  ergeben  sich  die  zur  Berech- 
nung der  Größen  X',  X",  .  .  .  ausreichenden  Bedingungen: 

|i'=|(3.'e,  H-ö/e,  -j-ff/a,  +r.'Y.  +Vy.  -\-<y.)dV 
L"=j{c:'i.  +  «;'•.  +  cj't.  +  t,"y.  +  <\  +  t,"y.)  d  V 


(47) 


unter  //',  L"  .  .  .  die  den  Zuständen  X'  =  —  1 ,  X"  =  —  1 ,  .  .  . 
entsprechenden  virtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkräfte  rerstanden. 

27.  —  Wird  die  durch  bestimmte  Dehnungen  und  Gleitungen 
».,  »,,  «„  Y.i  tii  Y-  bedingt©  gegenseitige  Verschiebung  8_  zweiw 
Punite  m  und  tti^  des  Körpers  gesucht,  so  bringe  man  in  m  und  wij 
zwei  entgegengesetzt  gleiche,  in  die  Gerade  mm,  fallende  und  von- 
einander weg  gerichtete  Kräfte  Eins  an  (Rg,  9)  und  stelle  für  diesen 
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gedachten  Belastiiugszustand  uud  fOr  den  wJrklicheD  Yerschiebimgs- 
zustand  die  Qleichung  (42)  auf.    Man  erhält: 

(48)  1 .  5.  +  L  =|(ff.e,  +  ä,t,  +  fl,6.  +  T,T,  -f  ^.T,  +  iy.)  d  F,' 

worin  0,  t  und  C  Spannuiigen  und  Stützenwiderstände  bedeuten,  welche 
mit  der  Belastnngseinheit  des  Funktpaares  m,  wi,  im  Gleichgewichte 
sind. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  die  Aufgaben  behandeln^  welche 
in  Nr.  9,  10,  14  für  das  Fachwerk  gelöst  worden  sind. 


c.  Das  ClapeyroMche  Gesstz  imd  die  Sfitze  von  Maxwell  und  Betti. 

iS.  —  Es  wird  Torausgesetzt,  daß  die  äußeren  und  inneren  Er&fte 
allmählich  von  Null  aus  wachsen,  daß  also  auch  die  Umgestaltung  des 
Körpers  allmählich  vor  sich  geht,  ohne  daß  Schwingungen  entstehen. 
Für  jede  der  unendlich  kleinen  Formänderungen,  in  welche  sich  die 
ganze  Formänderung  zerlegen  läßt,  gilt  die  Gleichung  (42)  and  es  er- 
gibt sieh  daher  die  Beziehung 

(49)     sJQdh=ff(a,dt.  +  <s^de,-\-e.ds.+^,dt,  +  -z,dy,+-c,dy.)dr, 

wo  (?,  5,,  a,,  ö,,  T,,  T,,  T,  die  Werte  der  äußeren  Kräfte  und  Span- 
nungen in  dem  Augenblicke  bedeuten,  in  welchem  die  Yerschiebungen 
ft  und  di  zunehmen  und  die  Dehnungen  und  Gleitungen  um  ds,,  dt,, 
d«.,  dl.,  dy,,  dy,. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (48)  gibt  die 
mechanisehe  Arbeit  der  äußeren  Krdfte  Q  an,  der  Ausdruck  rechts 
die  tffirkUche  Formänderungsarbeit  A  des  Körpers.  Behält  der  Körper 
in  jedem  Punkte  die  anfängliche  Temperatur,  ist  also  /  =  0,  so  er- 
gibt sich: 

d«,  =  "E,- (  dff,  —  —  dff, d<i\\       dY,  =  -FrdT^, 

E\  tn      '       m       )  "       0      " 

di,^^=(da, de, —   -  da,  1 ;        dy.  = -^  dr,, 

rfa,  =  -^  fde,  —  —ds,—   -  de,^ ;        dy.  =  -^ 


-TT^'^M  also 
(j.ds,  +  «.da,  +  o,d(,  -|-  x,df,  +  \dy,  -j-  x.df, 

:=-p-j  a,da,  +  efda,  +  a.da, d{is,e,  +  a.a,  +  «,ff,)  I 
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und  hieraus  durch  lategration: 

(60)    A  =  4-/[«.'  +  ».'+»•■-  :|^  ('.'■  +  «.«.  +  «.«.)]  ^ 

Nun  gilt  aber  auch  andererseits  die  Gleichung: 
S  OJ  = /"(a.s.  +  ff,e,  +  0...  +  T.T.  +  T,T,  +  T.T.)  rf  F 

und  diese  läßt  sich  leicht  umformen  in 

Da  nun,  nach  (60),  'SfQdt  =  A  ist,  so  ergibt  sich: 

und  hieraus  folgt,  daß  das  in  Kr.  8  für  das  Fachwerk  bewiesene 
Clapeyronsehe  Oesetx  auch  für  den  isotropen  festen  Körper  gilt 

Aus  der  Gültigkeit  des  Clapeyronschen  Gesetzes  folgt  aber  auch 
ohne  weiteres  diejenige  des  in  Nr.  17  für  den  Fall  f  =  0  und  L^O 
abgeleiteten  McunoeUschen  Lehrsatzes. 

29.  —  Um  den  Maxwellschen  Satz  noch  auf  eine  ähnliche  Weise 
wie  in  Nr.  18  als  besonderen  Fall  des  allgemeineren  Gesetzes  von  BetU 
herzuleiten,  nehmen  wir  an,  daß  auf  den  Körper  zuerst  beliebige  Be- 
lastungen P„  wirken.  Den  Körper  denken  wir  durch  drei  einandei- 
rechtwinklig  schneidende  Kächenscharen  in  unendlich  kleine  Teilchen 
zerlegt,  in  deren  Seitenflächen  nur  Normalspannungen  auftreten,  welche 
dann  Hauptspannungeu  heißen  und  mit  e^,  d,',  Sg'  bezeichnet  werden 
sollen.    Die  entsprechenden  Dehnungen  sind  (wegen  ( ;=  0) 

(51)     •.•=[v-^(«.-  +  o]i 

die  Gleitongen  sind  =  0. 
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Jetzt  ersetzen  wir  die  BelBstangen  P.  durch  andere  Belasttmgeii 
P„  behalten  aber  die  vorhin  angenommene  Zerlegung  des  Körpers  bei. 
Es  treten  dann  Normalspannimgen  a,",  a,",  öj"  auf,  und  diese  erzengen 
Dehnungen : 


(62) 


Außerdem  werden  durch  die  P.  Schubspannungen  t"  und  Gleitiingen  f" 
hervoigerufen. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  {8_,)  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P. 
für  den  Fall,  daß  auf  den  Körper  nur  die  Belastungen  P,  wirken,  und 
mit  (KJ)  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P„  infolge  ausschließlicher 
Wirkung  der  P.,  und  wenden  wir  die  Gleichung  (42)  zuerst  an 

auf  den  Belastungszustand  (PJ)  und  den  hiervon  imabb&ngigen. 

den  Belastungen  P.  entsprechenden  Yerschiebungszustand, 


auf  den  Bekstungszustand  (P^  und  den  hiervon  unabhängigen, 
den  P„  entsprechenden  Yerschiebungszustand, 

80  erhalten  wir,  da  die  Stfltzenwiderstände,  der  Toraussetzung  gemäß, 

keine  Arbeit  verrichten,  die  Gleichungen: 

2  P.  (8.,)  =  /"(a,'£,"  +  ff,'s,"  +  a,'«j")  dV 
SP.  (»,-)  =fi<J^\'  +  «,%'  +  «,"«,')  rfK 

bei  deren  Aufstellung  zu  beachten  ist,  daß  den  Gleitungen  i"  die  Schub- 
spannungen t' =  0  gegenüberstehen  und  den  Schubspannungen  t"  die 
Gleitimgen  y'  =  0. 

Mit  Hilfe  von  (51)  und  (52)  läßt  sich  nun  leicht  nachweisen,  daß 

0,'«,"  +  ff, 'ig"  +  0^'')"  ^  ffi"<i'  +  «i"*»'  +  a«"»s' 

ist,  )md  deshalb  auch 

SP-(6-.)  =  SP-(5— )■ 
Hieraus  aber  folgt,  wie  auf  Seite  34,  als  besonderei'  Fall: 
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d.  Die  Castiglianosohen  Sätze. 

30.  —  Setzt  man  in  Gleichung  (41): 

wobei  2P„S_  die  virtuelle  Arbeit  der  Belastungen  P„  und  L  diejenige 
der  Stlitzenwiderstände  bedeutet,  und  beachtet,  daß  Gleichung  (41)  auch 
für  den  Fall  gilt,  daJJ  die  S,  s,,  b„  s„  t„  t„  t„  von  den  Kräften  Q 
unabhängig  sind,  so  findet  man  durch  teilweise  Differentiation  jener 
Gleichung  nach  P.,  bei  unveränderlich  angenommener  Formänderung: 

*-  +  ^.=i*.=-"äp:  +  '' 8P.+*"  3P. 

und  diese  Beziehung  läßt  sich  umformen  in 
(63)        S.  =  -^---^^_, 

WO 

(54)        Ä,  =  A  +  fis,  +  «,  +  0,)  6#(/F 

und  j4  gleich  der  wirklichen  Formänderungsarbeit  ist  (Siehe  Glei- 
chung 56.) 

Gleichung  (63)  liefert,  falls  die  Stützenwiderstande  teine  Arbeit 
leisten  und  (^0  ist,  das  zuerst  von  Castigliano  bewiesene  Gesetz: 

(55)        >.  =  |^. 

Dasselbe  läßt  sich  auch  wie  folgt  ableiten.  Auf  einen  Körper  mögen 
die  Belastungen  P,,  Pj,  .  .  .  .  P.,  ....  wirken;  ihre  Wege  seien  i„ 
S»,  .  .  .  S.,  .  .  .  (vergL  Seite  31).     Im  Falle  L  =  0  und  (  =  0  ist 

K=h..P.  +  8,»P»  H 1-  ».-P-  +  ■  ■  ■ 

5,  =  5.,P.  4-  h,^P,  -\ 1-  S»,P.  +   ■  ■ 


6-=8-.P.  +  5.,P.+  -.  +  B„P.  +  .-. 

Wächst  P.  um  8P„,  während  die  übrigen  Belastungen  ungeändert 

bleiben,  so  nehmen  &,,  & S_  .  .  .  zu  um 

a&,  =  5.„eP.;  a8s  =  S.„»P.;  .  .  .  38,  =  &„3P,;  .  .  . 
und  die  Fonnänderungsarbeit  Ä,  welche  ebenso  groß  ist  wie  die  me- 
chanische Arbeit  der  äuiieren  Kräfte,  wächst  um 

dA  =  P.ii,  +  P^d\  -| h  P.85.  -| — 
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Msn  erhält 

»^  =  (5„P,+  5..P,  H \-t>„P,  +  ...)3P., 

vfofar  man  (nach  dem  Gesetze:  8«,  =  S,_)  auch  schreiben  darf: 


?p. 


=  8-,P.  +  »-»-Pi  H 1-  5— P-  +  ■ 


Da  die  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  inneren  Kräfte 
nur  die  £rfUllniig  der  Gleichgewichtshedingungen  verUngt,  so  ist  es 
erlaubt,  bei  Anwendung  der  Eormeln  (53)  und  (55)  die  statisch  nicht 
beetinunbaren  C^ßen  Ji.  als  mllkürhche  Teränderljche  aufzufassen. 
Differentiiert  man  also  nach  P.,  so  darf  man  nicht  nur  alle  übrigen 
Belastungen,  sondern  auch  samüiche  ^  als  unreränderhch  ansehen. 

Bebwshtet  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  (■welche 
sich  stets  auf  Kräfte  zurückführen  lassen)  ebenso  wie  die  P  als  un- 
abhängige Verändeiliche  der  Gleichungen  (46),  d,  h,  rechnet  man  die  .X 
vorübergehend  zu  den  Belastungen,  so  dürfen  die  Wertö  a',  a", .  . .  x', 
t",  ...  als  Differentialquotienten  der  a  und  t  aufgefaßt  werden;  denn 
(■s  ist 

da.  ,     8<J,  ,     9«,  ,     3t, 

zT- '-'fT'-"-'  Slr  =  -°-'  jy  =  -^.. ■."■»■'■. 

Die  Gleichungen  (47)  lassen  sich  dann  auf  die  gemeinsame  Form 

L 

(56)         -i.=y(«.3X  +  ''8i+^-3X 

3t.    ,       St,    ,       ?t,  \  ,„ 

wobei  X  irgendeine  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  und  hx 
die  virtnelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zustand  _X  ^  —  1  be- 
deutet Führt  man  für  die  Dc^ungen  und  Gleitnngen  die  durch  (43) 
und  (44)  gegebenen  Werte  ein,  so  geUngt  man  zu  dem  übemditUdien 
Gesetze: 

Verrichten  die  Stützenwiderstande  keine  Arbeit  (Z-i  =  0)  und  findet 
an  keiner  Stelle  des  Körpers  eine  Änderung  der  tmfänglichen  Tempe- 
ratur statt  (( =  0),  so  geht  (54)  über  in 

(68)        1^  =  0 

HfllleT-BreBlan,  Oraphiache  Statik.    II.  1.  4 
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und  diese  Gleichaiig  »sgt  aus: 

daß  du  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  die  Form- 

änderungsarbeit  Ä,  welche  als  Fiaiktion  der  zuerst  unabhän^ 

veränderlich  gedachten   Werte  X  darzustellen  ist,    xu  einem 

Minimum  machen. 

Wendet   man   die  CastigUanosch&a  Satze   auf   das  Fachwerk   an, 

welches  ja  nur  ein  besonderer  Fall  des  eben  untersuchten  Körpers  ist, 

so  hat  man  zu  setzen: 

(69)         ^,  =  S^+2.(S«. 
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Die  Grundlagen  für  die  in  der  Einlaitimg  vurgetntgenen  üutersucbungen  hat 
Clerk  Maxwell  in  der  im  Philosophiual  Magazine,  Band  27.  Seite  294  abgednickten 
Abhandlungi  „On  Ihe  caleulation  of  Ihr  equilibrium  nttd  ftiffness  of  framfa" 
geschaffen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  wendet  »ich  Maxwell  zur  Lösung  der  Aufgabe: 
Geflucht  ist  die  Änderung  S  der  Entfernung  BC  zweier  Knotenpunkte  B  und  C  eines 
FachwerkB  infolge  der  Änderung  As  der  Ünge  s  irgendeines  Stabes  A.  Er  bringt 
zwischen  den  Puntten  B  und  C  einen  Zug  P  an,  er- 
mittelt die  im  Stabe  A  hierdurch  hervorgerufene  Spann- 
kraft S  und  betrachtet  das  Fachwei'k  aU  eine  Maschine, 
an  welcher  die  beiden  Kräfte  P  einen  Widerstand  S  übei'- 
winden.  Das  Clapeyronsche  Gesetz  liefert  die  Arbeits- 
bedingung 

Bedeutet  nun  .S*  die  im  Stal»  A  ilarch  den  Zug  i'=  1  erzeugte  8|Muinkraft,  so  ist 
S=:PS'.  und  es  ergibt  sieh  aus  (1)  die  Grundgleichung 

(11).      8  =  — S'As. 
Aus  ihr  folgeit  Maxiceil  den  Satz: 

M  S'   die  tiparwkraft   im  S(abe  A  infolge  einer  Zugeiaheii  arischen 

den   Punkten   B  und    C,   so   bringt  eine  Debnnng  des  Stabes  A   non  der 

OrÖße   \s=^l  die  Punih  B   und  G  einander  näher  um  eine  Strecke  S'. 

Dieser  Satz  liefert  die  zu  einer  willkürlich  gewählten  lÄngenandenmg  As 

gehörige  Knotenpuntti'erscbiebung  8.    Werden  sämtliche  SfablängeQ  um  willkürliche 

Werte  A«  geändert,  so  entsteht 

(in)      8=  — s.^'ab. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  entwickelt  nun  Maxaell  die  Bedingungen  zur  Be- 
rechnung der  Spannkräfte  in  den  überzeugen  Stäben  eines  statisch  unbestimmten 
Facbwerks,  Die  wichtigsten  Stellen  seiner  Arbeit  mögen  hier  wörtlich  wiedergegeben 
werden: 

Theorem.  If  .S'  be  the  tension  of  the  piece  A  due  to  a  tensLou-unity  between 
the  points  B  and  C,  then  an  extension-unitj'  taking  place  in  A  will  bring  B  and  O 
nearer  by  a  distance  5'. 

For  let  P  be  the  ten.sion  and  As  the  extension  of  A,  S  be  the  tension  and 
8  the  eitension  of  the  line  BC;  then  supposiug  all  the  other  pienw  inextensible, 
ao  work  will  be  done  exccpt  in  stretching  A,  or 

^P6+^S&s  =  0. 
But  S  =  PS\  fhei-efotv       ■ 

8  =  —  .V'A», 
which  was  tn  he  proved. 
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Problem  I.  A  tenKioB  P,,  is  ^püed  between  the  pointe  m,  and  m,  of  a  frame, 
whieh  is  siroply  stiff;  to  find  the  extension  of  the  line  joining  »i  and  Ji,,  all  tte 
pieces  eicept  A  being  inratensible,  the  extensibiÜty  of  A  being  p. 

Detymiine  the  tenaioft  in  each  piece  due  tö  unit  tension  between  m^  and  m,, 
and  let  S„  be  tJie  tension  in  A  dae  to  this  cause. 

Detennine  also  tha  tension  in  each  piece  due  to  unit  tension  behveen  n,  and 
«,  and  let  S.  he  the  tension  in  the  piece  A  due  to  this  cause. 

Then  the  actual  tension  of  J  is  P.äL  and  its  extensiou  is  P_S_p  and  the 
extension  of  tlie  line  n,nt  due  to  this  cause  is  — P.&.S'i.p  by  the  last  theorem. 

Cm-,  If  the  other  pieces  of  the  frame  are  extensible,  the  complete  value  of 
the  ext«nsion  in  »,n,  due  to  a  tension  Pm  in  m,ffl,  is 

(IT)        =  — P»SP.S«p, 
where  'SSmS„p  means  the  sum  of  the  prodnds  of  S^S,p,  whicb  axe  to  be  found 
for  eaeh  piece  in  the  same  way,  as  they  were  found  for  A. 

Mit  P_  =  1  entsteht 

B,.  =  -SS_S.p. 
Aus  dem  Ausdrucke  (IV)  folgert  Miu;irell  den  Satz  von  der  Gegenseitiglieit  der 
Vereohiebungen,  B»«=^8«,,  dem  Verfaiwer  den  Kamen  JMoxtce// scher  Sata  beigelegt 
hat,  ein  Benennung,  die  sich  schnell  eingebürgert  hat. 

Die  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben 
Xa,  Ä't,  X,  .  .  .  .  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerta,  an  welchem  zwischen 
irgend   zwei  Punkten  B  und   C  ein   Zug  P  angreift,   entwickelt  Mmaceli  wie  folgt: 

Let  5„  5»,  Sc,  ....  be  the  tensiona  in  A  due  to  unit  tension  in  X^,  X», 
£,,  .  .  .  .;  also  let  X,,  Xt,  X,  .  .  .  .  be  the  tensions  of  X,,  Xt,  X,  .  .  .  .  and  p., 
p»,  p,,  .  .  .  .  their  ej:tensLbilitie.s.    Then  the  tensions  in  A 

=  P.S'  +  X.S,  +  XiS,  +  X,S. +  ....; 
the  extension  ot  A 

Ae  =  p(PS-  +  X.S.  +  X,S^  +  X,S.  +  . . .  .); 
the  extension  of  X, 

=  — /'ss's,p~A',2:5,'p— .\»s.s;ä,p  — A',:£.s;äp  — ....  =  Jf,p, 

/yi  the  extension  of  Xi 

=  — PSS'S»p  — A'.35,5»p  — -Xi3St»p  — Ä',SS,.Sip  — ....  =  A"»pi 

Hier  haben  wir  die  Anwendung  der  Gleichung  1-8^  —  'SiS'A*  ^uf  (lie  ge- 
dachten Bela-itungszustände  X,^l,  A't  =  l..,,,  und  die  hiervon  unabhängigen 
wirklichen  Formändeiungen  B  und  As. 

Stiitxenverschiebungen  müs.^0  bei  der  Bonutziuig  der  Gleichungen  (V)  mit  HUfe 
von  Aufbgerstäben  berücksichtigt  werden,  vergi.  Seite  22.  Die  hiermit  verbundene 
Auffassung  der  Verschiebungen  von  Knotenpunkten  als  JÄngenänderungen  von  Stäben, 
welche  diese  Stabe  mit  auHerhalb  des  Fachwerks  liegenden  festen  Punkten  verbinden, 
findet  sich  ebenfalls  bereits  bei  Maxwell.    Die  fragUche  Stelle  lautet: 

In  Btructures  acted  on  by  woights,  in  whioh  we  wish  to  determine  ' 
at  any  point,  we  may  i-egard  the  iwints  of  supitort  as  the  extremitie«  of  pieces,  con- 
necting  the  structure  with  the  centre  ot  the  earth;  and  if  the  suppoits  are  eapsble 
of  resisting  a  horizontal  thrust,  we  must  suppose  them  uonneeted  bj  a  piece  of  equi- 
valent  elasticity  ■).  The  deflectioii  is  then  the  sborteniug  of  a  piece,  extending  f rom 
the  given  point  to  the  centre  of  the  earth. 

•)  Beispiel;  Verbindung  der  Kämpfe rgelenke  eines  Zweigelenkbogens  dorch  eine 
Zugstange,  deren  Verlängerung  gleich  der  beobachteten  Änderung  Ai  der  Stütz- 
weite ist 
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Die  ersten  praktischen  AQwenduügen  der  Maxirellnoheji  Gleichungen  (III)  und 
(V)  zur  Berechnnng  von  statisch  unhestimmten  Fachwerlen  gab  AfoÄr*);  er  beginnt 
seine  Untersuchungen  mit  der  Beret-linung  des  Horizonfalaohnbes  eines  Zweigelent- 
bogens  und  bestimmt  die  von  der  Länge oändening  i»*')  eines  Stabes  A  erzeugte 
Änderung  B  der  Stützweite  i  wie  folgt: 

„Man  kann  diese  Bewegung  auch  henforrafen  duiüh  einen  Horizonl^schab  X 
gegen  die  Auflagej.,  welcher  in  der  elastischen  Stnnge  A  die  Spannung  S'X  erzeugt. 
"Während  die  Kraft  X  den  Weg  B  zurücklegt  und  »inaeh  die  mechanische  Arbeit 
—  X6  leistet,  wird  die  widerstehende  Spannung  S'X  der  Stange  A  auf  dem  Wege 
A»  überwunden  und  dadurch  die  mechanische  Arbeit  S'XAs  absorbiert.  Nach 
dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeit  sind  diese  Arbeiten  gleich  groß  und 
dmuBob 

~XK=S'XAs 
oder 

—  8=S'Ä«.'' 

In  diese  über  alle  Stäbe  ausgedehnte  MaxwellsohB  Grundgleiohung  setzt  Mohr 
die  wirklichen  Langenänderungen  As  ein  und  erhält  eine  Oleiphung  zur  Berechnung 
von  X.—) 

In  seiner  zweiten  Abhandlung  untersneht  Mokr  mit  Hilfe  der  .Vaxwe/feBhen 
Gleichungen  (V)  das  Balkenfachwert  mit  überzähligen  Stäben  (mit  Vertikalen  und 
zwei  sich  kreuzenden  Steifen  Diagonalen  in  jedem  Felde)  und  den  Fachwertbalken 
auf  mehreren  Stützen.  In  dieser  zweiten  Arbeit  zeigt  Mohr  auch  die  Benutzung 
des  MaxicelhcheD  Satzes  S.,  =  S.«  zur  Bestimmung  der  EinüuBlinie  für  die  lotrechte 
Verschiebung  eines  Fachwerkknotens  und  deren  Verwertung  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flußlinien  für  die  Stutzen  widerstände  einas  Balkens  auf  mehreren  Stutzen.  In  der 
dritten  Arbeit  (1881)  behandelt  Mohr  den  beiderseits  eingespannten  symmetrischen 
Fachwerkbogen. 

3foftr  verfolgt  auch  den  von  Maaaeell  nicht  berücksichtigten  Einfluß  von  Tem- 
peraturänderungen. "Wenn  er  aber  SjÄter  —  im  Zivilingenieur,  ISSöt)  —  die  Trag- 
weite der  3faa:(rcWschen  Arbeit  durch  den  Ausspruch  herabzudrücken  sacht:  iWe 
Natur  dfs  Glapeyronsehen  Thmreme  geataifet  nicht  ohne  ireüeres,  die  Betrachtung 
auf  die  Bestimmung  der  Tbmperatureinwirktingen  auaxudehnen,  so  stellt  er  damit 
eine  Behauptung  auf,  die  durch  den  klaren  Inhalt  des  Satzes  widerlegt  wird,  den 
Maxufell  BUS  seiner  Qrundgleichung  I  folgert    Denn,  sobald  eine  Längenänderung 


•)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  der  BogenfachirerkirSgcr,  Zeitschrift  des  Archi- 
tekten- und  Ingenieurvereins  zu  Hannover  1674,  Seite  223. 
— ,  Beitrag  x.ur  Hieorie  des  Faeltwerht,  dieselbe  Zeitschrift  1874,  Seite  609, 

und  1875,  Seite  17. 
— ,  Beitrag    %ur    Theorie   de»   Bogenfaehmeri» ,    dieselbe    Zeitschrift    1881, 
Seite  243. 
**)  Die  von  Mohr  angewandten  Bezeichnungen  habe  ich  durch  die  in  diesem 
Buche  benutzten  ersetzt 

*••)  Die  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  folgende  allgemeine 
und  einzige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  inneren  und  äußeren 
Ejäften  eines  elastischen  Körpers  hat  bereits  Nauier  benutzt.  Beachtenswert  ist,  daß 
auch  Olapeyroa  von  dieser  allgemeinen  Gleichimg  ausgegangen  ist;  die  virtuellen 
Verachiebungen  ersetzte  er  durch  die  wirklichen.  Eine  Anwendung  des  Ctapeyrort- 
sehen  Gesetzes  auf  Körper,  welche  sich  in  Prismen  zerlegen  lassen,  die  nur  auf  Zi^ 
oder  Druck  beansprucht  werden,  findet  man  schon  in  dem  bekannten  Werke: 

Lame,   Lefons  »?»■  la   theorie  malhimatique  et  l'^laaticiU  des  Corps  soUdea, 

Paris  (1852,  1H66),  Seite  87. 
t)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  des  Faehtrerks.    Zivilingenieur  1885,  Seite  308, 
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As  ^  1  eine  Knoteii|iunktverschiebuDg  8=  —  .S'  verursacht,  wie  (lies  Maxirtü  klipp 
lind  klar  ausspricht,  bo  erzeugt  4»  =  «/*  die  Verschiebung  8^  —  S'tls.  Was 
hätte  wohl  Maxu-ell  mit  der  Gleichung  |I)  anfangen  sollen,  wenn  er  für  A«  nur  die 
TOn  der  Spannkraft  tS'  erzeugte  lingenandening  As:^S'p  hätte  einsetzen  dürfen. 

Aus  Maxirdla  Entwicklungen  geht  vielmehr  deutlich  hervor,  dafl  er  die  6  und 
Afl  als  virtuelle  Verrürkungen  rcnewM;  er  wendet  Gleichung  (11)  auf  Belastongs- 
nnd  VerschiehungBzufltände  an,  die  voneinander  ganx  unabhängig  sind,  genau  so, 
wie  dies  —  10  Jahre  S[Äter  —  Motir  getan  hat.') 

Im  Jahre  1884  veröffentlichte  Sro/in  eine  Herleitung  des  MajurellBuhen  Satzes 
von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  (6«,  ^  B,,,)  und  zeigte  seine  Anwendung 
auf  die  Ermittlung  der  Einflufllinie  für  den  Horizontalschub  eines  Zweigelenk- 
bogens*"),  und  188&  gali  der  Verfasser  die  allgemeine  Deutung  der  BinfluBlinien  der 
Werte  SS.S.p,  "S-S^S^fi,  ....  als  Biegungslinien,  ohne  hierzu  den  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  zu  benutzen  und  ohne  hinMiohtlioh  der  Größen  X 
einschiÄniende  Voraussetzungen  zu  machen.'")  Sodann  stellte  der  Verfasser  1886+) 
die  allgemeiueo  EJostizitätsgleichungen 

i.-1-B,— «.,=  sp.6„,  — -y.fc,— A'iB,»— -X.e,.  — 

auf,  dereu  Gültigkeit  nicht  auf  da'«  Fachwerk  beschränkt  ist,  und  zeigte  deren  An- 
wendung iur  Berechnung  verschiedener  Tra^erke,  die  aus  geraden  und  krummen, 
auf  Biegung  beanspruchten  Stilben  bestehen. 

Neben  den  Maxueltscben  Sätzen  bilden  die  Sätze  von  Caatigliano  die  Orund- 
pfeiler,  auf  denen  sich  die  gegenwärtige  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Konstrut- 
tionen  aufgebant  hat.  Oasltgiiano  ist  in  seinem  hervorragenden  Werke  „Theorie  de 
l'equihbre  des  sj'stinies  elastiques"',  Turin  1879,  sogar  einen  wesentlichen  Schritt 
weiter  gegangen  als  Maxteell,  insofern  er  seine  Untoranchungen  nicht  auf  die  ver- 
hältniamaBig  einfache  Theorie  des  Fachwerks  beschrünkte,  sondern  auch  die  auf 
Biegung  und  Abscherung  beanspruchten  Tragwerke  bebandelte.  Den  Einfluß  der 
TetnperaturänderuDgen  hat  er  ebenfalls  bestimmt,  sowohl  beim  Fachwerk  als  auch 
bei  den  biegungsfesten  Trägem.  Die  Wirkung  von  Stützenverschiebungen  laDtT  sich 
bei  der  Anwendung  des  Catliglianosvbeu  Verfahrens  mit  llilte  des  Satzes  von  der 
Abgeleiteten  der  Fonnänderungsarbeit,  unter  Umständen  mit  Benutzung  von  Btütz- 
staben  leicht  untersuchen. ++) 

Den  aus  dem  Satze  von  der  Abgeleiteten  der  Formändeniugsarbeit  folgenden 
Satz  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit  gab  bereits   früher  Menabrea  in  der 


•)  In  seinen  vor  kurzem  erschienenen  „Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
technischen  Mechanik"  (1906)  wiederholt  Mohr  seinen  oben  wiedergegebenen  Aus- 
spruch über  das  Clapei/nmsche  Theorem  und  bezeichnet  des  Verfassers  g*^nteilige 
Behauptung  als  falsch  und  irreführend.  Verfawer  ist  dieser  und  anderen  Stellen 
der  Mohrsvhen  „Abbandlungen"  bereits  in  einer  Beilage  zu  seinem  Buche  „Erddmck 
auf  Stützmauern"  entgegengeti'eten  u.  a.  auch  mit  der  oben  wiederholten  wörtlichen 
Wiedergabe  der  wichtigsten  Teile  der  jtfojicri/schen  Arbeit. 

**)  Krohn,  Der  aSo/*  von  der  (Jcgenseitigkeit  der  Verxrliielningen  und  Anwen- 
duug  dessell>en   ziu'   Berechnung  statisch   unbestimmter  Fachwerkträger. 
Zeitschrift  des  Arch.-  u.  Ing. -Vereins  zu  Hannover  1884.   Seite  269. 
"■)  Müller-Breslau,  Beitrag  xur  Theorie' des  Faehwerka,  dieselbe  Zeitschrift 
188Ö. 
+)  Müller-Breslau,  IHe  netteren  Methoden  der  FestigkeiMehre  und  der  Statik 
der  Bavkonntruklionen.    Dritte  Auflage  1901. 
+t)  Mehriens  erklärt  im  LH.  Bande  seiner  „Vorlesungen  über  Statik  der  Bau- 
konstrukÜonen"  1906,  S.  43ö ;  man  kOnue  mit  Hilfe  der  Verfahren  von  MaxiceU  vsA 


DigitizedbyGoOgIC 


Literatur  zur  Emlmtaug.  56 

Abhandlung:   Nonveau  principe  sur  k  distribation  des  tensions  dans  les  syBtömes 
elastiqnes,  Comptes  rendus  1868,  I.   B.  1066.*) 

Den  Zusanunenhang  Ewiscben  den  Yerfahren  von  Maxwell  und  Chsligliano 
zeigte  der  Terf asser,  indem  er  die  ihxwellscbe  Grundgleichong  S  =  — S£'As  anf 
einen  beliebig  gestalteten  elaRtisuhen  Körper  anwendete  und  aus  der  so  erhaltenen 
Oleichoug 


•=/- 


+  .,■■,  +  ".■■.+ '.'r.  +  ',■^, + t.'T.)  d  y 


den  Satz  8  =  -^-g-  ableitete.") 

AuSer  den  in  der  Toistehenden  DarNtellong  genajinten  Schriften  führen  wir 

1.  Fränkel,    Tka  Prinxip   der   kleinsten  Arbeil   der    inneren    Sräfle    elaglischer 

Systeme  und  seine  Amcendunff  auf  die  Lösung  haustatischer  Aufgaben  (Zeit- 
schrift deä  Hajinov,  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  1882).  lia  wird  der  Satz  von  der 
kleinsten  Formändüruiigsarbeit  zuerst  für  diLi  Fachwerk,  dann  aber  auch  für 
den  isotropen  festen  Körper  bewiesen. 

2.  Castigliano,  Intorno  ad  una  proprietä  dei  sistemi  elaslici,  Atti  della  Academia 
delle  Scienzi  di  Xorino,  Band  17  (1882)  Seite  705;  enthält  die  erstti  allgemeine 
(d.  h.  für  den  beliebig  geformten  Lsotropen  elastischen  Körper  gültige)  Ent- 
wicklang des  Maxwetlsohen  Satzes,  sowie  einen  Bericht  über  das  auf  Seite  34 
und  48  unseres  Buchee  abgeleitete  Uesetz  von  Betti.  Letzteres  schheBt  den 
Maxwellschen  Satz  als  besonderen  Fall  ein  und  wird  von  Betti  in  der  Form 


/p(Xk'+  Yv'-\-Z,c-)df!-\- 


Dabei  bedeuten:  pXdS,  p  YdS,  pZdS  die  an  einem  Körperteilchen 
dS=^dxdydx  angreifenden,  den  Koordinatenachsen  x,  y,  «  parallelen  Hassen- 
krefte  (p  =  Diohtigkeit  an  der  Stelle  xyx),  femer  Lds,  Mda,  Nd»  die  auf 
ein  OberfUchentei lohen  d»  wirkenden  ebenfalls  den  Koordinatenachsen  x,  y,  % 
parallelen  äußeren  Kräfte,  ond  u,  p,  w  die  von  allen  dieeen  Kräften  her- 
rührenden Yarschiebungsn  eines  Punktes  {xyx)  im  Sinne  der  x,  y,  «,  während 
»',  v\  u>-  durch  die  Kräfte  fX'dS,  pY'dS,  fiZ'dS,  L'ds,  M'da,  N'da  eraeogt 
werden. 

Castiglia7io  die  Einwirkungen  der  Tempei'atur  und  der  Stützlage  nicht  angeben,  und 
es  sei  daher  des  Verfasseis  Behauptung,  die  Sätze  von  Maxwell  und  Castigliano 
bilden  die  Grundpfeiler  der  ge^nwärtigen  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Kon- 
struktionen, unteahr.  Wer  sich  von  der  oberflächlichen  Urteilaweise  des  Herrn 
Mehrtais  überzeugen  will,  sctilage  das  10.  Kapitel  des  ersten  Teiles  des  Oastigiiano- 
sehen  Werkes  nach.  Die  Überschrift  von  Nr.  6  lautet:  Lehrsatx,  über  den  Einfluß 
Don  Thnperaturänderungen.  Verfasser  verweist  noch  auf  die  Beilage  zu  seinem 
Buche  „ErddnMk  auf  StiUxtnauem" ;  dort  hat  er  sich  etwas  eingehender  mit  Herrn 
Mekrtens  beschäftigt.  Auch  ein  Hinweis  auf  den  Schluß  des  §  18  des  vorli^enden 
Buches  dürfte  hier  am  Platze  sein. 

*)  Han  sehe  auch  Comptes  rendus  1884.   Seite  174. 

•*)  Müller-Breslau,  Der  Safn  ton  der  Abgeleiletat  der  ideellen  Formänderungs- 
arbeit.   Zeitschrift  des  Ar.'h.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  1884.  Seite  211. 
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3.  Swftin,  On  the  appHcaiion  of  ihe  prineiple  of  rirfttal  velodtüi  to  the  deter- 
mination  of  ihe  deßeclvm  and  elressea  of  framea.  Journal  of  the  Franklin 
Institute,  1883,  Febr.  bis  April.    Seite  102,  194,  250. 

4.  Melan,  Vber  den  Einfluß  der  Wärme  auf  eiaslüehe  &fgUme.  Wocliensclirift 
des  Österreich.  Arch.-  u.  Ing.-Vei'einB  1883.   Seite  183  u.  202. 

6.  Melan,  Beilrag  %wr  Berechrrnng  »tatiack  unbeatimmter  Stahgytteme.  Zdlschrift 
des  Ssterreich.  Arch.-  u.  Ing. -Vereins  1884.   Seite  100. 

6.  'Weyrauch,  ArbeiUbtdingungen  für  statüth  imbeelimmU  Systeme.  Wochen- 
blatt Inr  Arch.  u.  Ing.  1884.   Seite  200. 

7.  Müller-Breslau,  Bedingtingagleichuttgen  für  atatiech  unbestimmte  Körper. 
Wochenblatt  für  Aroh.  u.  Ing.  1884. 

8.  Weyrauch,  Theorie  dasttaeker  Körper.   Leipzig  1884. 

9.  Foicbheimer,  Die  Oegenaeitigkeit  der  Veradiiebungen.  Zeitschrift  des  Öster- 
reich, log.-  o.  Aich. -Vereins  1886;  gibt  u.  a.  eine  stau  übeisichtiiche,  auf  das 
ClapeyrDnBohe  Qeeetz  aiob  stützende  und  auf  Seite  32  dieses  Buches  wieder- 
gegebene Ableitung  dee  Maxwellsähen  Sat^&s. 

10.  Land,  Die  QegenaeitigkeU  elastischer  Formänderungen  u.  s.  w.  Wochenblatt 
für  Bankunde  1887.    Seite  14. 
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Formänderung  ebener  Kachwerke.  —  Untersuchung  der  ebenen, 
stati,seh  unbestimmten  Fachwerke, 
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Bestimniung  der  Formverändeningen  ebener  Fach- 
werke, mit  Anwendungen  auf  die  Untersuchung 
statisch  unbestimmter  Träger. 

§  1- 
VerschiebungspUkie  nach  dem  Verfahren  von  Williot. 

31.  —  Ein  statisch  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  sei  durch  ge- 
gebene Lasten  beansprucht  imd  gegebenen  Temperaturändemngen  aus- 
gesetzt Die  in  den  Stäben  hervoi^rufenen  Spannkräfte  S,  welche 
(nach  Seite  6)  von  den  Temperaturänderungen  unabhäagig  sind,  seien 
mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  imseres  Buches  entwickelten  Verfahren 
gefunden,  auch  seien  die  Änderungen  4s  sämtlicher  Stablängen  s  mittels 
der  Gleichung 

4.=  |^+.«.(vergl.  S.  2) 

berechnet  Gesucht  seien  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte.  — 
So  lautet  die  Aufgabe,  deren  geometrische  Lösung  das  Ziel  unserer 
nächsten  Untersuchungen  ist 

Die  Knotenpunkte  werden  wir  mit  kleinen  Buchstaben,  welche  die 
Stelle  von  Ordnnngsziffem  vertreten,  bezeichnen,  die  Stäbe  hingegen 
mit  arabischen  Ziffern.  Die  Längen  der  Stäbe  1, 2, . . ,  seien  ^  ^n  Sj,  . . .; 
für  ihre  Änderungen  Ä»,,  4Sj,  .  .  .  mögen,  um  tibersichtliche  Figuren 
zu  erhalten,  die  kürzeren  Zeichen  AI,  42,  ...  eingeführt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Behandlung  des  einfachsten  und  wichtigsten, 
fast  alle  Anwendimgen  umfassenden  FaUes,  nämlich  mit  der  Unter- 
suchung eines  Fachwerks,  welches  man  in  der  Weise  erzeugen  kann, 
daß  man  zu  einem  Stabdreieck  abc  (Fig.  33)  zwei  neue  Stäbe  fUgt, 
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die  in  einem  neuen  Knoten  d  miteinander  verbunden  sind,  hierauf  an 
zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebildes  wieder  zwei  neue  Stäbe  mit 
einem  neuen  Knoten  e  aiisehüeßt  u.  s.  1  Die 
Bestimmung  der  durch  gegeberw  Änderungen 
der  Stablängen  hervoi:gerufenen  Vereehiebungen 
der  Knotenpunkte  eines  derartigen  Fachwerks 
stützt  sich  auf  die  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gabe. 

.  32.  Ente  Hauptaufgabe.  Der  Knotenpunkt 
c  ist  mit  den  Knoten  a  und  b  durch  zwei  Stäbe 
1  und  2  verbunden,  deren  Längen  s^  xmd  Sj 
sich  um  die  gegebenen  Strecken  &1  imd  A2  ändern,  während  sich  die 
Punkte  a  und  b  in  die  neuen  Lagen  a  und  b'  bewegen.  Gesucht  ist 
die  Verschiebung  cc'  des  Puuktes  c  {der  mit  a  und  b  nicht  in  der- 
selben Geraden  liegen  darf).     Fig.  34  a. 

Um  die  neue  Lage  von  c  durch  Zeichnung  zu  bestimmen,  lö.-*e 
man  bei  c  die  Verbindung  beider  Stäbe,  verschiebe  den  Stab  1  parallel 


Fig.  33. 


Hg.  34  a- 


Fig.  34  b. 


mit  sich  selbst  in  die  Lage  a'cj  und  den  Stab  2  parallel  mit  sich 
selbst  in  die  Lage  b'c^.  Hierauf  ändere  man  die  Dingen  der  Stäbe 
in  der  vorgeschriebenen  Weise.  Wird  z.  B.  der  Stab  1  gedehnt,  der 
Stab  2  verkürzt,  so  verlängere  man  a'c^  um  c,c,^Al  und  bringe 
von  b'Cf  die  Strecke  c,««  =  A2  in  Abzug.  'Svai  schlage  man  mit  den 
neuen  Stablängen  a'c^  und  b'c^  als  Halbmesser  Kreisbogen,  deren 
Mittelpunkte  a  und  b'  sind.  Der  Schnittpunkt  e'  jener  Bögen  gibt 
die  gesuchte  neue  Lage  des  Punktes  c  an.  Li  dem  hier  vorausgesetzten 
Falle  verschwindend  kleiner  Verschiebungen  dürfen  die  Kreisbögen  c,  f ' 
und  c^e'  durch  die  auf  den  Geraden  a'c^  und  b'c^  errichteten  Lote 
ersetzt  werden. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Verscliiebung  ce'  in  einer  besonderen 
Figur  und  in  gehöriger  Vergrößerung  darzustellen.    Von  einem  beliebig 
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gewählten  Punkte  0  aus  (welcher  der  Ursprung  oder  der  Pitt  genannt 
wird,  Fig.  34b)  trage  man  die  gegebenen  Verschiebungen  Oa'  =  aa' 
und  Ob'  =  bb'  der  Punkte  a  und  b  nach  Größe,  Sichtung  und  Sinn 
auf.  An  die  Polatrahien  Oa  and  Ob'  füge  man  in  a'  und  b'  die  den 
Stäben  1  und  2  paralleleo  Längenänderungen  AI  und  A2  und  errichte 
in  den  Endpunkten  der  letzteren  Lote,  deren  Schnittpunkt  c  dann  die 
verlangte  Terschiebxing  des  Punktes  e  bestimmt;  dieselbe  wird  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  den  Polstrahl  Oc   dargestellt 

Besondere  zu  achten  ist  auf  den  Sinn,  in  welchem  die  Längen- 
änderongen  AI  und  A2  anzutragen  sind.     Man  merke  folgendes: 

Ist   der  Knoten  c  mit  a  durch  einen   Stab   1  verbunden, 

welcher  gedehnt  wird,  so  verschiebt  sich  c  gegen  a  im  Sinne 

ac,  und  es  muß  deshalb  Ai  an  a  im  Sinne  ac  gefügt  werden. 

Ist  der  Knoten  c  mit  b  durch  einen   Stab  2  verbunden, 

welcher  verlcürxt  wird,  so  verschiebt  sieh  c  gegen  b  im  Sinne 

cb,  und  es  muß  deshalb  A2  an  b'  im  Sinne  cb  angetragen 

werden. 

Durch  wiederholte  Lösung  der  eben  behandelten  Aufgabe  ist  man 

imstande,    die    Verechiebungen    der   Knotenpunkte    einer   gegliederten 

Scheibe  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art.  für  den  Fall  zu  bestimmen, 

daß    die  Kichtungslinie  eines  Stabes  (der  im  allgemeinen  einem  der 

beiden  Dreiecke  abc  und  abd,  Fig.  33,  angehören  muß)  ungeändert 

bleibt  und  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittellinie  dieses  Stabes 


,"«** 


Fig.  35a. 


Fig.  35  b. 


gleich  Null  ist.  Als  Beispiel  wählen  mr  das  in  der  Figur  35a  dar- 
gestellte Fachwerk  und  setzen  voraus,  daß  der  Punkt  a  und  die  Richtung 
des  Stabes  1  festliegen.  Die  in  der  Figur  mit  dem  Zeichen  (+)  ver- 
sehenen Stäbe  3,  5,  6  mögen  Dehnungen,  alle  übrigen  aber  Verkür- 
zungen erleiden. 
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Punkt  0  in  Pig,  36b  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  Die 
Ventchiebimg  von  a  ist  gleich  Null,  mithin  fillt  der  Punkt  a  mit  0 
zusammen.  Die  Verschiebung  Ob'  des  Punktes  b  ist  gleich  der  Ver- 
kürzung AI  des  Stabes  1.  Der  Knoten  c  wird  mit  a  durch  den  Stab  2 
und  mit  6  durch  den  Stab  3  verbunden,  er  nähert  sich  a  um  ä2  und 
entfernt  sich  von  b  um  A3.  Trägt  man  also  an  a'  im  Sinne  ca  die 
Strecke  A2  ||  2  an  und  an  6'  im  Sinne  bc  die  Strecke  A3  ||  3  und 
errichtet  Auf  diesen  Strecken  in  ihren  Endpunkten  Lote,  so  bestimmt 
deren  Schnittpunkt  die  Verschiebung  Oc  des  Punktes  c.  Der  Knoten 
d  ist  mit  a  und  b  durch  4  bezw.  6  verbunden,  seine  Verschiebung 
Od'  erhält  man,  wenn  man  A4  ||  4  an  a'  im  Sinne  da  anträgt,  ferner 
A5  II  5  an  c'  im  Sinne  cd  und  auf  A4  und  AÖ  in  deren  Endpunkten 
Lote  errichtet,  deren  Schnittpunkt  der  Pimkt  d'  ist  Auf  dii-selbe 
Weise  wird  Punkt  e'  bestinunt. 

Die  Kgur  35b,  deren  Polstrahleu   Oh\    Oc nach  Größe. 

Richtung  und  Sinn  die  Verschiebungen  der  Knoten  b,  e-,  .  .  .  .  dar- 
stellen, nennen  wir  den  Versckiebungsplan  des  Fachwerks  abcde  oder 
auch  —  nach  dem  Erfinder  des  vorstehenden  Verfahrens  —  einen 
Wüliotsc\iea  Verschiebimgsplan. 

33.  Zas&mmensetzimg  der  Verachiebniigen  Infolge  von  svei  ge- 
treimt  betracbteten,  veraclivliideiid  kleinen  fiewegnngen.  —  Bewegnng 
einer  starren  Sehelbe.  Will  man  die  Formveränderung  einer  irgendwie 
gestützten,  gegliederten  Scheibe,  die  aber  äußerlich  statisch  bestimmt 
sein  möge,  luitorsuchen,  so  nehme  man  zuerst  die  Richtung  eines  Stabes 
und  einen  Punkt  der  Achse  dieses  Stabes  als  festliegend  an,  zeichne 
den  Verschiebungsptan  auf  die  vorhin  betichriebene  Weise,  und  erteile 
liierauf  der  Scheibe  —  die  jetzt  als  starr  amitseken 
■ist  —  eine  Bewegimg,  durch  welche  die  wirkliciieu 
Auflagerbedingungen  erfüllt  werden.  Den  Weg,  den 
irgendein  Knotenpunkt  m  infolge  dieser  zweiten 
Bewegung  zurücklegt,  stelle  man  durch  einen  Pol- 
strahl m"0  (Fig.  36)  dar,  der  tiack  dem  Pole  hin- 
zeigt, weil  hierdurch  die  Zusammensetzung  dieser 
Verschiebung  mit  der  zuerst  gefundenen  elastischen 
Fig.  36.  Verschiebung  0»i'  erleichtert  wird.    Denn  es  gibt 

nun  die  Strecke  m"in'  na«h  Größe,  Richtung  und 
Sinn  den  Weg  des  Knotens  m  für  den  Fall  an,  daß  die  beiden  getrennt 
betrachteten  Bewegungen  gleichzeitig  erfolgen. 

Die  Verschiebungen  der  Punkte  einer  starren  Scheibe  erhält  man 
unmittelbar  durch  Anwendung  des  Satzes,  daß  sich  jede  verschwindend 
kleine  Bewegung  einer  starren  Figiu-  auf  eine  Drehbewegung  um  einen 
festen  Punkt  ^    zurückführen   läßt     Stellen   nämlich   die  Polstrahlen 
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a''0,  b"0,  c"0.  .  .  .  (Fig.  37)  nach  GröBe,  Richtung  und  Sinn  die 
Terschiebungen  der  Knoten  o,  i,  c,  .  .  .  dar,  so  mnß  sein 
(I)         o"0  J_oSß;     h"OJ_b^;     c"0±c' 


Fig.  37. 

denn  die  Richtung  der  Verschiebung  eines  jeden  Punktes  einer  starren 
Figur  ist  rechtwinklig  zu  den  Geraden,  welche  diesen  Punkt  mit  dem 
angenbUcklichen  Drehpunkte  rerbindet,  und  weiter  et^bt  sich 

(n)         ^^  iF^  iVV  : =~a'^:b^:c^: ; 

weil  sich  die  Verechiebungen  der  Punkte  a,  6,  c, ...  zu  einander  ver- 
halten wie  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  und  die  letzteren  wie 
die  Entfernungen  der  Punkte  vom  Drehpol  !ß. 
Aus  den  Beziehungen  (I)  und  (H)  folgt  aber: 

1.  Verbindet  man  die  Punkte  a",  b",  .  .  .  des  Versfääß- 
bttngsplmtes  so  durch  gerade  lAnien,  daß  jedem  Faehwerk- 
Stabe  ik  eine  Gerade  i"k"  entspricht,  so  bilden  diese  Oeraden 
eine  Fiffur,  welche  der  sich  beilegenden  starren  Scheibe  ähn- 
lich ist. 

2.  Die  Verbindungsgerade  xweier  beliebiger  Punkte  m,  n 
der  Seheibe  ist  reehiunnklig  zu  der  Verbindungsgeraden  der 
entsprechenden  Punkte  m",  n".  (Es  ist  beispielsweise  in 
Fig.  37:  o"6"_|_aft,-  a"e"  _\_ae.) 

Qit  man  also  mit  Hilfe  der  Auflagerbedingungen  zwei  Punkte  der 
Figur  a"b"e"  .  .  .  bestimmt,  so  ist  man  imstande,  diese  Figur  zu 
zeichnen. 

Er  sei  noch  hervorgehoben,  daR  weh  die  vorstehenden  Ergebnisse  auch  aus 
d«i  in  Nr.  32  entwickelten  Geoetzen  ableiteu  laswen.  '^Verden  beispielsweise  die 
Änderungen  A5,  46,  A7  der  Seiten  deo  Stabdreiecks  ede  in  Fig.  35a  gleich  Null 
aagenODUuen,  so  entspricht  diesem  Dreieck  in  der  Fig.  35b  ein  ähnliches  Dreieck 
e'd'e',  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ede 
sind.  Auch  ans  Fig.  31  folgt  ohne  weiteres,  daß  der  Verbindungsgeraden  zweier 
stUT  miteinander  verbundenen  Punkte  a  und  e  (wegen  41^0)  im  Verschiebungs- 
[^e  eine  ta  ae  rechtwinklige  Gerade  aV  entspricht 
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34.  Fuliwwktr&ger  alt  einem  festen  und  einem  bevegliehen 
Anllagergelenk.  Gesucht  ist  der  VerscMebungsplan  des  in  der  Fig.  38a 
dargestelltea  Trägers,  der  bei  a  ein 
festes  und  bei  <;  ein  auf  schräger  Bahn 
geführtes  Äuflagergelenk  besitzt  Die 
mit  dem  Zeichen  {-]-)  versehenen  Stäbe 
mögen  Verlängerungen  erleiden. 

Wird  zuerst  die  Richtung  des 
Stabes  1  als  festli^nd  Torausgesetzt, 
so  lassen  sich  die  von  den  gegebenen 
Änderungen  der  Stablängen  herrühren- 
den elastischen  Verschiebungen  Ob', 
Oc',  .  .  .  Og'  der  KuotenpunMe  b, 
c,  .  .  .  g  auf  die  in  Nr.  32  beschrie- 
bene Weise  bestimmen.  Dieselben 
müssen  noch  mit  denjenigen  Yer- 
schiebungen  b"0,  c"0,  .  .  .  g"0  zu- 
sammengesetzt werden,  welche  die 
Knotenpunkte  erfahren,  wenn  das  starre 
Fachwerk  so  um  a  gedreht  wird,  dafi 
sich  für  den  auf  einer  festen  Geraden 
geführten  Punkt  g  eine  Gesamtver- 
schiebung jr'sf'  ergibt,  welche  zu  dieser 
Geraden  parallel  ist  Die  von  den 
Punkten  a",  b",  c",  .  . .  g"  gebildete, 
der  Figur  abcdefg  ähnliche  Figur 
a"b"c"d"e"f'g"  ist  demnach  durch 
die  Bedingungen  bestimmt,  daß  a"  mit 
a  zusammenfallen  muß,  weil  a  ruht, 
„  v'  '\/''  \/^  '^^^ivr/  """^  ^^  ferner  a"g"  J_ag  und  g"g' 
^  '•'  ^  **■  '  *'"  TÖ'  parallel  zur  Bahn  des  Auflagergeleukes 
g  sein  muß.  Die  (in  der  Fig.  nicht 
ausgezogenen)  Strecken  b"b",  c"c'\ 
.  .  .  g"g"  stellen  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  die  gesuchten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  b, 
c,  .  .  .  g  dar. 

Meistens  ist  es  zweckmäßig,  zuerst  einen  Knotenpunkt  in  der  NÖie 
dei'  Trägermitte  und  einen  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Stab  fest^ 
zuhalten,  weil  sich  nach  dem  in  Fig.  38  befolgten  Verfahren  für  die 
vom  festen  Auflager  entfernter  liegenden  Knotenpunkte  zuweilen  sehr 
große  elastische  Verschiebongen  ergeben.  Als  zweites  Beispiel  ist  des- 
halb in  Fig.  39  der  Versehiebungsplan  eines  einfachen  Fachwerkbalkens 
vorgeführt  worden.     Zuerst  wurde  der  Knoten  o  imd  die  Rielitung  des 


Fig.  38. 
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Stabes  1  fes^ehalten,  iind  die  Lage  der  Punkte  b\  c h'  er- 
mittelt, wobei,  der  Deutlichkeit  der  Figur  wegen,  die  Zeichen  41,  ä2,  . . . 
durch  die  bloßen  Ziffern  1,  2, . . .  ersetzt  worden  sind.  Hieraof  wurde 
die  der  Kgur  kgadecbf  ähnliehe  Figur  h" g" a" d" e" c" b"  f  mit  Hilfe 
der  Bedingungen  bestimmt,  daß 

erstens  k"  mit  h'  zusammenfallen  muß,  weil  die  Teiscbiebung 
von  h  gleich  Null  ist, 

zweitens  e"e'  wagerecht  sein  muß,  weil  sich  e  auf  einer  Wage- 
rechten bewegt, 

drittens  h"e" _\_he  sein  muß. 


b,  c,  , 


Fig.  39. 
Damit  sind  die  Verschiebungen  b"b',  c"c', 


.  der  Knotenpunkte 


Projiziert  man  die  Punkte  h',  g',  a',  d',  e  in  h^,  g^,  a^,  d^,  e^ 
auf  die  Senkrechten  durch  die  eutsprechenden  Kaotenpunkte  k,  g,  a,  d,  e 
und  verbindet  k^  und  e,,  durch  eine  Gerade,  welche  jene  Senkrechten 
in  g'",  a"\  d'"  schneiden  mögen,  so  geben  die  Strecken  g"'go,  a"'aQ, 
d"'d^  an,  um  wieviel  sich  die  Knotenpunkte  g^  a,  d  m.  senkrechter 
Bichtnng  verschieben.  Man  nennt  diese  Projektionen  der  Gesamtver-r 
Schiebungen  auch  DurchbieguTigen  und  beispielsweise  g"'g^  die  senk- 
rechte Durchbiegung  des  Fachwerks  an  der  Stelle  g. 

HDIler-Breslau,  Graphisch«  Stallk.   II.  I.  5 
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Das  Polygon  h^goo^d^e^^  heißt  Biegungspolygon  oder  Btegurufs- 
Unie  der  unteren  Guitung;  und  die  Gerade  k^  e^  die  Schlußlinie.  Wird 
nur  das  Polygon  h^g„a^df,ef,  verlangt  (was  häufig  der  Fall  ist),  so 
braucht  in  dem  hier  vorliegenden  wichtigen  Falle  eines  Trägers  mit 
■wagerechter  Auflagerbahn  die  Figur  h" g" a" d" e" c" b" f"  nicht  ge- 
zeichnet zu  werden. 

35.  Oerbersollfir  FaohTerkbftlkea.  Es  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 1.  Die  Koppelträger  cd  und  gh  werden  gelenkwtig  mit  den 
gestützten  Teilen  verbunden.  2.  Jeder  Koppelträger  wird  (wie  ein  ein- 
facher Balken)  an  dem  einen  Ende  mit  einem  festen,  an  dem  anderen 
mit  einem  beweglichen  Auflagei;gelenke  versehen.  Im  ersten  Falle  darf 
auf  den  Heilem  nur  ein  festes  Lager  angeordnet  werden;  alle  übrigen 
Lager  müssen  beweglich  sein.  Im  zweiten  Falle  erhält  jeder  der  ge- 
stutzten Teile  ein  festes  und  ein  bewegliclies  Auflagergelenk.  (Vergl. 
Band  I,  Abschnitt  X,  g  41.) 


r^^^^^tr^^S^^^J^^ 


.^3ZL 


Fig.  40. 

Mn  Beispiel  für  die  erste  Anordnung  zeigt  die  Fig.  40,  Die 
Koppelträger  II  und  IV  sind  mit  den  gestützten  Teilen  /  und  /// 
durch  die  Gelenke  e,  rf,  g  verbunden.  Das  Auflagergelenk  a  ist  fest, 
während  sich  die  Äuflagergelenke  6,  e,  /j  A  auf  wagerechten  Bahnen 
bewegen  können.  Die  Dai-stelluug  der  dmeh  gegebene  Ändcningen 
der  Stablängen  bedingten  Verscliiebungeu  der  Knotenpunkte  erfolgt 
zweckmäßig  in  lier  getrennten  Figuren,  entsprechend  den  vier  Scheiben 
7,  //,  III,  IV.  Zuerst  nehme  man  von  jeder  Scheibe  einen  beliebigen 
I'unkt  und  die  Richtung  eines  AavcU   diesen  Punkt  gehenden  Stabes 
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als  fesüiegend  an,  bestimme  die  elastischeu  Yerscliiebtm^a  der  Knoten- 
pmikte  auf  die  in  !N^r.  32  angegebene  Weise  und  erteile  hierauf  den 
nunmehr  als  starre  Gebilde  anzuseheudea  Scheiben  Bewegiuigen,  durch 
welche  die  Auflagerbedingungen  erfüllt  werden  und  der  Zusammenhang 
der  Scheiben  in  den  Punkten  e,  rf,  g  wiederhei^:estellt  wird.  Der 
erste  Teil  dieser  Untereuehung  —  die  Bestimmung  des  irgendeinem 
Knoten  m  entsprechenden  Pmilttea  m'  —  ist  bereits  durch  mehrere 
Beispiele  erläutert  worden,  und  es  sind  deshalb  in  die  Pig.  40  nur  die 
wichtigsten  dieser  Punkte  eingetragen  worden,  nämlich: 

die  Punkte  c',  d'  des  A'erschiebungsplanes  für  die  Scheibe  II, 

„       d\  e\  f.  ff'  „  „  „     „         „      III, 

.      „    ff\  h'        „  „  „    „      „    ir. 

Der  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  /  wui-de  überhaupt  fort- 
gelassen, da  dieses  Trägerstück  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager- 
gelenk besitzt,  mithin  ganz  nach  Nr.  34  behandelt  werden  kann.  Es 
bleibt  jetzt  nur  noch  zu  erläutern,  wie  die  den  Figuren  cid,  defg,  gkk 
ähnlichen  Kguren  c"i"d",  d"e"f"g'%  g"k"k"  zu  bestimmen  sind. 

Der  Punkt  e"  des  Planes  //  ist  durch  die  dem  Plane  I  zu  ent- 
nehmende A'"erscliiebimg  c"c'  des  Gelenkes  c  gegeben;  von  d"  ist  vor- 
läufig nur  bekannt,  daB  e"d"J^ed  sein  muß.  Im  Plane  III  liegt  e" 
auf  der  Wagerechten  durch  e',  und  f"  auf  dei'  AVagerechten  durch  /"', 
weil  sich  die  Auflagergelenke  e  und  f  auf  wagei-echlfin  Bahnen  bewegen. 
Bedeuten  u\'  und  w^'  die  in  senkrechter  Richtung  gemessenen  Ab- 
stände der  Punkte  d"  und  «",  beziehungsweise  c"  und  /"',  ferner  u\,  w^ 
die  in  wagerechter  Richtung  gemessenen  Entfernungen  der  entsprechen- 
den Punkte  d,  e,  f,  so  verhält  sich 

it'i':  «■,'=  Wiiv-^ 

und  mittels  dieser  Beziehung  läßt  sich  w':=u\'-  *-  bestimmen  und 

damit  auch  die  Lage  der  in  Fig.  40  strichpunktierten  Wagerechten,  auf 
welcher  der  Punkt  d"  liegen  muß.  Diesen  Punkt  selbst  aber  findet 
man,  indem  man  c"d'  aus  dem  Plane  II  in  den  Plan  III  überträgt 
und  c"d"_|_  rd  zieht  Ist  noch  mit  Hilfe  der  Geraden  d"e"_|_  de  der 
Punkt  e"  ermittelt  worden,  so  sind  zwei  Punkte  der  Figm-  d"e"f"g" 
bekannt,  und  damit  ist  diese  Figur  vollständig  bestimmt  Nun  über- 
trägt man  d'd"  aus  ///  in  den  Plan  //  und  zeichnet  die  Figur  c"i"d", 
macht  hierauf  iu  IV  die  Strecke  g'g"  gleich  und  parallel  der  ebenso 
bezeichneten  Strecke  des  Planes  III,  zieht  g"k"_\^  gh  bis  zur  Wage- 
rechten durch  h'  mid  erhält  auf  diese  Weise  zwei  Punkte  der  nunmehr 
bestimmten  Figur  g"k"h". 

Ein  Beispiel  für  die  zweite  Anordnung  ist  in  der  Fig.  41  dar- 
gestellt worden.  Bei  a  und  g  wird  der  Träger  durch  feste,  bei  b  und  f 
durch  bewegliche  Auflagergelenke  (letztere  mit  wagerechten  Bahnen) 
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unterstützt  Der  KoppeltrSger  27  ist  bei  e  durch  ein  Gelenk  mit  I  ver- 
bunden und  erhält  bei  d  ein  wagerechtes  Gleitlager.  Die  Verschiebungs- 
pläne für  die  Scheiben  I  und  ///  wei-dcn  nach  Xr.  34  gezeichnet 
Von  der  Scheibe  II  nehme  man  zueist  wieder  einen  beliebigen  Punkt 
und  die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  fest- 
liegend an,  und  erteile  hierauf  dieser  Scheibe  eine  Bewegung,  durch 


..K:^!^  ^^""^^      ^^^1 


Flg.  41. 

welche  bei  e  der  Zusammenhang  der  Scheiben  /  und  //  wiederher- 
gestellt und  der  Bedingung  genügt  wird,  daß  die  senkrechten  Pro- 
jektionen der  Verschiebungen  der  Punkte  d  und  e  gleich  groß  werden. 
Hiemacb  findet  man  die  der  Figur  ckd  ähnliche  Kgur  c"k"d"  auf  die 
folgende  Weise.  Man  macht  die  Strecke  c"c  nach  Größe,  Bichtong 
und  Sinn  gleich  dem  durch  den  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  I 
gegebenen  Wege  des  Knotens  c  und  die  Strecke  e"d'  gleich  der  aus 
dem  Plane  für  die  Scheibe  III  zn  entnehmenden  Verschiebung  des 
Punktes  e.  Hierauf  zieht  man  c"d"_|_  cd  bis  zur  Wagerechten  durch  e" 
und  erhält  in  der  Strecke  d"d'  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  die 
Verschiebung  von  d.  Die  Figur  c"k"d"  ist  durch  die  beiden  Punkte 
c"  und  d"  vollständig  bestimmt 

38.  Bogenträger  mit  drei  QelenkeiL  Die  beiden  gegliederten 
Scheiben  I  und  //,  welche  bei  a  und  b  feste  Auflagergelenke  besitzen 
und  bei  c  durch  ein  Gelenk  miteinander  verbunden  sind,  werden  zueist 
getrennt  untersucht,  wobei  von  jeder  Seheibe  ein  beliebiger  Punkt  und 
die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  festliegend 
angesehen  werden.  Hierauf  werden  den  als  starr  uizusehenden  Scheiben 
Bew^ungen  erteilt-,  welche  die  Auflagerbedingungen  befriedigen  und 
deu  Zusammenhang  der  Scheiben  bei  c  wiederherstellen.  Fig.  42  gibt 
nur  die  Lage  der  den  Gelenken  a,  b,  c  entsprechenden  Punkte  a,  b\  c 
der  beiden  Verschieb ungsplime  /  imd  //  an;  die  den  übrigen  Knoten  in 
entsprechenden  Punkte  m'  wurden  fortgelassen.  Zui'  Bestimmung  der 
den  Figuren  acd  und  hcc  ähnlichen  Figuren  a"c"d"  und  b"c"e"  stehen 
die  folgenden  Bedingungen  zur  Verfügung: 
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§  1.    TerRchiebuBgspläue.  gQ 

1.  Die  Verschiebiing  a"a'  von  o  ist  gleich  Null;  mithin  muß 
a"  mit  a  zusammenfallen. 

2.  Aus  gleichem  Grunde  muß  ä"  mit  b'  zusammeDfalleQ. 

3.  Im    Plane    I   muß    sein:    a"c" \_ac    and    im    Plane    II: 
b"c"Xbc. 

4.  Die  Pläne  /  und  11  müssen  für  die  Verschiebung  von  c 
denselben  Wert  c"e'  liefern. 

Man  lege  nun  im  Plane  /  durch  a  eine  zu  ac  rechtwinklige  Ge- 
rade, ziehe  durch  c'  zu  ae  eine  Parallele,  welche  jene  Gerade  in  k 
schneidet  und  bestimme  auf  diese  "Weise  die  Projektion  kc'  der  Ter- 
scbiebung  c"c'  auf  die  Richtung 
ac.  Diese  Projektion  übertrage 
man  in  den  Plan  II,  errichte 
hier  in  k  auf  c'k  ein  Lot  und 
bestimme  dessen  Schnittpunkt  e" 
mit  der  durch  b"  rechtwinklig 
zu  be  gezogenen  Geraden  b"e". 
Jetzt  ist  die  Figur  b"c"e"  ge- 
geben, da  zwei  Punkte  derselben 
bekannt  sind.  Übertragt  man 
noch  ke"  aus  dem  Plane  II  in 
den  Plan  7,  so  kennt  man  auch 
zwei  Punkte  (a"  und  c")  der 
Figur  a"c"d",  kann  also  auch 
diese  Figur  zeichnen.  Auch  läßt 
sieh  im  Plane  II  die  Projektion 
ic'  Ton  c"c'  auf  die  lüchtung  bc 

finden  und  in  den  Plan  I  übertragen,  worauf  dann  c"  mittels  c"i  _|_  c'i 
bestimmt  werden  kann. 

37.  —  Dem  in  Nr.  31  beschriebenen  und  als  Fachwerk  einfachster 
Art  bezeichneten  Stabgebilde  läßt  sich  ein  sehr  wichtiges  Scheiben- 
gebilde von  ähnlicher  Entstehungsweise  an  die  Seite  stellen.  Man 
erhält  dasselbe,  indem  man  drei  gegliederte  Seheiben  1,  II,  III  durdi 
drei  Gelenke  gi,  y,,  g^  zu  einem  Sekeibemireieck  vereinigt  (Fig.  43), 
an  dieses  zwei  weitere  Scheiben  IV  nnd  V,  die  in  einem  Gelenke  g^ 
aneinanderhängen,  mittels  zweier  Gelenke  g^  und  g^  anschließt,  in  der- 
selben Weise  zwei  neue  Scheiben  VI  und  VII  hinzufügt  und  so  fortfährt 
Sind  sämtliche  Scheiben  Fachwerke  von  der  in  Nr.  31  angegebenen 
Art,  so  ist  es  möglich,  den  Verschiebungsplan  des  Gebildes  durch 
wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  behandelten  Aufgabe  zunächst  imter 
der  Voraussetzung  zu  erhalten,  daß  nur  die  Richtung  eines  Stabes 
(der  im  allgemeinen  dem  Scheibendreiecke  III III  angehören  muß) 
und    ein   Punkt   in  der  Achse   dieses  Stabes    festliegen,   und    hierauf 


Hg.  42, 
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können  dann  mit  Hilfe  von  Xr.  33  auch  solche  Fälle  erledigt  werden, 
in  denen  das  Gebilde  in  anderer,  aber  ebenfalls  statisch  bestimmter 
Weise  gestützt  wird. 

SoU  z,  B.  daü  in  Kg,  43  dargestellte  Fachwerk  antersuclit  werden, 
imd  gehört  der  Stab,  dessen  Richtimgsliuie  zunäclist  festgehalten  wird, 


Flg.  43.  Kg.  44. 


der  Scheibe  I  an,  so  denke  man  die  übrigen  Scheiben  auf  die  In  der 
Fig.  44  angegebene  Weise  durch  Stäbe  ersetzt  und  schreibe  diesen 
Stäben  Längenänderungen  zu,  welche  mit  den  wirkliclien  gegenseitigen 
Verschiebungen  ihrer  Endpunkte  übereinstinmien,  so  daß  z.  B,  die 
Längenänderung  des  gedachten  Stabes  g^g^  gleich  der  gegenseitigen 
Verschiebung  des  der  Scheibe  II  angehörenden  Punktpaares  jj',,  g^  ist 
Es  liegt  jetzt  ein  Fachwerk  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art  vor; 
man  ist  imstande,  der  Reihe  nach  die  A^rschiebungen  der  Gelenke 
.981  541  5s'  ff«'  5t  Sit'  5»'  510'  9\\-  9it  anzugeben,  und  hierauf  mit  Hilfe 
von  Nr.  33  die  wirklichen  Auflagerbedingungeu  zu  befriedigen.  Um 
den  zweiten  Teil  dieser  Aufgabe  lösen  zu  können,  müssen  die  Stütz- 
punkte in  passender  Weise  mit  den  fJelenken  durch  Stabe  verbunden 
gedacht  werden.  Besitzt  z.  B.  das  Scheibengebilde  zwei  Auflagergelenke 
a  und  b  {von  denen  das  eine  fest,  das  andere  beweglich  sein  muß),  so 
sind  noch  die  Stäbe  «5i,,  «ßn,  6jr,o,  /».(Tu  hinzuzufügen. 

Der  auf  dem  angegebenen  Wege  erhaltene  Verschiebungsplan  soll 
kurz  der  Plan  I  heißen;  er  enthält  die  den  wirklichen  Auflager- 
bedingungen entsprechenden  Verschiebungen  m"m'  sämtlicher  Knoten- 
punkte m  der  Scheibe  7,  die  Verschiebungen  g"g'  sämtlicher  Mittel- 
gelenke g  und  die  A''ei-schiebung  des  beweglichen  Auflagergelenks. 

Um  nun  die  zur  AnfeilJgung  des  Planes  /  erforderhchen  Längen- 
änderungen  der  gedachten  Stäbe  zu  erhalten,  muß  im  allgemeinen  für 
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jede  einzelne  Scheibe  ein  besonderer  Vei^chiebungsplan  unter  der  Vor- 
aussetzung gezeichnet  werden,  daß  die  Richtung  eines  Stabes  der  frag- 
lichen Scheibe  und  ein  Punkt  in  der  Achse  dieses  Stabes  festliegen. 
Fig.  45  stellt  einen  Teil  des  auf  diese  Weise  für  die  Scheibe  ///  er- 
haltenerL  Planes  (kurz  Plan  ///  genannt)  vor;  er  dient  zur  Bestimmung 
der  Änderungen  i((7,ffsX  ^(9t3ii\  ^i9ii9i)  ^^'  Entfernungen  g,g^, 
(/gif,,,  3iiJi-  Behufe  ErraitÜimg  von  A(ifißs),  projiziere  man  die  Pol- 
Strahlen  Offi'  und  Oßj'  in  Og^  und  Og^  auf  eine  zur  g^g^  parallele 
Gerade  1 — 3.  Es  stellt  dann  Og^  die  Verschiebung  von  g,  in  der 
Richtung  g^g^  dar,  femer  Og^  die  Verschiebung  von  g^  in  derselben 
Richtung  und  es  gibt  mit^ 
hin  die  Strecke 

die  gegenseitige  Verschie- 
bung des  Punktpaares  </,,  g^ 
an;  sie  hat  denselben  Sinn 
wie  die  Strecke  g^g^  und 
bedeutet  deshalb  eine  Ver- 
längerung des  gedachten 
Stabes  ffi*7j.  Auf  dieselbe 
Weise  wird  der  Wert 
^(ffiffii)  durch  Projizieren 
der  Punkte  g^'  und  j;,  ^'  auf 
die  zurjfjf^,,  parallele  Ge- 
rade 3 — 11  gefunden  und 
Ä((/,(?i,)  mittels  der  Pro- 
jektionen von  (Ji'  und  ^,,'  Fig.  45. 
auf  die  Gerade  1 — 11.  Filr 

^i9i9ii)  ergab  sich  in  der  Fig.  45  ein  positiver  Wert,  für  ^{,gt9\.]) 
hingegen  ein  negativer,  so  daß  dem  gedachten  Stabe  g^g^-y  eine  Ver- 
kürzung zuzuschreiben  ist 

Der  in  Fig.  45  für  die  Hcheibe  III  gezeichnete  Einzelplau  läßt 
sich  mit  Vorteil  verwerten,  um  nach  Vollendung  des  Planes  I  die  wiik 
liehen  Verschiebungen  r"r'  sämtlicher  Knoten  r  diesei  Stlaibt  dar- 
zustellen. Zu  diesem  Zwecke  überti-age  man  die  im  Plane  I  für  die 
Gelenke  ,9,,  g^,  ^i,  gefundenen  wirkliclien  A'ersehiebungen  g^  jr,  .  g^  g^ , 
9\\'9\\  i"  "^*5°  VX'ess.  III  und  zeichne  hierauf  die  der  Scheibe  III  ähn- 
liche Figur  i'i'ä/a"*''?!!"'  welche  bereits  durch  zwei  der  Punkte  g", 
9i\  9ii"  bestimmt  wird,  so  daß  man  die  Schärfe  der  Zeichnung  leicht 
prüfen  kann.  Hat  man  nämlich  gx'g\i  9t"9t%  9it"9\i'  ^^^  Plan  I  in 
Plan  III  übertragen,  so  muß  bei  sorgfältiger  Zeichnung  sein :  j/,  'V/s"X  9i  9»-, 
9s"9ii"J-9»9ii  u"<i  9ii"9i"±!hi9i- 
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ZaMenbei^tieU  Zur  Erläutenuig  unteisuchea  wir  dea  auf  Tafel  1  im  Maß- 
stäbe 1 :  100  anfgetrBgeueu  Dactibinder,  und  zwar  zunäclist  mit  Hilfe  den  allgemeinen 
Verfahrens.  Auf  die  im  vorliegenden  und  in  vielen  anderen  Mlen  mögUchen  Ver- 
einfachungen werden  wir  an  geeigneter  Stelle  hinweisen. 

Die  von  dem  Eigengewichte  des  Dachstuhls  und  dem  Schnee  herrührende  sent- 
recht«  Belastung  jedes  der  mittleren  Knotenpunkte  betrage  1126*,  jedes  Endknotsns: 
i  112Ö*'.  Der  auf  jedes  Feld  der  Unien  Daohhälfte  wirkende  Winddruck  sei  =  700*. 
Die  mit  Hilfe  eines  Ci'emonascheu  Kräfteplanes  (der  hier  nicht  wiedergegeben  worden 
ist)  erh^tenen  Spannkräfte  S,  sowie. die  Stablingen  c,  Querschnitte  F  (ohne  Abzug 


für  NieÜocher)  und  Länge näaderungen  As 


sind  in  der  folgenden  Tabelle  i 


samm engestallt  worden.  Temperaturänderungen  blieben  unlHjracksichtigt.  Die  Elasti- 
zitätsziffer  wurde  (für  Schweißeisen):  £=1800000*  f.  d.  qem  angenommen*).  Zur 
besseren  Ühereicht  wurden  die  As  (in  Millimetern)  auch  in  das  Tiilgernetz  auf  Tafel  1 
eingeschrieben. 


linke 

Trägerhälfte 

Rechte  Trilgerhaifte 

Stab 

S 

" 

s      \        A. 

Stab 

S 

" 

« 

As 

1 

—  9910 

44 

212 

-0,27 

r 

-9530 

44 

212 

—  0,26 

—  9110 

44 

212 

-0,24 

■     2- 

-8730 

44 

212 

-0,23 

.4 

—  8320 

44 

212 

-0,22 

,   ir 

-7940 

44 

212 

-0,21 

i 

—  7620 

44 

212 

-0,20 

i   *■ 

-7140 

44 

212 

—  0,19 

5 

+  8970 

13 

245 

^ 

hO,94 

'     5' 

+  6970 

13 

245 

+  0,73 

« 

-(-7470 

1H 

246 

.(t,VK 

R' 

+  6170 

13 

245 

+  0,66 

7 

-1-4110 

-1-4210 

ia 

254 

-0,48 

H 

12 

245 

rO,48 

H' 

+  2820 

12 

216 

+  0,32 

» 

-1-6710 

12 

24» 

hÜ,ttb 

tf 

+  3620 

12 

245 

+  0,41 

10 

-1500 

9 

122 

—  0,11 

10- 

—   800 

9 

122 

-0,06 

11 

-1-1500 

h 

245 

+  0,41 

11' 

+   800 

5 

245 

+  0^ 

la 

16 

246 

-0,26 

■   12' 

—  1600 

1« 

245 

—  0,1* 

13 

-1-1500 

5 

246 

+  0,41 

K-f 

+  800 

h 

246 

+  0^ 

14 

—  1500 

9 

122 

-o\n 

14' 

-   800 

9 

122 

-0,06 

kilogr. 

qcm. 

cm. 

nm. 

kihf/r. 

qem. 

cm. 

mm. 

Der  zu  untersuchende  Trfger  besteht  aus  den  beiden  gegüederten  Scheiben  aeh 
und  iqh,  welche  knrz  mit  /und  II  bezeichnet  werden  soDen  und  die  mittels  de* 
Gelenkes  h  und  des  Stabes  ai  miteinander  verbunden  sind. 

Zuerst  wurde  in  Fig.  47  der  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  I  unter  der 
Vorraussetzung  aufgetragen,  da£  der  Knoten  a  und  die  Richtung  dee  Slabes  ab  fest- 
liegen. Sämtliche  Verschiebungen  wurden  in  zwanzigfaclier  Vergrößerung  geaeichneL 
0  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a  füllt  mit  0  zusammen.  Die  Verschiebung 
■Ob'  des  Punktes  b  ist  gleich  der  Längenändnrung  ai2  des  Stabes  12.  Die  Punkte 
e\  d',  e'  ferner  f\  g\  h'  wurden  nach  dem  in  Nr.  32  Iteschriebenen  Verfahren 
bestimmt.  Hierauf  wurde  der  (rot  ausgezogene)  Verse biebungsplan  //  für  die  Scheibe  II 
in  Angriff  genommen,  vorerst  für  den  Faü,  daß  Punkt  i  und  die  Richtung  des  Stalws 
ik  feslgehdten  werden.     Sach  Ermittlung  der  Punkte  k\   l\   m',  q'  und  n',  p\  I' 


*)  Bei  Berechnung  von  Foimveräuderungen  empfiehlt  ee  sich  im  allgemeinen, 
E  nicht  zu  hoch  anzunehmen,  um  den  scbwieiig  zu  berechnenden  Einflufi  der  Ver- 
schwächung  durch  Niele  und  das  Nachgelien  der  Verbindungen  zu  berücksichtigei]. 
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tonnte  die  üsdenuig  A(At)  der  Entfernung  ki  ds  Projnktjnn  der  Strecke  h'i'  auf 
eine  zu  hi  parallele  Gerade  angegeben  weiden  luui  ebenso  die  Äudenmg  A  (iq)  und 
&{hq)  der  Abstände  iq  und  kq.  [Im  vorliegenden  Falle  wäre  allerdings  hierzu  die 
Aufzeichnung  des  Planes  II  nicht  nötig  gewe^ien;  doim  ex  ist  offenbar  A(At)  gleich 
der  Summe  der  längenänderungen  der  Stäbe  9"  und  8*,  d.  h.  A  (A  i)  =  +  0,41  -|-  0,32 
=  +  0,73"*  imd  ebenso  findet  man  ohne  weiteres:  4  (Ag)=:  A4'-f- A3'4- 42' 
-f  41'=  — 0,19  — 0,21  — 0,23  —  0,26  =  — 0,89™  und  A(i4)  =  46'+45'=-t- 0,66 
+  0,73  = +  1,38—.] 

Jetzt  war  es  möglich,  den  Plan  /  zu  vollenden.  Mit  Hilfe  von  4(A*)  und  Ä7 
wurde  die  Loge  von  i",  ferner  mittels  Hkq)  und  &{ig)  die  Lage  von  q'  gefunden 
und  hierauf  den  Auflagerbedingungen  genügt  Da  e  festliegt  und  q  auf  einer  Wage- 
rechten  geführt  wird,  fo  fällt  e"  mit  e'  zusammen,  während  g"  der  Schnittpunkt 
der  rechtwinklig  iu  eq  gezogenen  Geraden  e''q"  mit  der  Wagereehtan  durch  q'  ist 
Durch  die  Punkte  e"  und  q"  ist  die  dem  gegebenen  Fachwerke  ähnliche  Yigar 
e"d"b''g"h"f"a"i"q''  wo]htMd\g  bestimmt,  und  damit  sind  auch  die  Verschiebungen 
sämtlicher  XnoCen  der  Scheibe  /  sowie  diejenigen  der  Punkte  i  imd  q  gelben. 

Behufe  Darstellung  der  Verschiebungen  der  Knotenponltte  der  Scheibe  2/ wurden 
die  Verschiebungen  q"q'  und  h"h'  aus  Plan  I  ia  II  übertragen  nnd  auf  diese  Weise 
zwei  Punkte  der  Fignr  q"m"k"p''h"n"i"i''  gefunden.  Bei  aoi^GLltiger  Zeichnung 
muß  3"A"_L  qh  sein,  ferner  muß  die  Verschiebung  i"i'  mit  der  bereits  im  Plane  / 
erhaltenen  Verschiebung  i"i'  nach  Grüße  und  Richtung  übereinstimmen.  [Wegen 
der  geraden  Qurtung  hk  hätte  man  anch  im  Plane  /  einen  Punkt  k'  mit  Hufe  von 
412*  und  4(Aft)  =  — 0,19  — 0,21  =  — O.'IO""  ermitteb  können,  hierauf  n'  mittels 
413*  und  48',  p'  mittels  43*  und  414'  sodann  /'  und  m'.  Plan  //  kann  also  bei 
Untersuchung  des  vorliegenden  Trägers  entbehrt  werden;  er  ist  aber  notig,  sobald  ■ 
h,  p,  k,  m,  q  oder  h,  n,  i  oder  i,  l,  q  nicht  ia  einer  Geraden  liegen. 

Vergleichende  Messungen  zeigen,  dafi  im  vorliegenden  Falle  von  allen  Knoten 
desTitgers  der  Punkte  die  größte  Verschiebung  erfährt.  Man  findet  5''jr'^7.6~". 
Die  wagerechte  Verschiebung  des  I'unktes  q  ist:  3"g'^6,5"". 

Die  Figuien  49  bis  52  zeigen  weitere  Arten  von  Fachwerken,  deren 
Verscliiebungspläne  auf  dem  im  vorstehenden  Beispiele  angegebenen 
"Wege  erhalten  werden  können. 


Fig  49 


Der  einfache  Fachweikbalken  in  Fig  49  besteht  aus  den  beiden 
Scheiben  abc  und  bde  (deren  Rander  dmch  ScbraHierang  hervor- 
gehoben wurden)  und  dem  Stabe  ce  Die  sich  schneidenden  Diagonalen 
und  Yertikalen  ■^ind  au  den  Kreuzung^stellen  nicht  miteinander  ver- 
bimden. 

Fig.  50  stellt  einen  vei-bteiften  trelenkbogen  (veigl  Band  7,  Ab- 
schnitt XTT)  dar,  welcher  m  die  Scheiben  /  und  //  und  den  Stab  ce 
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zerlegt  werden  kann,  Rg.  51  einen  Fachwerkbogen  mit  drei  Gelenken, 
dessen  Kämpfer  dnrch  eine  Stange  vei'bimden  sind. 


Fig.  5 


Soll  die  Fornivrräudenuig  des  in  Fig.  52  abgebildeten  l'i-agers 
untersucht  werden,  so  nehme  man  zniiäolist  den  Punkt  c  und  die  Rich- 
tung des  Stabes  i-e  als  festliegend  an,  ennittle  c'.  sodann: 

d'  mit  Hilfe  von  Ä(rf(0  nnd  4(rfc) 

//     ..       ..         ,.     a(if)     ..     A(fc(/)  =  45  +  a6  +  A7-|-48 

a'     , 4(ffe)     „     Ä{fl/j)  =  4l -i-i2  4- a3  +  ä4. 

und  ebenso  bestinune  man  f  und  g'.  Nun  hofiiedige  luau  die  Auf- 
lagerbedingungen ,  überti-age  die  hierbei  gefundenen  Vei^schiebungcn 
b"b'.  d"d\  f"f\  g"y'  der  Punkte  /*.  d,  /",  g  in  die  nach  \r.  32  für 
lue  einzelnen  Scheiben  angefertigten  Plane  und  zeichne  in  diese  letzterrn 
schließlich  die  den  Scheiben  «A,  hd.  df.  fg  ähnlichen  Figiu'en  a"h'\ 
b"d-\  d"r\  fg"  ein. 

38.  Faeliirerktr&ger  veraehledeuer  Art.  Liegt  ein  Fachwerk  vor 
von  andeier  als  in  den  vorstellenden  Untersuchungen  beschriebener 
Art,  s«  verwandle  man  dasselbe  —  am  besten  durch  Änderung  der 
Stützung  —  zunaclist  in   ein  solches,  dessen  Verschiebiingsplan  durch 
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wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  vorgeführten  Hauptaufgabe  erhalten 
werden  kann,  nachdem  man  vorher  nötigenfalls  für  einzelne  Teile 
(Scheiben)  besondere  Pläne  zur  Bestimmung  der  gegenseitigen  Ver- 
schiebungen derjeniger  Gelenke  gezeichnet  bat,  in  denen  diese  Teile 
aneinander  hängen.  Hierauf  beseitige  man  die  neu  hinzugefügten  Stützen, 
und  schreibe  den  starr  zu  denkenden  Gliedern  des  niuunehr  beweglichen 
Fachwerks  Verschiebungen  und  Drehungen  zu,  durch  welche  die  wirk- 
lichen Auflagerbedingungen  erfüllt  werden.  Die  folgenden  Beispiele 
werden  geniigen,  dieses  Verfahren  zu  erläutern. 

1*  Betapiel.  Das  in  Fig.  53  dargestellte  Fachwerk  besteht  aus 
zwei  gegliederten  Seheiben  /  und  //,  die  im  Gelenke  e  aneinander 
hängen  und  durch   die   Stäbe  4  und  7   mit  dem  Kopfe  e  der  Pendel- 


„::;;s=>^. 


/ 


Kih-.  53. 


Säule  5  verbimden  sind.  Bei  o  ist  ein  festes,  bei  g  ein  auf  wagerecliter 
Bahn  bewegliches  Auflagergeleni  augeordnet.  Will  man  die  Verschie- 
bungen der  Knotenpunkte  dieses  Fachwerks  emiittelu,  so  bestimme  man 
zunächst  mit  Hilfe  von  Einzelplänen  {/)  und  (//),  die  nach  Nr.  32  für 
die  Scheiben  I  und  II  aufgetragen  werden,  die  Änderungen  AI,  i2, 
ä8,  ä9  der  kurz  mit  1,  2,  8,  9  bezeichneten  Strecken  ab,  ac,  dg,  cg. 
Hierauf  nehme  man  an,  der  Knoten  g  sei  frei,  setze  dafür  aber  b  in 
der  BJchtimg  ab  geführt  voraus  und  zeichne  den  Plan  Fig.  53A. 

0  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a'  und  f  fallen  mit  0  zu- 
sammen, da  a  und  f  feste  Punkte  sind.  Die  Wagei-echfe  0A'=4l 
gibt  die  Vei-schiebnng  von  b  an.    Mittel  a2  und  &3  wird  nach  Nr.  32 
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der  Punkt  c'  bestimmt,  hierauf  der  Heihe  nach:  e  mittels  A4  und  A5, 
d'  mittels  ä6,  und  a7,  g'  mittels  A8  und  ä9*). 

Jetzt  verwandle  man  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  Füh- 
rung des  Punktes  b  in  eine  zwangläufige  kinematische  Kette,  drehe  die 
Scheibe  /  so  um  das  Äuflagergelenk  a,  daß  der  Punkt  g  eine  (im 
Plane  A  durch  einen  Strahl  g"0  darzustellende)  Verschiebung  erfährt, 
die,  mit  der  vorhin  gefundenen  Og'  zusammengesetzt,  eine  wagerechte 
Gesamtrerschiebuug  g"g'  ergibt,  und  bestimme  schließlich  auch  die 
von  den  Knotenpunkten  d,  c,  e,  6  bei  dieser  Bewegung  beschriebenen 
Wege:  rf"0,  c"0,  e"0,  b"0. 

Zu  einer  einfachen  Lösung  dieser  Aufgabe  führen  die  im  ersten 
Bande  (Abschnitt  XHI)  mitgeteilten  Untersuchungen  kinematischer  Ketten. 
Die  dort  für  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  solcher  Ketten  abge- 
leiteten Gesetze  gelten  auch  für  die  Verschiebungen  dieser  Punkte,  so- 
bald nur  vorausgesetzt  wird,  daß  alle  diese  Verschiebungen  in  dem- 
selben Zeitteilchen  erfolgen  und  sich  mithin  zu  einander  verhalten  wie 
die  entsprechenden  Geschwindigkeiten. 

Stellt  man  also  die  vorläufig  willkürlich  anzunehmende  Größe  der 
Verschiebung  des  Punktes  b  durch  eine  Strecke  hb^  dar,  welche,  von 
b  aus,  auf  dem  nach  dem  augenblicklichen  Drehpunkte  {Drehpole)  a 
gezogenen  Strahle  ba  abgetragen  wird,  und  zieht  man  b^c^  \\  bc  bis  zum 
Polstrahle  co,  so  gibt  cc^  die  Größe  der  Verschiebung  von  c  an. 
Macht  man  weiter  b^e^  ||  6e,  so  erhält  man  in  der  Sb^eke  eej,  die  Größe 
der  Verschiebung  des  Punktes  e,  der  um  f  sich  drehenden  Fendelsäule, 
und  hierauf  kann  man  mittels  c^d^  ||  cd  und  e^d^  ||  ed  die  Verschie- 
bung ddf,  von  d,  sodann  mittels  c^g^  ]|  cg  und  d^g^  ||  dg  die  Verschie- 
bung gg^  von  g  bestimmen.  Die  Richtungen  der  Verschiebungen  der 
Punkte  b,  c,  e,  d,  g  sind  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Strecken 
66fl,  cco)  ecoi  '^<hi  99n  (welche  letztere  deshalb  „um  90°  gedrehte  Ver- 
schiebupgen"  genannt  werden  sollen) .  und  damit  sind  die  Richtungen 
der  Strahlen  bestimmt,  die  im  Plane  Ä  die  Punkte  g'\  d",  c"  .... 
mit  dem  Pole  0  verbinden.  Es  y^g"0^gg^,  d"0^dd^,  c"0\_cc„ 
u.  s.  .w.  Die  Länge  des  Strahles  g"0  folgt  aus  der  Bedingung,  daß 
g"  auf  der  Wagerechten  durch  g'  liegen  muß,  und  hierauf  ist  d"  ge- 
geben durch  g"d" ^gd,  c"  durch:  e"d"  \^cd  oder  g"c" ^gc,  femer 
b"  durch:  c"6"_|_cÄ,  sodann  e"  durch  b"e" ^be  oder  d"e"  \   de. 

*)  Anstatt  Scheibe  /  in  i  zu  führen,  kann  man  auch  die  Riohtung  des 
Stabes  ak  festlegen.  Der  Plan  (/)  wird  dann  iiberfliis.sig,  da  man  die  Knotenpunkte 
der  Scheibe  /  schrittweise  durch  je  zwei  Stäbe  au  den  Stab  ah  anschlieBea  kann. 
Plan  (ZT)  ist  auch  bei  der  obeu  angenoimnenen  Stützungsart  eatl)elirlich,  doch  möge 
wiederholt  wenien,  daß  die  Anfertigung  von  Einzelplänen  für  die  verschiedenen 
Suheiben  den  Voraug  der  größeren  Übei-sichtlichkeif  besitzt. 
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Wir  teilen  noch  drei  andere  Verfahren  mit,  die  Punkte  d",  e", 
b",  e"  zu  ermitteln: 

1.  Man  zeichne  einen  Linienzug  gid^e^b^Cy,  dessen  Seiten  den 
entsprechenden  Seiten  des  Zuges  ,9odo^o^o^o  parallel  sind  (so  daß  also 
9i^\  II  9^1  <^H  II  '^^1  ■  ■  ■  ■)  *^*^  dessen  Ecken  aui  den  Geraden  gg^^, 
dd^,  eCo,  ....  liegen,  Macht  mau  hierbei  ggi^g"0,  so  ist  auch 
d"0  =  ddi,  e"0  ^  ee,,  u.  s.  w. 

2.  Man  bestimme  die  Pole,  mn  welche  sich  die  einzelnen  Glieder 
der  bewegten  zwanglänfigen  Kette  gegen  das  rahende,  kurz  mit  w  be- 
zeichnete Widerlager,  dem  die  festen  Punkte  a  und  f  angehören,  drehen. 
Der  Pol  {I-w)  der  Seheibe  /  fällt  mit  a  zusammen,  der  Pol  I-Il) 
von  I  gegen  II  mit  dem  Gelenke  c.  Die  Glieder  /,  4,  5  der  Kette 
bilden  mit  dem  Widerlager  zusammen  ein  Gelentriereck,  und  es  liegt 
daher  der  Pol  (4  -w)  von  4  gegen  w  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
ab  und  fe.  Ebenso  folgt,  daß  der  Pol  (4-/i')  von  4  gegen  II  der 
Schnittp-onkt  der  Geraden  cb  und  de  ist,  und  nun  läßt  sich  der  Fol 
{II -w)  von  //  gegen  w  mittels  der  Bedingungen  finden,  daß  die  drei 
Punkte  ( J  ■  w) ,  (/  ■  11)  und  {//  -  w)  in  einer  Geraden  liegen  müssen, 
desgleichen  die  Punkte  (4  ■  11),  (4  ■  w),  {II  ■tv).  Durch  den  Pol  {II- w) 
sind  die  Eichtungen  gg^  und  dd,,  gegeben,  imd  man  ist  jetzt  imstande,  die 
Punkte  g",  d",  c",  b'\  e"  auf  die  zuerst  beschriebene  Art  zu  bestimmen. 

3.  Man  nehme  die  Verschiebung  des  Punktes  b  der  um  a  sich 
drehenden  Scheibe  /  zunächst  beliebig  groß  an  und  stelle  sie  in  einem 
besonderen  Plane  (Hg.  53  B)  durch  einen  zur  Geraden  ba  rechtwinkügen 
Polstrahl  b"'0  dar,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  b'"  unterhalb  oder 
oberhalb  des  Poles  0  liegend  gewählt  wird.  Hierauf  bestimme  man 
die  gleichzeitig  von  den  Punkten  c,  e,  d,  g  beschriebenen  Wege,  indem 
man  die  Reihe  zieht: 

b"'c"' J_bc    imd    a"'c"'J_ac 

''Z'Z-^'"   "  CC-^f''"^ 

c"'d"' ^ed      „      e"'d"' J   ed, 

c"g"'  _\_cg  „  d"'g"'  X^dg. 
Die  Strahlen,  welche  die  Pimkte  b'",  c"\  e"\  d'",  g'"  mit  dem 
Pole  0  verbinden,  stellen  nach  Größe  und  Eichtung  die  Verschiebungen 
der  Punkte  6,  c,  e,  rf,  g  dar.  Nim  ermittle  man  im  Plane  {A)  mit 
Hilfe  von  g"0  ||  g"'0  diejenige  Verschiebung,  welche  g  erfahren  muß, 
damit  die  Auflagerbedingimg  bei  g  erfüllt  wird,  und  hierauf  die  zuge- 
hörigen Verschiebungen  0*0,  d"0,  . . .  indem  man  eine  Figur  5f"c"(/"  .. . 
zeichnet,  deren  Seiten  parallel  sind  den  entsprechenden  Seiten  der  Figur 

g"'c"'d"' 

Die  Figur  (B)  ist  offenbar  nichts  weiter  als  der  WilHoUch^  Ver- 


•)  f"  fällt  mit  a 
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schiebungsplau  derjeniger  kinematischen  Kette,  in  welche  das  zu  unter- 
suchende Fachwerk  durch  Beseitigung  des  beweglichen  Auflagers  g 
übei^ht*). 

Überträgt  man  sehüeßUch  die  auf  einem  der  beschriebenen  "We^ 
gefundenen  Verschiebungen  b"b',  c"d",  d"d',  g"g'  aus  dem  Plane  (Ä) 
in  die  für  die  Scheiben  (i)  und  (//)  angefertigten  Einzelpläne,  und 
zeichnet  in  (/)  die  der  Scheibe  abe  ähnliche  Kgur  a"b"e"  (deren 
Funkt  a"  mit  dem  Funkte  a'  dieses  Flaues  zusammenfällt)  sodann  in 
(//)  die  der  Scheibe  cdg  ähnliclie  Figur  c"d"g'\  so  ist  man  imstaude. 
die  A^erschiebungen  m'm    sämtlicher  Knoten  m  der  Scheiben  Jund  // 


Auf  ähnliche  Weise  wie  das  eben  untersuchte  Fachwerk  kann  auch 
das  in  Fig.  54  dargestellte  behandelt  werden,     Ks  ist  zweckmäßig,  zu- 


Fig.  54. 

nächst  den  Fimkt  a  und  die  Sichtung  von  ah  festliegend  auzunebnieii 
imd  sich  die  Führung  des  Gelenkes  m  beseitigt  zu  denken.  Hierauf 
drehe  man  die  Scheibe  /  so  um  o,  daß  der  Funkt  m  eine  wagerechte 
Gesamt\'erschiebung  m"m  erfährt  Die  Pole,  um  welche  sich  die 
Scheiben  II  und  ///  infolge  dieser  zweiten  Bewegimg  drehen,  sind 
in  der  Fig.  54  angegeben  worden*^.  An  ihrer  Stelle  können  auoli 
die  um  90°  gedrehten  Vei"schiebungen  oder  ein  Williotschei-  Plan  be- 
nutzt werden,  und  es  wird  dem  Leser  empfohleu,  zur  Übung  die  be- 
treffenden Figui'en  selbst  zu  entwerfen***). 

*l  Daß  es  sich  bei  Aufzeiohuung  der  Figur  (B)  in  der  Tat  nur  um  die  wieder- 
holte Lösung  der  in  Kr.  32  vorgeführten  Haui)laufgabe  liandelt,  lehrt  ein  Blick  «nf 
Fig.  34.  Ist  il  =  0  und  Ä2  — 0,  so  entKiirechen  den  lleraden  oe  und  eb  in  Fig.3Ja 
die  zu  ihnen  i'eehtwinkligen  Geraden  n'e  und  p'V  des  Verschiehungsplanes  Fig.  341'. 
-Vergl.  auch  den  Anfang  von  Seite  ((2. 

"}  Das  Zeichen  oo(4-/J)  deutet  un,  daß  der  l'ol  (4-//)  mit  dem  unendlich 
fernen  Sflmittpunkte  der  Stabe  3  und  7  zusamnienfallt. 

•••)  Bei  Polbestimmungen  niünfien  häufig  Gerade  durt'h  die  Schnittpuakte  von 
außerhalb  des  Zeichenblattes  sich  treffenden  Linien  gelegt  wei'den,  was  zwar  keiner- 
lei Schwierigkeiten  bietet,  immerhin  aber  unintändlich  genug  ist,  um  dann  die  Be- 
vorzugung anderer  Veiiahren  un  veranlassen. 
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2.  MH»pi^  Fig.  55  zeigt  einen  statisch  bestimmtsD  Bogen- 
träger  mit  drei  öfinungen.  Derselbe  besteht  aus  vier  geghederten 
Scheiben,  die  in  den  Gelenken  e,  g,  i  aneinander  hängen.  Die  Scheiben 
/  und  //  sind  durch  zwei  StSbe  mit  dem  Kopfe  der  Fendelsäule  ef 
verbunden,  in  gleicher  "Weise  III  und  IV  mit  der  Saide  Im.  Bei  a 
and  n  sind  feste  AiIQagei^lenke  angeordnet 


Fig.  55. 


Wird  der  Verschiebungsplan  dieses  Trägei-s  verlangt,  so  setze  man 
zunächst  voraus,  es  sei  bei  g  die  Verbindung  der  Scheiben  II  und  III 
gelöst,  nehme  dafür  aber  den  Punkt  b  in  der  Richtung  ab  geführt  an 
und  den  Punkt  k  in  der  Richtung  nk.  Für  diese  Stützungsart  ermittle 
man  (genau  wie  im  Beispiel  1)  die  Verschiebungen  der  Punkte  b,  c, 
e.  d,  g  der  linken  Trägerhälfte  und  der  Punkte  h.  1,1.  h,  g  der  rechten 
Hälfte  —  am  besten  in  zwei  besonderen  Figuren  (L)  und  (ß);  deren 
Pole  0,  und  Or  seien.  Hierauf  drelie  man  die  Scheiben  /  und  IV  so 
um  die  Gelenke  a  bezw.  n,  daß  der  Zusammenhang  der  Scheiben  II 
und  III  in  g  wieder  hergestellt  wird. 

Der  erste  Teil  dieser  Untersuchung  möge  für  den  Punkt  g  der 
linken  Trägerh&lft«  die  Verschiebung  0,g'  (Plan  L)  ergeben  haben  und 
für  den  Punkt  g  der  rechten  Hälfe  die  Verschiebung  0,g'  (Plan  R). 
Infolge  der  zweiten  Bewegung  dreht  sich  die  Scheibe  II  um  den  Pol 
(II -w),  dessen  Lage  in  der  auf  Seite  74  beschriebenen  Weise  gefunden 
wird,  und  es  muß  deshalb  der  Strahl  g"0,  rechtwinklig  zu  der  durch 
die  Punkte  {II- tr)  imd  g  bestimmten  Geraden  sein.  Im  Plane  ff 
hingegen  ist  g"0,  rechtwinklig  zur  Geraden  g- — {III-w).  Da  nun 
beide  Pläne  Verschicbungen  g"g'  liefern  müssen,  die  nach  Große,  Rich- 
tung und  Sinn  übereinstimmen,  so  läßt  sich  die  Lage  der  Punkte  g" 
in  folgender  Weise  ennittohi. 

Man  mache  in  (L)  die  Strecke  g's  gleich  und  parallel  dem  Strahle 
g'O,  des  Planes  (J?)  und  lege  durch  den  Punkt  s.  rechtwinklig  zu 
g  —  {III-  w)  eine  Gerade.    Dieselbe  schneidet  die  gegebene  Richtung 
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des  Strahles  g"0,  in  g".    Hierauf  mache  man  in  (Ä)  die  Strecke  O^g" 
gleich  der  Strecke  sg"  in  {L). 

Jetzt  ist  man  imstande,  genau  wie  bei  Aufgabe  1  die  der  Ver- 
schiebung g"Oi  entsprechenden  "Wege  d"0„  c"0„  ....  der  Punkte 
d,  c, . .  .  zu  bestimmen,  desgleichen  die  A'erschiebungen  h"Or,  i"0„  .  .  . 
der  Punkte  k,  i,  .  .  .  . 


Hg.  66. 


3-  BeispitiU  Es  soll  dei'  Tei-scliiobmigsplan  einer  durch  einen 
Balken  mit  Ifittelgelenk  versteiften  Kette  gezeichnet  -werden.  Fig.  5ö. 
Bei  h  ist  ein  festes,  bei  p  ein  auf  einer  Wagerechten  geführtes  Anflager- 
gelenk  angeordnet  Die  ebenfalls  auf  wagerecht^n  Bahnen  bew^liclien 
Gelenke  a  und  x  der  Tragkette  aox  siiid  durch  Kückhaltketten,  deren 
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Langen  sich  um  die  gegebenen  Strecken  i'  und  4"  vergrößern,  mit 
festäi  Punkten  der  Widerlager  verbunden. 

Ton  dem  beliebig  angenommenen  Pole  0  aus  (Plan  A)  wird  i' 
aufgetragen,  und  im  Endptmkte  dieser  der  Unken  Bückhalikette  paral- 
Iden  Strecke  ein  Lot  errichtet,  welches  die  Wagerechte  durch  0  in  o' 
schneidet  Oa  stellt  die  Verschiebung  von  a  dar.  An  a  wird  die 
Verlängerong  AI  des  Kettengliedes  1  angetragen  und  in  dem  auf  AI 
im  Endpunkte  errichteten  Lote  der  Ort  des  Punktes  c   grfunden. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  den  Punkt  c'  zunächst  beliebig  anzunehmen 
und  gewissermaßen  vorauszusetzen,  es  werde  der  Punkt  c  in  der  durch 
den  Strahl  Oc'  angegebenen  Richtung  geführt;  dafür  aber  denke  man 
die  wagerechte  Führung  des  Punktes  x  beseitigt    Denn   durch  die 
Annahme   eines  bestimmten   c'   sind   die  Verschiebungen    sämtlicher 
Knoten  des  Bacbwerks  gegeben,  da  man  schrittweise  finden  kann: 
Punkt  d'  mittels  ä{bd)  und  ä2, 
„       e         „        Ä(6e)     „     4(de), 
,.       f       „       äidf)      „     Hef), 
„       g'       „       A(djr)      „     4(/i,), 
„       h'       „       44  „     43, 

as.  1  die  Punkte  i'.  k\  l\  m\  n',  o\  hierauf: 

Punkt  p'  auf  der  Wagerecbten  durch  0  mittels  Änp, 
„       q'  mittels  ^(nq)  und  l(pq)*) 
„       r'        „       A(«r)     „     4{9r) 
„      s'       „       49         „     410  u.  s.  w.  bis  Punkt  w'. 
Schließlich   erhält  man   den  Punkt  x',   indem  man  in  0  und  «•'  die 
Strecken  4"  (parallel  zur  rechten  Rückhaltkette)  and  415  anträgt  und 
in  den  Endpunkten  dieser  Strecken  Lote  errichtet 

Jetzt  wird  die  vorübergehend  angenommene  Führung  des  Punktes  e 
wieder  beseitigt,  und  hierdurch  das  Fachwerk  in  eine  zwangläufig© 
binematische  Kette  verwandelt,  der  eine  Bewegung  zu  erteilen  ist,  durch 
welche  der  Punkt  x  eine  Verschiebung  x"0  erfährt,  die  mit  Ox'  zu- 
sanunengesetzt  eine  wagerechte  Gesamtverschiebung  x"x'  ergibt  Die 
Pole,  um  welche  sich  die  einzelnen  Glieder  des  Fachwerks  bei  dieser 
zweiten  Bewegong  drehen,  werden  wie  folgt  ermittelt 

Der  Pol  (I-w)  der  Scheibe  I  gegen  das  "Widerlager  fällt  mit  b 
zusammen,  der  Pol  (/•  //)  mit  n,  während  {II  ■  w)  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  (/•«>)  —  (I-IT)  mit  der  Senkrechten  durch  p  be- 
stimmt ist,  weil  sich  p  auf  einer  Wagerechten  bewegt 

Die  Stäbe  4,   5,  6  bilden  mit  der  Seheibe  /  ein  Gelenkviereck, 

*)  A(p?)  und  Unp)  werden  einem  für  die  Scheibe  Zf  gezeichneten  besonderea 
Ptftoe  entnonunen.  Im  Plane  (Ä)  haben  wir.  um  eine  übersichtliche  flgur  zu  erbulten, 
nur  die  Fnn](te  o',  e',  d',  «',  p',  q',  ir\  r'  angegeben. 

UflUer-BreilBu,  Graphische  Stalik.    II.  1.  6 
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und  es  ist  deshalb  der  unendlich  ferne  Schnittpunkt  von  4  und  6  der 
Pol  Tou  6  gegen  /;  derselbe  liegt  in  der  Senkrechten  durch  b;  denn 
die  Pole  (ö-w),  (6-/),  {I-«')  fallen  in  eine  Gerade,  Da  nun  die  Ver- 
schiebiuigsrichtung  des  Punktes  c  rechtwinklig  zur  Achse  des  um  a  sich 
drehenden  Stabes  1  ist,  und  c  auch  dem  Stabe  3  angehört,  so  ist  der 
Schnittpunkt  *p  von  1  mit  der  Senkrechten  durch  b  der  Pol  von  3 
gegen  w,  und  es  bewegt  sich  deshalb  k  rechtwinklig  zur  Geraden  ^k. 
Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  (5  -  n-)  mit  *ß  zusammenfällt  und  ebenso 
kann  gefolgert  werden,  daß  sich  *ß  auch  mit  (7  •  «•)  deckt 

Ganz  ähnlieh  läßt  sich  beweisen,  daß  der  Schnittpunkt  ^'  der 
Geraden  ^o  mit  der  Senkrechten  durch  p  der  genieinscbaftliche  Pol 
der  Stäbe  9,  11  und  13  ist;  denn  die  Pole  (9-w),  (ll•^^),  (13-?c) 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  durch  (II- jc)  imd  die  unendlich  fernen 
Schnittpunkte  der  Stäbe  8  und  10,  10  und  12,  12  und  14  geht 

Legt  man  nun  durch  $  und  den  oberen  Endpunkt  einer  der  lin- 
ken Trägerbälfto  angehörenden  Hängestange  eine  Gerade,  desgleichen 
durch  (/•«.')  und  den  unteren  Endpunkt,  so  erhält  man  im  Schnitt- 
punkte beider  Geraden  den  Pol  dieser  Stange.  Auf  diese  Art  ist  in 
Fig.  56  der  kurz  mit  (4)  bezeichnete  Pol  (4  ■  w)  des  Stabes  4  bestimmt 
worden;  der  Beweis  folgt  daraus,  daß  die  Punkte  (5  •  w),  (4  ■  5),  (4  •  w) 
in  einer  Geraden  liegen,  desgleichen  die  Punkte  (/•?/-■),  (4-7),  (4-W'). 
Ähnlich  werden  die  Pole  der  Hängestangen  der  rechten  Hälfte  ermittelt. 
An  Stelle  der  Punkte  ^  und  (I-w)  treten  hier  die  Punkte  5ß'  uod 
{II- w).  In  der  Figur  sind  die  kurz  mit  (12)  und  (14)  bezeichneten 
Pole  (12  ■  w)  und  (14  ■  w)  der  Stäbe  12  und  14  angegeben  worden. 
Pol  (8)  Ton8  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  $Sß' und  (J- «i)  —  {II-w). 
Der  Pol  von  (15  -  w)  gehört  der  Geraden  9ß'  (14)  imd  der  Mittellinie  der 
rechten  Bückhaltketto  an. 

Um  die  Verschiebungen  zu  eimittehi,  welche  die  Punkte  der  be- 
trachteten Kette  erfahren,  ziehe  man  im  Plane  Ä  den  Strahl  x"  0  recht- 
winklig zur  rechten  Rücklialtkettt^  bis  zur  Wagereebten  durch  x\  hierauf 
x"iv"  _|_  xw  und  Ow"  rechtwinklig  zu  der  Geraden,  welche  den  Punkt 
w  mit  dem  Pole  ^'  verbindet  Deu  Punkt  v"  findet  nian  ndttels  der 
Bedingungen  v"w" J_vw  und  r"0_L((14)  und  den  Punkt  n"  mit 
Hilfe  von  v"n"  J_r?i  und  n"  0  J_n{I-'w),  womit  je  zwei  Punkte  der 
den  Scheiben  npq  und  nmb  ähnhchen  Figuren  n"p"q"  \md  n"in"a" 
bestimmt  sind.  Bei  richtiger  Zeichnung  nuiß  hierbei  p"  in  die  Wage- 
rechtp  durch  0  fallen. 

Damit  Fig.  {Ä)  deutlich  bleibe,  haben  wir  die  bei-eits  gefundenen 
Punkte  x"u"v"n"p"  in  eine  besondere  Fig.  (S)  übertragen  und  in 
«lieser  die  Ermittlung  der  fraglichen  Verschiebungen  fortgesetzt.  Nach 
Auftragung  der  Figui-en  «"y/'j"  und  M"m"rt"  wurden  der  Reihe  nach 
bestimmt: 
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§  1.   Tersrhiebungspläne. 
u"  mittels:  u"w"  ^uw  imd  u"t"    |_  ut 


'".f..  -L 

o"         „        o"s"  _!_os        „ 
l"         „        1"q"  _|_  lo        „ 
A"       „        h"l"  ±hl 
c"        „        c"A"  _!_  cA       „  ■ 
Bei  sorgfältiger  Zeichuimg  muß  eine  von  c' 


"r"  ^sr 
o"n"  _L  on 
l"k"  X  i^ 

(•"d"  _|_  cd. 
aus  rechtwinklig  zu  ca 


gezogene  Gerade  den  Pol  0  des  Verschiebimgsplanes  treffen.     Ferner 
muß  sein: 

m"o_Lm5P',    s"ox«?',    o"Oj_o5P',    r'ox^5P.    A"0_|_A^. 

4.  Seispiel.  Fig.  57  stellt  eine  gegliederte  Scbeibe  der  folgen- 
den Erzeugungsweise  dar.  An  ein  aus  vier  Stäben  bestehendes  Gelenk- 
Tiereck  1,  2,  3,  4  werden  die  Knoten  5,  6,  7, .  .  .  .  «  so  angeschlossen, 
daß  5  verbunden  wird  mit  4  und  2,  6  mit  5  und  3,  7  mit  6  und  4, 
.  .  .  .  n  mit  n — 1  und  n  —  3,  worauf  schließlich  noch  der  Stab  nl 
hinzugefügt  wird.    In  Fig.  57  ist  «  —  8.    "Wird  der  Terschiebungsplan 


Fig.  57. 

für  den  Fall  gesucht,  daft  der  Knoten  1  und  die  Richtung  des  Stabes 
1 — 2  festliegen,  so  nehme  man  zuerst  an,  es  sei  der  Knoten  3  auf 
liegend  einer  festen  Geraden  geführt,  der  Stab  1 — 8  hingegen  beseitigt 
Trägt  man  dann  vom  Pole  0  des  Verschiebungsplanes  aus  die  (in  Fig.  57 
positiT  vorausgesetzte)  Längenänderung  4(2 — 3)  des  Stabes  2 — 3  auf 
und  errichtet  im  Endpunkte  derselben  ein  Lot,  so  ist  dieses  der  Ort 
des  Punktes  3'.  Dieser  Puott  selbst  wird  beliebig  angenommen;  die 
Gerade,  welche  ihn  mit  0  verbindet,  gibt  die  Richtung  an,  in  welcher 
3  vorläufig  geführt  wird. 

Nun  bestimmt  maax  der  Reihe  nach  die  Punkte  4',  5',  6',  7',  8', 
beseitigt  hierauf  die  Führung  des  Knotens  3  und  erteilt  den  nunmehr 
starr  zu  denkenden,  zwanglaofig  miteinander  verbundenen  Stäben  Be- 
wegungen, durch  welche  die  Bedingung  erfüllt  wird,  daß  die  gegen- 
seitige Verschiebung  der  Punkte  8  und  1  gleich  der  Läugenänderung 
4(1 — 8)  des  Stabes  1 — 8  ist  Dazu  ermittelt  man  mit  Hilfe  der  um 
90"  gedrehten  Verschiebungen  3 — 3^,  4 — 4^,  ....  8 — 8,  die  zur  Ge- 
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raden  8 — 80  rechtwinklige  Richtung  des  Strahles  8"0  und  bestimmt 
auf  diesem  den  Punkt  8"  mittels  der  Bedingung,  daß  die  Projektion 
der  Gesamtverachiebung  8"8'  des  Punktes  8  auf  eine  zum  Stabe  (1 — 8) 
paraUele  Gerade  gleich  der  (in  der  Fig.  67  negativ  angenommenen) 
Längenänderung  4(1 — 8)  dieses  Stabes  ist  Jetzt  kann  man  7"  finden 
mittels  7"— 8"  _L  7—8  und  7"0  J_  7— 7(„  hierauf  6",  6", Da- 
mit sind  die  Gesamü'erschiebungen  m"m'  sämthcher  Knoten  m  be- 
stimmt. 

Dem  eben  betrachteten  Stabgebilde  entspricht  ein  Scheibengebilde 
von  ähnlicher  Entstehungsweisa  Ein  Beispiel  bietet  der  in  Rg.  54 
dai^gestellte  Träger.  Die  Glieder  7,  4,  5  bilden  mit  dem  die  festen 
Funkte  a  und  f  verbindenden  starren  Widerlager  ein  Gelehkviereck, 
an  das  der  Knoten  d  mittels  //  und  7  zwangläufig  angeschlossen  wird, 
hierauf  i  mittels  12  und  13,  ftodann  l  mittels  15  und  III,  welches  letzte 
Glied  schließlich  bei  m  eine  Fühnmg  erhält 

S,  Beispiel.  Ea  soll  noch,  eine  xehr  lehrreiche  Aufgabe  mit^teilt  und  auf 
iweierlei  Art  gelöst  werden.  Die  zweite  Lösung  wird  nach  einem  Verfahren  erfolgen, 
das  selbst  in  den  scbwierigKten  lallen  ubemcbtlicli  zum  Ziele  fuhrt. 

An  ein  ans  Stkbeu  gebildet«!  flelenkfünfetk  1—2 — 3 — \—b  seien  weitere  Enoten 
6,  7,  8,  ....  m,  ....  n  durch  je  zwei  Stäbe  in  der  Weise  angeschlossen,  daß  6 
verbunden  wird  mit  6  und  2,  7  mit 
»,-.,  6  und  3,  ....  ,    in   mit  {m  —  1) 

und  (;»  —  4), ....  ,  n  mit  (n  —  1) 
und  (n  —  4).  Der  Knoten  1  und 
die  Richtung  des  Stabes  1 — 2  lic^n 
fi-st;  m  werde  In  einer  ruhenden 
(ieraden  m,;«,  geftthrt,  ebenso  » 
in  n,n^.  E«  soll  der  Versohiebungs- 
plftn  gezeichnet  werden. 

In  Fig.  58a  ist  ?«  =  8  und 
»1  =  11,  Vom  Pole  0  aus  (Fig.  58b| 
wurden  die  Längenünderungen 
A{1— 2)  und  4(1—5)  der  Stäbe 
1 — 2  und  1 — 5  aufgetragen  nnd 
an  4(1—2)  die  Sti-ecke  4(2—3) 
{{eüetzt.  Die  in  den  EndjiuntteD 
von  4(2—3)  und  4(1—5)  auf  diesen 
Strecken  errichteten  Lote  sind  die 
(irter  von  3'  beziehungsweise  5'. 
Werden  die  l'unkte  3'  und  5'  vor- 
läufig willkürlich  angenommen,  flrird 
also  gewis.sermnJäen  zunächst  vor- 
au§gefletzt.  es  seien  die  Knuten  3und  5  (statt  8  und  11}  in  festen,  den  Pol- 
strahlen 03'  und  05'  parallelen  Geraden  geführt,  Su  la.=isen  sich  die  Punkte 
4',  6',  7',  8',  9',  10',  11'  schrittweise  bestimmen,  da  4  durch  zwei  Stäbe  mit  3  und  5 
verbunden  ist,  desgleichen  6  mit  2  und  5,  n.  s.  f. 

Jetzt  hebe  man  die  Fuhrung  der  Punkte  3  und  ö  wieder  auf,  und  drehe  die 
Stäbe  2-3  und  1—5  so  um  die  in  Ruhe  bleibenden  <ielenke  1  und  2.  dott  8  eine 
Verschiebung  %"  0  erfährt,  die,  mit  08'  zusammengistetzt,  eine  zur  Fülirung  8,8« 
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parallele  Vetschietiung  8"8'  ergibt  und  ebenso  für  den  Punkt  11  Mne  zu  llo — Hu 
parallele  Gesamtverschiebunf;  11"11'  erhalten  wird.  Behufs  Darstellung  dieser  Be- 
wegung zeiolme  man  im  Plane  Fig.  58b  eine  Figur  1" — 2" — 3"— 4"  .  . .  8"  ,  .  ,  11", 


deren  Seiten  rechtwintlig  zu  den  ihnen  entsprechenden  Stäben  dee  Fachwerks 
1 — 2 — 3 — 4  ...  8  ...  11  sind,  deren  Funkte  1",  2"  mit  O  zusammenfallen,  und 
deren  Funkte  8",  11"  in  gegebenen  Geraden  (j,)  beziehungsweise  (j„)  liegen.  Dia 
zu  8,— 8«  parallele  (^,]  ist  durch  den  Punkt  8'  beetinunt,  die  zu  11*  =  11,  parallele 
{gn)  durch  den  Punkt  11'.  Diese  rein  geometrische  Aufgabe  EBt  sich  mit  Hilfe  des 
folgenden  (bereits  im  ersten  Bande  mehrfach  benutzen)  Satzes  der  Geometrie  der 
I«ge  lösen, 

ÄTnierl  ein  n-Bdc  in  der  Weise  seine  Form,  daß  »amtliche  Seiten 
desselben  durch  feste  Pani-te  einer  und  derselben  Qa-aden  gelten  (die  im 
vorliegenden  Falle  die  itaendlich  ferne  Gerade  ist)  mährend  n  —  1  Eek- 
pmikte  gerade  Linien  besehreiben,  so  beiregt  sieh  auch  der  letzte  Endpunkt 


Man  nehme  auf  der  zum  Stabe  2 — 3  rechtwinkligen  Geraden  03"  zunächst 
iwei  beliebige  Punkte  (3,",  3,")  Terauchsweise  an,  ebeneo  auf  der  zu  1 — &  reoht- 
winMigen  Ob"  zwei  beliebige  Punkte  (5,,  5,),  ziehe  durch  3i"  und  3,"  gerade  liniea 
rechtwinklig  zum  Stabe  3 — 4  und  bestimme  auf  denselben  die  Schnit^unkte  4,  ■  „ 
4]  ■ , ,  4,  ■  1 ,  4,  - ,  der  durch  5,  und  ö,  rechtwinklig  zu  5—4  gelegten  Geraden.  Es 
Bind  dann 

[0,  3,",  4,.,,  5,];     [0,  3,",  4,.,,  5,];      [O,  3.",  4,-.,  6,1;      [0,  3,",  4,.,,  5,] 
vier  TerHuchsweLse  Lösungen  für  das  verlangte  Viereck  O,  3",  4",  5". 
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Dei-  ersten  I/ismig  entsprei-lien  die  Puiikte  6, ,  7,  ■ , 
„    zweiten    „  „  „        „       6,,  7,-, 

„     dritten      .,  „  „         „        6,,  7,  ■ ,,  8,  ■ ,, 

„     vierten     „  ,,  „         „        6,,  7,-,,  8,-,. 

Die  BeHtimmung  von  6,,  7,-,,  8, -i  erfolgt  der  Reihe  nach  mittels: 
5,— 6,J.6— 6,     0— 6,X2-6,    6,— 7,-,X6— '.    3,"— 7,  ■ ,  J. 3— 7, 
7, .  ,—8,  ■ ,  J.  7—8,    4,  ■  ,—8,  ■ ,  _L  4—8, 

und  in  gleicher  Weise  findet  man  6,, 8,-,. 

In  den  Funkten,  in  denen  die  Geraden  8|-i^~8i-,  und  8,-| — 8,-|  die  ge- 
gebene (ff^  schneiden,  erhält  man  die  zu  (S,",  3,'Ö  gcjiörenden  Lösungen  (8i",  8,") 
und  kann  nun  in  der  Geraden  7, ' , — 7, ' ,  den  Punkt  1"  bestinunen,  in  der  Geraden 
'•  •  I— 'i  -1  den  Punkt  7,",  hierauf  6i",  6,"  und  Ö,",  Ö,".  (Die  Ermittlung  von  ii" 
und  4,"  ist  überflüssig.) 

Weiter  läSt  sich  jetzt  angeben: 

9,"  mittels  8, "—  9,"  J_   8—  9  und  5,"—  9,"  J.  5—  9 
10,"      „       9,"-10,"J,   9—10    „     6,"— 10,"±6-10 
11,"      „     10."— 11,"  J.  10—11     „     7,"— 11,"  J.  7-11 
und  ebenso  9^",  10^",  11,",  worauf  11"  bestinunt  ist  als  Schnittpunkt  der  Geraden 
11,"— 11,"  mit  der  zur  Fiilinmg  11,-11,  parallelen  g„.     Hat  man  aber  11"  ge- 
funden, so  kann  man  auch   10",   9",   8",   7",   6",  6",  4",   3"  ermittcin,    denn   es 
U^n  10,",  10^",  10"  in  einer  Geraden,  des^eichen  S,",  9,",  9"  u.  b.  w. 

Die  mitgeteilte  I*smig  gilt  für  Jedes  m  und  »  und  bezieht  sich  auch  auf 
gegliederte  Scheiben  von  der  in  Abschnitt  XTTt  des  ersten  Bandee  beschriebenen 
ArL  "Wird  die  Führung  des  Euotens  11  durch  einen  Stab  ersetzt,  der  11  mit  1 
verbindet,  so  liegt  11"  auf  einer  zum  Stabe  11 — 1  rechtwinkligen  Geraden,  deren 
Abstand  von  11'  gleich  der  I^genändening  dieses  Stabes  ist.  (Yergl.  Beispiel  4, 
worin  der  Ort  von  8"  auf  diese  Weiae  bestimmt  wurde.)  Auch  wenn  an  die  Stelle 
der- Stäbe  gegliederte  Scheiben  treten,  führt  das  entwickelte  Verfahren  zum  Ziele. 
Zu  einer  anderen,  ebenfalls  allgemeinen  Lösung  führt  die  folgende  Betrachtung. 
Beseitigt  man  wie  vorhin  die  Stützungen  der  Punkte  8  und  11  (Fig.  58  a), 
nimmt  dafür  aber  an,  es  sei  jeder  der  Knoten  3  und  6  mit  einem  außerhalb  des 
Fachwerks  übenden  festen  Punkte  durch  einen  Stab  verbunden,  und  1^  man  diesen 
Stäben  (die  zur  Unterscheidung  von  den  wirklichen  Fachwerkstäben  als  gedaehte  be- 
zeichnet werden  mögen)  beliebige  lüngenänderungen  Ax  und  Ay  bei,  so  lassen  sich 
die  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  durch  wiederholte  Losung  der  ersten 
Hauptaufgabe  (Nr.  32)  bestimmen.  Punkt  8  wird  sich  im  allgemeinen  von  der 
Führung  8, — 8,  entfernen;  die  Projektion  seiner  Verschiebung  auf  eine  zu  6« — 8« 
rechtwinklige  Ger^e  wird  einen  endlichen  Wert  3^  annehmen,  und  ebenso  wird  sich 
auch  für  die  Projektion  der  Verschiebung  von  11  auf  eine  zu  11, — II,  rechtwinklige 
Gerade  ein  endlicher  Wert  S„  ergeben. 

Zwischen  8,,  B,,  und  den  Änderungen  der  Stablängen  bestehen  nach  Nr.  4 
Beziehungen  ersten  Grades,  die  sich  auf  die  Form 

-II  ;N  =[»4  AJ:  +  ß,ay+V 

"•'  U„  =  «..Aa:+ft.Ay+8„' 

bringen   lassen,  worin  8,'  und  8,,'  von  den  Längenänderungen  der  wirklichen  Stäbe 
abhängig  sind  und  diejenigen  Werte  bezeichnen,  welche  t,  imd  8„  für  den  Fall  an- 
nehmen, daß  die  beiden  gedachten  Stäbe  starr  vorausgesetzt  werden  (Zustände  Ax=;0 
und  ^y  =  0).    Verschwinden  auch  die  Längenänderungen  der  wirkUchen  Stäbe  (was 
kurz  durch  As^^O  angedeutet  werden  soll),  so  ergibt  sich  8,'=0,  8,,'=0. 
Weiter  bedeuten: 
a,,  ei,,  die  Werte  von  8,,  8,,  für  den  Zustand:    Ai^  1,    Ay  =  0,    A«:=0; 
ß,,  p„    ,,       „        „    V  «II    ,.      Ti  ,1         A*  =  0,   Ay  =  l,    48  =  0; 
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and  en  können  somit  die  sechs  Eoefäzienten  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  I 
mit  Hilfe  von  drei  Vei'schiebungsplänen,  welche  den  drei  angeführten  Zustanden  ent- 
sprechen, bestimmt  werden,  worauf  die  Bedingungen:  Bj^O  und  6„=;0,  d   h 

a„4a:  +  p„4x  +  «„'=0 
diejenigen  Längenändenmgen  ^x  und  ly  liefern,  welche  den  beiden  gedachten  Sähen 
zogeschrieben  werden  müssen. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auf  diesem  Wege  die  Ermittelung  der  Yerschiebongen 
der  Knoten  jedes  statisch  bestimmten  Fachwerks  auf  die  wiederholte  Lösong  der 
eisten  Hauptaufgabe  und  die  Auflösung  einer  Gruppe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zurückführen  läQt 


DarstelluDg  der  Pormverändening  von  StabzQgea  mit 
'  gelenkartigea  Knoten. 

39,  —  Werden  gerade  Stäbe  so  aneinander  gereiht,  daß  jeder'  Stab 
nur  mit  dem  vorhergehenden  und  dem  nachfolgenden  zDsammenhängt, 
so  entsteht  ein  Gebilde,  welchem  wir  den  Namen  Stabxtig  beilegen.  Die 
Knotenpnntte  bezeichnen  wir  mit  den  Ziffern  0,  1.  2,  ...  {m  —  1), 
m,  (m-\-l),  .  .  .  n,  die  Stablängen  mit  s^,  Sj,  .  .  .  s^,  .  .  .  s,  und 
die  Winkel,  welche  die  Itfittellinien  aufeinander  folgender  Stäbe  ein- 
schließen, mit  ^„  ^g,  .  .  .  X,  -  ■  ■  X-i-    Rg-  59. 


^tf/ 


V  ^'  t    ^ 


Greifen  alle  äußeren  Kräfte  in  den  Knotenpunkten  an,  und  sind 
die  Stäbe  durch  reibtmgslose  Gelenke  miteinander  verbunden  —  was 
beides  hier  vorausgesetzt  werden  möge  —  so  mrd  jeder  Stab  nur  auf 
Zug  oder  Druck  beansprucht;  seine  Mittellinie  bleibt  gerade,  und  die 
gegenseitigen  Versehiebimgen  der  Knotenpunkte  des  Gebildes  sind 
bestinunt  durch  die  Änderungen  As,,  Äs„  .  .  .,  Ä^,,  4^,,  .  -  .  der 
Langen  s  und  Winkel  1:.  Eine  übersichtliehe  Darstellung  dieser  Ver- 
schiebungen ist  IL  a.  von  Wert  ftu-  die  Theorie  des  Faehwerks,  dessen 
Knotenpunkte  häufig  durch  Stabzüge  mit  leicht  zu  berechnenden  Winkel- 
änderungen  ii-  verbunden  werden  können. 
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Zunächst  werde  luigeiiomiiien ,  es  seien  samtliche  As  und  A^ 
bekannt,  auch  werde  voraussetzt,  daß  die  Richtung  der  Achse  irgend 
eines  Stabes  und  ein  Punkt  dieser  Achse  festiiepen,  beispielsweise  die 
Richtung  des  Stabeä  a,  und  der  Knotenpunkt  0.  Die  übrigen  Stäbe 
(«j,  »j,  .  .  .  s„,  .  ,  .  s,)  werden  sich  um  gewisse  Winkel  *!»,,  »|>j,  .  .  . 
<j)_,  .  .  .  tji.  drehen,  und  zwar  ist: 

»]>g=45,:    <i»s=rl^j+Ä^i,;    .  .  .;    *|>.  =  +._,  + iX-,;   ■  ■  ■ 


Fig.  60a.  Fig.  60h. 

Wir  betrachten  nun  einen  beliebigen  Stab  .f.  dessen  Endpunkte 
die  Ordnnngszifiem  a  und  b  tragen  mögen.  Fig.  60.  Der  Weg  aa'  des 
Punktes  a  sei  gegeben.  Behufs  Bestimmung  der  neuen  Lage  b'  des 
Punktes  b  verschieben  wir  den  Stab  ab  paralle!  mit  sich  selbst  in  die 
Lage  a'öj,  findem  seine  Länge  um  das  gegebene  Itfaß  &,&,==  As  und 
drehen  ihn  schließlich  um  den  gegebenen  Winkel  4*-  Hierbei  be- 
schreibt 6,  den  Kreisbogen 

V^-(s  +  4s)+, 
der  aber  —  wegen  der  Beschränkung  imserer  Untei-suchung  auf  sehr 
kleine  Verschiebungen  —  durch  ein  in  6,  auf  a'b^  errichtetes  Lot  von 
der  Länee 

p  =  S<]i 

ersetzt  werden  darf. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Knotenpunktsverschiebangen  (wie  im 
§  1)  in  einer  besonderen  Figur  und  in  gehöriger  Vergrößerung  von 
einem  beliebig  gewählten  Pole  0  aas  an^tragen,  so  zwar,  daß  jede 
Verschiebung  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  einen  vom  Pole 
ausgehenden  Strahl  dargestellt  wird.  In  Fig.  60b  bezeichnet  Oa'  die 
gegebene  Verschiebung  des  Punktes  a\  an  diese  wurde  die  dem  Stabe  s 
piuraUele  Strecke  As  angetragen  und  hieran  die  zu  s  rechtwinklige 
Strecke  p;  es  stellt  danu  der  Strahl  Ob'  die  gesuchte  Verschiebung 
des  Punktes  b  vor. 

Auf  diese  Weise  sind  in  Fig.  59b  die  Vei-schiebungen  der  Knoten- 
punkte des  in  der  Fig.  69  a  abgebildeten  Stabzuges  schrittweise  ermittelt 
worden.    Die  AVorte  Äs  und  p  =  .'*4'  wurden  in  der  Reibenfolge 
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nach  Größe,  Bichttmg  und  Siiia  aneinaniler  gesetzt,  wobei  allgemein 
i««.  II  ^-1  p-_L*--  Anstatt  der  Zeichen  4s^,  4Sj,  ....  wurden  die 
kürzeren  Äl,  A2,  ....  gebraucht  Die  (in  der  Figur  nicht  aus- 
gezogenen) Polstrahlen  Ol',  02',  03',  ....  stellen  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  die  gesuchten  Terschiebungen  der  Knoten  1,  2,  3  .  .  . 
dar.  In  Fig.  69  geben  kleine  Pfeile  den  Drehnugssinn  der  einzelnen 
Stäbe  an.  Einem  positiven  <^  entspricht  im  vorliegenden  Falle  eine 
Drehung  nach  links,  einem  negativen  eine  Drehung  nach  rechts.  Die 
an  die  Stäbe  gesetzten  (-{-)  und  ( — )  bedeuten  die  Vorzeichen  der 
entsprechenden  4».  Die  ein  (-J-)  tra^nden  Stäbe  werden  gedehnt, 
die  übrigen  verkürzt 

Wird  der  Stabzug  in  einer  anderen  als  der  eben  vorausgesetzten 
Art  gestützt,  so  nehme  man  zuerst  die  Richtung  irgend  einer  Stabachse 
und  einen  Punkt  derselben  als  festli^end  an,  zeichne  den  Verschiebungs- 
plan auf  die  beschriebene  Weise  und  erteile  hierauf  dem  nunmehr  als 
starres  Ganzes  zu  betrachtenden  Gebilde  eine  Bewegong,  durch  welche 
die  wirklichen  Auflagerbedingungen  befriedigt  werden.  Die  Verschie- 
bungen, welche  die  Knotenpunkte  infolge  dieser  z^veiten  Bewegung 
erfahren,  werden  —  genau  wie  im  §  1  {Nr.  33)  —  durch  Strahlen 
m"0  dargestellt,  die  nach  dem  Pole  hinzeigen,  und  deren  Zusammen- 
setzung mit  den  Strahlen  Om'  die  Gesamtverschiebungen  m"m'  liefern 
(Fig.  36,  8.  62). 

Wir  werden  die  Ergebnisse  der  voi-st^henden  Betrachtungen  haupt- 
sächlich auf  die  Darstellung  der  FormändeniDgen  von  gegliederten 
Scheiben  anwenden,  die  sich  in  Dreiecke  zerlegen  lassen.  Die  Winkel  ^, 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  der  die  Knotenpunkte  der- 
artiger Scheiben  verbindenden  Stabzüge  sind  entweder  Dreieckswinkel, 
oder  sie  setzen  sich  aus  solchen  zusammen,  und  es  erfordert  daher  die 
Berechnung  der  Ä^  nur  die  Lösung  der  folgenden,  auch  für  spätere 
Untersuchungen  sehr  wichtigen  Aufgabe: 

40.  —  Zweite  ^nptanfgabe.  Gegeben  seien  die  Änderungen 
As,,  As,,  ÄSj  der  Seitenlängen  «,,  a,,  Sj  eines  Dreiecks  ABC,  gesucht 
die  Änderungen  Aa,,  Aa,,  Aotj  der  Winkel  a^,  o,,  a,.    Fig.  61a. 

Zu  einer  sehr  einfachen  Darstellung  der  4a  gelangt  man  mit  Hilfe 
eijies  Williotschen  Terschiebungsplanes.  Man  nehme  A  und  die  Rich- 
tung der  Seite  Ali  als  testliegeud  an.  Dann  fällt  A'  mit  dem  Pole  0 
zusammen  (Fig.  61b)  und  .4'5'=4s,  gibt  die  Verschiebung  von  B  an. 
In  A'  und  B'  trage  man  die  Strecken  4Sj  und  4s,  an  und  errichte 
auf  diesen  in  ihren  Endpunkten  Lote,  deren  Schnit^unkt  C"  die  Ver- 
schiebung OC  von  C  bestimmt  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  C 
auf  dem  in  Nr.  39  beschriebenen  Wege  mittels  der  dem  Stabe  a,  ent- 
sprechenden Werte  4s,  und  pj^=s,ijjj  gefunden,  so  erkennt  mau,  daß 
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das  Lot  C'C^  von  C  auf  A«,  gleich  p,  ißt     Der  Stab  Sg  dreht  sieh 
aber,  da  s,  festliegt,  um  4«^;  es  ergibt  sieh  daher: 


Fig.  61a. 


Fig.  61b. 


erlegt, 


und  ebenso  findet  man  (indem  man  den  Fol  von  A'  nach  B' 
also  B  als  rohend  anRieht): 

"Wir  bezeichnen  nun  den  Schnittpunkt  von  Ä.t,  und  45,  mit  (7,,  ei^ 
riehten  in  einem  beliebigen  Punkte  0  der  A'B'  auf  dieser  Geraden  ein 
Lot,  ziehen  durch  C^,  C„  C,  Parallelen  zu  A'B',  welche  jenes  Lot  in 
1,  2,  3  schneiden  und  erhalten: 

Oi:ÄSi=    '    ~  ■     "^  -  •"    ^ 


01  = 


03  =  -^"-!-*, 


wo  A  die  zu  J  B  rechtwinklige  Höhe  des  Dreiecks  ABC  bedeutet 

Weiter  projizieren  wir  die  Rbecken  C,C'  und  C,C'  auf  eine  zur 
A'B'  parallele  Gerade  und  finden  filr  die  Projektionen  die  Werte: 
CfC  sin  a,  =  p,  sin  a,  =  s,  sin  aiASi  ^  ÄBiA  und  C,C"  sin  o,  ^  ^o^A, 
deren  algebraische  Snmme  =  —  Äot,A  ist,  weil  die  Summe  der  Dreiecks- 
winkel auch  nach  der  Formänderung  180°  beträgt,  mithin 
Äa,  +  Äo,  +  Äa,  =  0  ist 
Ersetzt  man  in  Fig.  61b   die  Langenänderuugen  Aj^^,  A«,,  A«, 

durch    die  Verhältniszablen  —7-' ,    —i-^,    —' *-  (welche   nach   einem 

A    '       A    '       A      ^ 
ZiA/enmaßstabe    durch  Strecken    dargestellt   werden),    s«  liefert  diese 
Figur  die  Werte  Aa,,  A«,,  Ättg. 

Es  braucht  übrigens  nur  das  durch  die  Punkte  1,  3,  2  bestimmte 
Viereck  Q  C3  C,  C  gezeichnet  zu  werden.  3  wird  beliebig  gewühlt; 
1  imd  2  haben  von  3  die  Abstände: 


31  = 


23  =  —*-  — 
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Behufs  Vermeidung  von  Fehlem  bei  der  Feststellung  der  Tor- 
ieichen der  Act,  versehe  man  die  Strecken  C,  C  und  C,  C  mit  Pfeüen, 
die  nach  C  hinzeigen.  Diese  Pfeile  geben  an,  in  welchem  Sinne  sich 
die  Seiten  s,  und  s,  gegen  die  Seite  Sg  drehen.  In  dem  in  der  Figur 
dargestellten  Falle  dreht  sich  s,  nach  rechts,  s^  nach  links;  Aa,  und 
Ao,  sind  also  positiv,  während  sich  für  Aoc,  ein  negativer  Wert  ergibt 

Ans  der  Fig.  61b,  deren  Längenabmessungen  wir  uns  durch  h 
dividiert  denken,  läßt  sich  auch  eine  einfache  Formel  ableiten.  Es  ist 
nämlich: 

—  Aog  =  CjC,  cos  a,  -j-  QC,  cos  04 

C,C,  =  (li_^)_.  1_  ,    Qc;  _  /•_4£,__l..y  _1_ 
\  Sj  a,   /  sm «,  \  Sj  S3  '  sin  Oj 

nnd  es  folgt  daher: 

»'  -==("'- ':')'»*«-+(^-^)"*«.- 

Sind  die  Längeniuiderungen  lediglich  Folge  von  Spannkräften  iS,, 
■Si  5j,  welche  die  Spannungen 

S^  5,  5j 

erzeugen,  so  hat  man 

Ag, ff,        As, ff,        Aa,    ff, 

s,  El'      s,    ~  £■,'      Ä,     Ef' 

Bei  ^eich  großen  Elastizitätsziffem  {E)  ergibt  sich 

£'Aa,  =  (a,  —  a,)  eofga,  +  (a,  —  a,)cotga, 

(2)  Eä«,  =  (ff,  —  ff,}  cotg  a,  -I-  (o,  —  ff,)  cotg  a, 

£'Aa,  =  (ff,  —  ff,)  cotg  a,  +  (ff,  —  a,)  cofg  o,. 


Fig.  62  a.  Fig.  62  b.  Fig.  62  c. 

In  diesem  Falle  ist  es  zweckmäßig,  die  Werte  L'Aa  (an  Stelle  der  4«) 
durch  Zeichnung  darzustellen,  also  in  Fig.  61b  die  — h  durch  die 
mbprechenden  a  zu  ersetzen.    Man  gelangt  dann  zu  dem  in  der  Fig.  62 
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angegebenen  Terfahren,  das  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  mehr 
bedarf.  Zu  achten  ist  auf  die  Vorzeichen  der  Spannungsunterschiede 
ff,  —  ffj  und  ff,  —  ffj,  In  Fig.  62  b  wurden  beide  Werte  positiT  an- 
genommen, in  Fig.  63c  der  erste  positiv,  der  andere  negativ.  In  letz- 
terer Figur  wurde  C,  mit  3  zusammenfallend  gewählt  Hinsichtlich  der 
Vorzeichen  der  Winkeländerungen  stimmt  Fig.  62b  mit  Hg.  61b  überein. 
In  dem  in  der  Fig.  62  c  dargestellten  Falle  erfährt  sowohl  «,  als  auch 
£,  eine  Drehung  nach  rechts;  es  ist  mithin  Aa,  negativ,  An,  positiv. 
Will  man  die  Werte  E^a  berechnen,  so  führt  man  zweckmäßig  die  Hilfe- 
größen ein: 

aj;    w,  =«.(«(<,  (a,  —  a,);    w,  =  cofg o,  (o,  —  ■»,) 

'Aa,  =  u,—  at\     E&Of  =  u,  — U(j    £Aa)  =  u,  —  u,. 

Zur  besiiereii  Übersicht  schreibe  man  auf  jede  Dreieckseite  die 
betreffende  Spannung  und  in  jeden  Winke!  dessen  Eotangente, 
wie  dies  Fig.  63  augilit  Für  das  dort  dargestellte  (mit  dem 
Dreieck  11—12—13  des  auf  Tafel  2  ahgebildeten  Fischbaucli- 
ttägera  übereinstimmende)  Dreieck,  in  dessen  Seiten  die  Span- 
nungen: 

— 141,  -I-  463,  —  17  %r  f.  d.  qem 
heri'schen,  erhält  man: 

u,  =  0,496  (-1-463-1-    17)  =  -t-238; 
ia,=^1.079(—   17-1- 141)  =  -!- 134; 
w,  ^  0,295  (—  141  —  463)  =  —  178; 
E4a,  =  —  178  —  134  =  —  312''  f.  d.  qcm;       E\a,  =  +  238  -|-  178  =  +  416; 
.ßa«,  =  134  —  838  ^  —  104. 

Sehr  zweckmäßig  ist  es  auch,  die  Werte  (■>  zeichnerisch  zd  eimitteLa  und  hierzu 
ein  in  möglichst  großem  Maßstäbe  angefertigtes  Trägemetz  zu  benatzen.  Fig.  64 
fTafel  2,  welche  zwei  Dreiecke  des  auf  dieser  Tafel  abgebildeten  Fisohbauchträgers 
darstellt)  gibt  eine  Anordnimg  an,  die  recht  übersichtlich  ist.  Die  auf  den  Stäben 
stehenden  raten  Zahlen  bedeuten  die  Spannungen  in  kigr  t  d.  qem.  Die  Spannimgs- 
untei-schiede  in  den  die  "Winkel  «„  o,,  o,  einschließenden  Seiten  sind  für  das  Dreieck  /: 

-|-463  +  17  =  -|-480;    —  17 -|- 141  =  -1- 124;    —  141  —  463  =  —  604 
und  für  das  Dreieck  11: 

— 128 -i- 141  = -(- 13;    —  141-f-576  =  +  43ö;    ~676-|- 128  =  - 448; 
dieselben  werden  beziehungsweise  mit  cotga,,  cotgo,,  cotgOf  multipliziert    Die  Er- 
gebnisse sind  für  das  Dreieck  /: 

to,  = -1-238;     ta,  =  4.134;    »,  =  -178 
und  für  das  Dreiei^k  //: 

«,=-i-13;       «,  =  +  177;     q.,  =  -183. 
Die  Strecken,  welche  diese  Werte  u  darstellen,  wurden  in  Fig.  64  durch  Doppel- 
linien bezeichnet.    Der  Spanaungsmaßstab  lautet:  4""  =  100'  f.  d.  qcm;  nur  f^  u, 
im  Dreieck  IT  wurde  der  Maßstab  i— =:i*  f.  d.  qcm  gewählt, 

Ist  für  jedes  Dreieck  nur  ein«  Winkeländerung  ia  zu  bestimmen  [ein  Fall,  der 
vorliegt,  wenn  das  Fachwerk  in  Fig.  77  (Seite  96)  durch  den  mittels  kräftiger  UnieQ 
angedeuteten  Stabzug  ersetzt  werden  soll]  so  gewährt  die  folgende  Darstellungsweiee 
die  beste  Übersicht  Vom  Scheitel  Ä  Fig,  65  des  fraglichen  Winkels  «,  wird  auf 
die  gegenüberliegende  Seite  ein  Lot  gefällt,  und  auf  diesem  werden  die  iü>soluten 
Werte  der  Spannungsunterschiede  aufgetragen,  indem 

AÄ,^a,  —  ff,    und    A  jI,  :=  o',  —  a. 
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gtsinacht  wird.  Zieht  man  nun  .A,B||  s„  ebenso  .4,0113,,  so  ist  J.,£  =  (o,  —  <^)cotga, 
lind  A,C={<3,  —  0,)cot£ai.    Die  Toneichen  werden  an  die  Streolen  geechiieben. 
In  Fig.  65  ist  a,  >  a,  und  o,  >  t»,  vorausgesetzt  worden. 
Dann  folgt: 

Elai:=Ä~B—AZC. 
Temperaturändenmgen  können  oacli  Seite  2 
durch  Vergrößerung  der  Spannungen  ff  =  -=,-  um 

iEt    berücksichtigt    werden.      Ist   beispielsweise 
für   einen   schweißeisemen  Stab:    5=20000*», 

F=50  qem,  ab^o  -^  =400,  und  wird  der  Stab 

um  30°  C.   erwärmt,   so    ist   denLselben    bei  Er-  Fig.  66. 

roittltmg  der  ^ia  nach  dem  zuletzt  beschriebenen 

Verfahren  eine  Spannung  a  =  400  +  t.Et  =  400  +  22  ■  30  =  1060^  t  d. 
qcm  zuzuschreiben,  wobei  «  =  0,000012  und  ^=1800000  ange- 
nommen wurden.  Im  Falle  einer  Abkühlung  um  30°  erhält  man 
(j  =  400  — 22-30  =  — 260. 

41.  Untenuelmiig;  der  Fonn&sdemiiK  elnM  FaolLWerkbalkeiu. 
ZablanbelspieL  (Eigoien  auf  Tafel  2.)  Es  sollen  die  Yerschiebungen 
der  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  des  auf  Tafel  2  abgebildeten 
Hauptträgers  einer  zweigleisigen  Eisenbabnbrücke  für  die  in  Fig.  66 
angegebene  Probebelastung  besünimt  werden.*)  Die  durch  diese  Be- 
la.stung  erzeugten  Spannkräfte  sind  in  Fig,  67  auf  folgende  Weise  er- 
mittelt worden. 

Mit  beliebiger  Polweite  H  wurde  in  Fig.  66  zu  den  Achsenbe- 
lastungen eine  Seillinie  gezeichnet  und  in  diese  ein  Polygon /// 7/2.  . .  X 
einbesehrieben,  dessen  Ecken  den  in  der  oberen  Gurtung  liegenden 
Angriffspunkten  0,  2,  4,  ...  .  18,  20  der  Zwischenträger  entsprechen. 
Hierauf  wurden  in  Fig.  67  njittels  eines  Büschels,  dessen  Strahlen  /, 
II,  ...  X  parallel  den  gleichbezeichneten  Polygonseiten  sind,  auf  einer 
vom  Mittelpunkte  0  des  Büschels  um  H  entfernten  Senkrechten  die 
Enotenlasten  P,,  P^,  P,,  ....  P,g  abgeschnitten  und  durch  einen 
zur  SchluQlinie  des  Seilpolygons  parallelen  Strahl  s  die  an  den  Stütz- 
punkten 0  und  20  angreifenden  Auflagerdrüeke  A  und  B  bestimmt 
Schließlich  wurde  em  Cremonaseher  Kräfteplan  gezeichnet.  In  dem- 
selben bedeuten: 

Ol,  0,,  O5,  ,  .  .  die  Spannkräfte  der  oberen  Gurtung, 
L\,  Uj,  U^,  .  .  ,    „  „  „    unteren       „ 

D„  Dg,  D^,  .  .  .    „  „  „    Füllungsstäbe. 

•)  Bei  Belastnngsjjrobeii  handelt  ev  sich  stets  um  die  ErmitUung  der  von  der 
beweglichen  Belastung  allein  hervorgerufenen  Durubbiegungen. 
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Die  Figuren  68  und  69  bieten  eine  übersichtliche  Zusammen- 
stellung der  Stabläogen  (in  cm),  Querschnittsinhalte  (qcm),  Spannkräfte 
(Ibnwen)  und  Spannungen  {kiiogr.  f.  d.  qcm).  Die  in  den  Figuren  70 
bis  75  abgebildeten  Querschnitte  wurden  voll  gerechnet;  die  Elaslizitäts- 
zifier  wurde  (für  Schweißeisen)  =  1800000*'  t.  A.  qcm  angenommen. 
Der  fWungstab  1 — 2  erhält  den  Quersclinitt:  Fig.  72  mit  F=52  qcm 
Die  FüUungsst  2-3, 3— 4  erhalten  „  Fig.  73  „  ^"=60  „ 
4^5,5-6,6—7,7—8  „  Fig.  74  „  F=^9.  ^ 
8—9, 9—10  „      Fig.  75    „    F=  90    „ 

Fig.  76  zeigt  den  Terschiebungsplan  der  einen  Stabzug  bildenden 
unteren  Gurtung.  Die  nach  Nr.  40  ermittelten  Werte  J^4a  der  an 
dieser  Gurtung  liegenden  Dreieckswinkel  a  sind  in  die  betreffenden 
Winkel  eingeschrieben  worden;  sie  bestimmen  die  Änderungen  4^  der 
Stabzugswinkel  "z.  Zuerst  wurde  der  Knoten  9  und  die  Richtung  des 
Stabes  7 — 9  festliegend,  der  Stabzug  aber  sonst  frei  angenommen.  Es 
entspricht  dann: 

dem  Stabe  7—5  der  Wert  E<^j__^  =  E^%  =  +  212  +  363  +  294 
=  4-  869*»  1  d.  qcm. 
„      5—3    „        „      i;-j)j_,  =  +  869  +  (301+439  +  426) 

=  +  2035, 
„      3—1    „        „      .ff*;-3_,=  2035 +  (447 +  541 +  412, 
.  j_3435 

„      1-0    „       „      .E.;t,_o=  3435 +  (2170 +  926) 
=  +  6531, 
imd  ebenso  ergeben  sich  für  die  rechts  au  9  sich  schließenden  Stähe 
der  Reihe  nach  die  Werte: 

E^*  =  850;     1754;     2433;    3421;     4943;    8389. 
Alle  auf  der  linken  Seite  des  ruhenden  Stabes  7 — 9  befindlichen 
Stäbe  erfahren  eine  Drehung  nach  recht;,  die  auf  der  rechten  Seite 
eine  Drehung  nach  links. 

Für  den  Stab  0  —  1  erhält  man  nun 

,...  =,.  +  =  i:|*  =  2,l-^3^^  =  0,983-=  9,88- 

für  den  folgenden  Stab:  p  =  6,21""  u.  s.  f.     Diese  Werte  wurden  in 
Fig.  66  (in  Klammem)  an  die  einzelnen  Stäbe  geschrieben;  desgleichen 

wurden  die  Langenändenmgen  is^Y,pi=-vr  angegeben.     Für  den 

478  ■  971 
St»b  0—1  ergibt  sich  z.  B.:  4so_,  =-^^^qoq  =0,072~  =  0,72~ 

Nach  Erledigung  dieser  Rechnungen  konnte  der  Verschiebungsplan 
auftragen  werden.  An  die  Strecke  7'  —  9'  =  4fi,_,  =  0,94"~'  (Maß- 
stab 2:1)  wurden  links  der  Reihe  nach  angetragen: 
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as,_j  =  0,98",     p,_5  =  1,77-*,     4ä5_j  =  1,00",     pj_j  =  4,26", 

und  rechts  die  Strecken: 

ÄSg_,i  =0,96--  Pb_„  =  1,70"'",  4s,,_,a  =0,93"",  p,,_,,  =3,53"", 

u.  s.  f. 

Die  Eudpimkte  der  Sb-ecken  pj_(,  pj-g,  -  -  -  bestünmea  die  Punkte 
5',  3', diejenigen  von  p,-,,,  Pn-isi  ...  die  Punkte  11',  13',  .  .  . 

Schließlich  wurde  zur  Erfüllung  der  wirklichen  Auflagerbedin- 
gungen geschritten  und  die  dem  Stabzuge  0  —  1  —  3  —  5.  .  .  19  —  20 
ähnliche  Figur  0"  — 1"  — 3"  — 5"  .  .  .  19"— 20"  gezeichnet  Der 
Punkt  0"  fällt  mit  0'  zusammen,  weil  Knoten  0  fesüiegt,  während  20" 
auf  der  Wagerechten  durch  20'  liegen  muß,  da  der  Knoten  20  auf 
einer  wagerechten  Auflagerbahn  geführt  wird;  0" — 20"  ist  rechtwinklig 
m  0—20.*} 

Damit  sind  die  Verschiebungen  1"  1',  3"  3',  .  .  .  .  der  Knoten 
1,  3,  ...  .  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  bestimmt 

In  Fig.  76  wurde  noch  die  Biegungslinie  der  unteren  Gui-tung 
eingetragen.  Die  Eckpunkte  0^,  lo,  3^,  .  .  .  .  derselben  liegen  senk- 
recht unter  den  entsprechendeu  Knoten  0,  1,  3,  ...  .  und  auf  den 
Wagerechten  durch  die  Punkte  0',  1',  3',  .  .  .  .  ;  die  grüßte  senkrechte 
Terschiebung  (28,8—)  erfährt  der  Knotenpunkt  9.  Wird  nur  das 
Bieguugspolygon  gesucht,  so  braucht  die  Figur  0"  —  1"  —  2"  .  .  .  20" 
nicht  gezeichnet  zu  werden. 


Fig.  78. 

Will  man  die  Verüchieboiigen  sämtlicher  Knotenpunkte  haben,  so  muH  miui 
den  in  plg.  77  kiSftig  aiisRezogenen  Stabzng  0—1—2—3  .  .  .  18—19—20  nnter- 
Buchen.     In  Fig.  77   sind   die  Längenänderangen  der  Stäbe  (in  mm)  und  in  Fig.  78 

•)  Probe:  Die  Vei-sc^hiebung  20"  —  30'  muß  im  vorIie(;onden  Falle  gleich  der 
Summe  der  Längeoänderungen  ia  der  Stäbe  der  oberen  Ourtung  sein.  Da  diesi' 
Stäbe  gleiche  länge  und  gleichen  (Jiicrstlinitt  haben,  so  findet  man; 

~  KF        ~  1IWO0OO--278 


=  11,6- 


DigitizedbyGoOglC 


96  Emtä  AhtDÜimg.    Erster  Abschnitt 

die  Wyile  A'ia  (iu  Mg  i.  d.  qein)  iuigepelien  woi'den.  Dem  Leser  wird  empfohlen, 
diese  Aufgabe  zu  lösen.  E.s  i.it  zweclunäßig,  zuerst  dea  Knoten  10  und  die  Richtung 
des  Stabes  10 — 9  oJa  i-uhond  anztu^hen. 

42.  —  Wir  wollen  die  im  vorstehenden  gelelirte  DarstoUimgs- 
weise  der  Verschiebungen  tiu-z  das  Stabzuffverfaftren  aeanen:  dasselbe 
liefert  übersichtlichere  Figui'en  als  das  Verfahren  von  Williot  und  ver- 
dient namentlich  dann  den  Vorzug,  wenn  die  nach  Williot  zur  Be- 
stimniung  der  Punkte  »i'  auf  den  As  zu  errichtenden  Lote  sich  unter 
sehr  spitzen  Winkeln  schneiden.  Dagegen  erfordert  das  Stabzugver- 
fahren etwas  mehr  Zeit,  es  sei  denn,  daß  die  Winkeläiiderungea  noch 
ttnderweitig  gebraucht  werden,  was  beispielsweise  der  Fall  ist,  wenn 
für  ein  unter  der  Voraussetzung  gelenkarüger  Knoten  berechnetes,  in 
Wirklichkeit  aber  vernietetes  Fachwerk  die  von  den  festen  Verbindimgen 
herrührenden  Spannungsänderungen  nachgewiesen  werden  sollen  —  eine 
Aufgabe,  die  sich,  wie  in  der  zweiten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt 
werden  wird,  mit  Hilfe  der  Winkeländerungen  besonders  einfach  lösen 
läßt  Hierbei  wird  allerdings  voransgesetzt,  daß  diese  Zusatzspannungen 
(welche  auch  Nebenspannungen  heißen)  und  die  Verschiebungen  für 
ein  und  denselben  Belastungszustand  verlangt  werden,  ein  Fall,  der 
häufig  eintritt 

Auch  die  Anwendung  eines  gemischten  Verfalirens  ist  oft  am 
Platze.  So  kann  es  z.  B.  voileilhaft  sein,  bei  TJntersuchnug  der  in  den 
Figuren  50  bis  56  dargestellton  Träger  die  für  die  einzelnen  Scheiben 
erforderlichen  Sonderpläne  nach  dem  Stabzugverfaliren  zu  zeichnen, 
während  es  im  übrigen  zweckmäßig  ist,  den  früher  befolgten  Weg  ein- 
zuschlageu. 

43.  ZelfdmerlsolLe  Ermittelnng  der  Werte  p.  Wir  betrachten  (wie 
in  Nr.  39)  einen  Stabzug  0  — 1  — 2—  ,  ,  ,  — n  Fig.  79,  dessen 
Knoten  0  und  Stabricbtung  0  —  1  festliegen  und  suchen  die  nur  von 
den  Winkeländerungen  i^  abhängigen  Vei-schiebungen,  nehmen  also 
an,  es  seien  sämtliche  As  =  0.  Der  Verscliiebungsplan  besteht 
dann  aus  einem  Linienzuge  0  —  2'  —  3'- —  ...  — «',  dessen  Seiten 
02'^  Pj  ^s,A^,,  2'3' ^  p,  ^SjA^,  .  .  .  beziehimgsweise  i-echt- 
■winklig  zu  den  Stäben  s,,  a,.  ...  sind,  und  der  offenbar  bestimmt  ist, 
sobald  die  Projektionen  8,',  f-^',  .  .  .  der  Verschiebungen  02'.  03',  .  .  . 
auf  eine  Gerade  AB  (deren  Kichtuug  aber  keiner  der  Stabacheen 
parallel  sein  darf,  damit  sie  von  keiner  Seite  p  reclitwinklig  geschnitten 
wird)  gegeben  sind. 

Die  Seiteuverschiebimgen  h'  lassen  sich  sehr  leicht  finden.  Dazu 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  ändere  sich  nur  der  Winkel  ^i,  es  drehe 
sich  also  der  Stabzug  1 — 2—  . .  .  n  um  Ai^,.  Punkt  tn,  der  vom  Dreh- 
punkte 1  den  Abstand  e  haben  möge,  verschiebt  sich  in  einer  zur  Geraden 
1  —  >n  rechtwinldigen  Richtung  und  um  eine  Sti-ecke:  8„-|=eA^j, 
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derein   Projeklion  8^' . ,   anf  die   zur  AB  paraJJele  mm^  durch  die 
Gleichung: 

S.' .  i :  ». .  1  =  a;,  :  e 
bestimmt  ist,  worin  Xj  den  Abstand  des  Knotens  1  von  der  Geraden 
«int,  bedentet    Man  erhält: 

und,    wenn   sämtliche  Winkel   die  vorgeschriebenen  Änderungen  Ä^ 
erfahren: 
(3)        5.'  =  a^i^, +a^i*,  +  .  .  .  «,_,A^,.,  =  S^Atr, 
Die  Winkeländerungen  4^,  4X+,.  .  .  .  sind  ohne  Einfluß  auf  die 
Bewegung  von  m. 


Fig.  19. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  stehende  Ausdruck 
läßt  sich  nun  deuten  als  das  auf  den  Punkt  m  bexogene  statische  Mo- 
ment von  Kräften  4^,,  4^,  ....  4^,,,,  welche  in  den  links  von  m 
gelegenen  Knotenpunkt  anffreifen  und  die  Richtung  AB  hab&i,  und 
hieraus  (und  aus  Band  I)  ergibt  sich  das  folgende  Verfahren,  die 
Werte  p  durch  Zeichnung  za  bestimmen. 

Man  zeichne  zu  den  Gewichten*)  4^,,  4*„  .  .  .  4X.i  mit  der 
Polweite  1  (^oAIeneinheit)  ein  Seüpolygon,  dessen  erste  Seite  zweck- 
mäßig rechtwinklig  zu  .^j?  angenommen  wird.    Die  den  Knotenpunkten 


*|  Der  Ausdruck  Oeicirhf  wA.  hier  natürlich  in  mathematischem  Sinne  zu  nehmen. 
Die  AS  sind  Zahlen,  ihre  Auftragung  macht  die  Anfertigung  einee  besoBderen  Zahlen- 
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2,  3,  .  .  .  m,  .  .  .  ra  eotsprechenden,  parallel  zu  AB  gemessenen  Ab- 
stände des  Seilpolygons  von  der  Seite  I  sind  dann  beziehungsweise 
=  5j',  hg',  .  .  .  hj,  .  .  .  h.'.  Zielit  man  also  durch  die  Punkte  .1. 
2,  ...  7«,  ...  «  des  Seilpolygons  Parallelen  zur  Seite  I  und  zeichnet 
einen  Linienzug  0'2'  ...  jn'  ,  .  .  n',  dessen  Ecken  in  jenen  Parallelen 
liegen,  und  dessen  Seiteu  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten 
des  Stabzuges  sind,  so  erhält  maa  die  Werte: 

p,  =  0'^2',  ps  =  2'^3',  .  .  .  ,  p.  =  (n— 1)'  — n'. 
Will  man  diese  Strecken  p  in  v-facher  Vergrößerung  erhalten,  so 
ersetze  man  die  4^  durch   die  Gewichte  vA^  oder  die  Polweite  1 
durch  die  Polweite 

In  Kg.  79  wurde  angenommen,  daß  die  Winkel  ^_.i  und  %_  ab- 
nehmen, alle  übrigen  ^  hingegen  eine  Vergrößerung  erfahren. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  die  auf  Tafel  2  in  Rg.  76  angegebenen  "Werte  p 
durch  Zeichnung  zu  besdnunen  und  die  ErgebnL;ise  mit  den  durch  die  Bechnun^ 
gewonnenen  zu  vergleichen.  Sollen  die  p  im  Maßstäbe  2 : 1  erimlten  werden,  so  sind 
(wenn  die  Polweite  :=1  gewählt  wird)  die  Knoten  den  im  Maßstäbe  1:300  gezeitb- 

neten  Faehwerks  mit  den  Gewichten  2.300ii  =  -^J^- =  ^^  zu  bela-sten. 

1800000        3UlK) 
Dem  Knoten  1  entspricht  z.B.  ffiS  =  2170  +  926^3096,  und  es  ist  daher  seiii^ 
Belastung  =1,032. 

44.   Längenändemng   einer   Stabzugaehne.    Eine    füi-    die   Folgt' 

wichtige  Aufgabe  besteht  darin,  die  Längenänderung  der  zwei  Knoten 
0  und  n  eines  Stahzugcs  (Fig.  80)  verbindenden  Sehne  durch  die 
Längenänderungen  A«  und  Winkelanderungen  Ai  auszudrücken.  Wir 
bezeichnen  den  Abstand  irgendeines  Knotens  m  von  der  Sehne  0  —  n 
mit  y^,  den  Neigungswinkel  des  Stabes  «„  gegen  die  0  — «  mit  9. 
und  setzen  s_  cos  9.  =  e_. 

Die  Vergrößerung  von  ^„»  um  A^_  erzeugt  für  sich  allein 
Ai^y.Ü«,  ein  Ergebnis,  das  olme  weiteres  aus  Nr.  43  (und  auch 
aus  Fig.  80)  folgt,  während  der  Änderung  der  Stablänge  s.  um  As. 
Ai:=4s_cos9_  entipricht     Im  ganzen  entsteht  daher; 

a;=  2j/.Ai„  +  2As.  rosip.*) 
und  für  den  Fall  /:=0(w^n  As^-^  j: 

(4)        il  =  %.i^.  +  S°-e.. 

')  Sy«iS„=5y_iS«  liedeiitet  die  Siuninc  der  Werte  tf,aS,,  tf,iSj  .  .  - 
bis  yn-lA3a.l- 
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"Will  man  diese  Formel  aoch  dann  anwendea,  wenn  Temperatur- 
ünderungen  berücksichtigt  -n-erden  sollen,  so  muß  man  die  Spannung 

a  =  -p  nm  den  Betrag  sEt  erhöhen.    Tergl,  den  Schluß  von  Nr,  40, 


Fig.  80. 

Der  Ausdruck  Sy45'  läßt  sich  als  das  auf  die  Sehne  0  —  n  be- 
zogene statische  Moment  von  Gewichten  Ä^,,  A^,,  .  . ,  deuten,  welche 
in  den  Knoten  1,  2, .  .  .  des  Stabznges  angreifen  und  parallel  zu  0  —  n 
sind.  Es  ist  tüso  möglich,  diesen  Ausdruck  mit  HiMe  eines  Seilpolygons 
darzustellen. 

§3. 
Die  Biegungslinie  als  Seilpolygon  betrachtet. 

45.  Anffassiing  elnea  beliebigen  Polygons  als  Sällpolygon.    Jeder 


,  Pj, 


BUS  Geraden  bestehende  Linienzug  0  —  1  —  2  —  3  —  .  .  .  (Fig.  81) 
läßt  sich  als  das  Seüpolygon  endlicher  Kräfte  P,,  Pj  ~ 
die  in  den  Punkten  1,  2. 
3, . .  .  angreifen,  und  deren 
Sichtungen  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  willkürlich 
gewählt  werden  dürfen.' 
Las  Größenverhältnis  die- 
ser Kräfte  ist  durch  die 
Seiten  eines  zweiten  Linien- 
zuges AB  CD  .,.  be- 
stimmt, dessen  Ecken  auf 
den  durch  einen  beliebigen 
Pol  0  parallel  zu  den  Ge- 
raden 0-1, 1—2, 2—3, .. . 
gezogeneu  Strahlen  /,  II,  III, 
die  Richtungen  der  Kräfte  P,,  P,,  Pg,  .  .  .  haben. 

P^-.P^iP^:.  .  .  =AB:BC:  CD:  .  .  . 
Sollen  alle  Kräfte  endlich  werden,  so  darf  die  Richtung  keiner  Kraft  in 
eine  der  beiden  angrenzenden  Seiten  des  Linienzuges  0 — 1 — 2 — 3 — .. . 


liegen,  und  dessen  Seiten  AB,BC,  CD, . . . 
~     ~  '  '         Es  verhält  sich: 
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f^en,  es  darf  also  z.  B-  P,  weder  die  Richtang  von  II  noch  die  von 
///  haben. 

"Wird  ein  Linienzug  0 — 1 — 2 — 3 —  ...  als  das  Seilpolygon 
paralleler  Eräf^  betrachtet  (Fig.  82),  so  bestehen  zwischen  der  Fol- 
weite  H,  den  Kräften  P  und  den  in  der  Sichtung  der  P  gemessenen 
Abständen  i],,  ■»),,  -»Ib,  . . .  der  Punkte  1,  2,  3, . . .  von  einer  beliebigen 
Geraden  AB  einfache  Beziehungen,  die  es  gestatten,  die  P  durch  die 
■q  auszudrücken.  Legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  2  eine  Parallele 
zu  AB,  welche  die  Richtung  von  P,  in  3'  trifft  und  verlängert  1 — 2 
bis  3",  80  erhält  man: 

3^=1>  — In  also 


Kg.  82. 

wobei  Xg  und  \g  die  Projektionen  der  Seiten  1 — 2  und  2 — 3  auf  eine 
zur  Richtung  der  P  rechtwinklige  Gerade  bedeuten.    Weiter  findet  man: 

3^*^L"3:X,=P,  :fl;  mithin:  3"  —  3  =  P,  ^ 

und  daraus  folgt  dann: 

L     *i  ^»      J 

und  allgemein: 

("     p.=i7[>--J-->.t^;-v]. 

46.  Die  Blegangsllnle.  An  der  Hand  der  vorstehenden  Betrach- 
tungen möge  nun  die  Biegungslinie  eines  Stabzuges  0 — 1 — 2 —  .  .  , 
m  .  .  .  (Kg.  83)  als  Seilpolygon  paralleler  Kräfte  gedeutet  werden. 

Den  in  einer  senkrechten  Ebene  angenommenen  Stabzug  beziehen 
wir  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  x,  y,  dessen  Wahl 
an  die  einzige  Einschränkung  gebunden  ist,  daß  keiner  der  Neigungs- 
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winket  ßi,  ß,,  ß,  .  .  .  der  Stäbe  a^,  a,,  s,  .  .  .  gegen  die  a>AcIise 
gleich  90"  seia  darf.  Sodann  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Yer- 
.  Schiebungen  stoitlieher  Kno- 
tenpunkte in  je  zwei  den 
Achsen  X  und  y  parallele 
Seit«Qrerschiebungen  äx  und 
&y  (das  sind  die  Änderungen 
der  Koordinaten  x  und  y)  zer- 
legt und  denken  uns  die  A^ 
auf  den  durch  die  Knoten- 
punkte parallel  zur  ^-Achse 
gelegten  Geraden  von  einer 
beliebig  angenommenen  Ge- 
raden AB  aus  auftragen. 
Den  Linienzug,  welcher  die 


! 

Pr- 

ZIL^           1 

^ 

^- 

«C 

~>v 

1^ 

w" 

"pi  j      -. 

fU 

Ü 
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. 

ir^ 
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J 

■& 

Fiß.  83. 


Endpunkte  der  Ly  verbindet,  nennen  wir  die  Bi^ungsUnie  und  die 
von  dieser  Linie,  von  der  AB  und  den  ij,,,  Ay,  begrenzte  Fläche 
die  Bieffungsfiäche  für  die  Rtektung  y.  Die  der  »/-Achse  parallelen 
KrSfte,  deren  Seilpolygon  die  Biegungslinie  ißt,  bezeichnen  wir  mit 
""ii  w'ii  -  ■  ■  "'-)  '  ■  ■  ;  sie  sind,  wenn  die  Polweite  ^  1  ist,  be- 
stimmt durch: 

(2)         w,=  X, -ii,   1 

Differentüeren  wir  nun  die  Gleichung 


und  ersetzen  (da  es  sich  um  verschwindend  kleine  Yerschiebungen 
handelt)  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A,  so  erhalten  wir: 

Ä^«-i  —  Äff.  =  4s_  sin  ß_  -|-  s.  cos  ß^Aß« 
und  (nach  Division  durch  X«  =  «„  cos  ß„) : 

Ebenso  ergibt  sich: 


weshalb  entsteht: 


X-+, 


-Aß.+  Aß..„-^tgß.  +  ^^=i^tgß.+,. 


Nun  ist  aber:  ß.+,  +  180°  —  ß.  =  ^,, 

mitiiin:  Aß„+,  —  Aß„  =  AtJ„, 

und  es  findet  sich  schließlich 


(3J 


w.=  4^„- 
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Für  p.^90°  oder  ß«+i  =  90''  wird  w.  unendlich  groß,  imd  es 
leuchtet  ein,  daß  die  zu  Anfang  der  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Lage  des  Achsenkreuzes  gemachte  Einschränkung  geboten  ist,  wenn 
alle  w  endlich  sein  sollen. 

Bleiben  die  anfänglichen  Stabtemperaturen  ungeändert,  ist  also  für 

jeden  Stab:  —  = -_^  =  -=-,  und  besitzen  sämtliche  StÄbe  die  gleiche 

Elastizitätsziffer  E,   so   ist  es  zweckmäßig,  die  Bieguugslinie  als  das 

SeUpolygon  von  Kräften 

(4)        w„  =  E^l^^  _  a.  tg  ß.  +  ff.^.,  tg  ß.+, 

aufzufassen.     Wählt  man  dann  die  Polweite  E,  so  erhält  man  die  Ay 

in  demselben  Maßstabe,  in  welchem  der  Stabzug  gezeichnet  ist    Will 

man  die  A^  in  v-mal  größerem  Maßstäbe  darstellen,  so  mache  man 

E 
die  Polweite  =  —  .Es  ist  dieses  Verfahren  —  bei  überall  gleichem  E  — 

duoh  dann  zu  empfehlen,  wenn  Temperaturänderungen  berücksichtigt 

werden  sollen ;  man  muß  dann  aber  die  Spannungen  a  =  ^  um  e  Ei 

Tergrößem.    Tergl.  den  Schluß  von  Nr.  40. 

Nach  Anfzeiehnimg  des  Seilpoljgons  sind  die  A^  bestimmt,  sobald 
die  Schlußlinie  AB  g^;eben  ist,  sobald  also  beispielsweise  zwei  "Ver- 
schiebungen Ay  bekannt  sind. 

ZahtanbeitffUi  (Figuren,  auf  Tafel  2).  E^  sollen  die  senkrectiten  Seiten- 
Terschiebungen  der  Enotenpuntte  der  oberen  Ourtung  des  in  Fig.  84  abgebildeten 
ÜBchbauclitrSgers  bestimmt  werden.  Die  Belastung  ist  in  Fig.  66  angegeben;  dm 
EJ^fteplan  zeigt  Fig.  67.*)  Die  Stablängen  s  und  Querscbnittsinhalte  F  und  in 
Fig.  68  zusammengestellt,  die  Spannlo&fte  S  und  Spannungen  a  in  Fig.  69.  Die 
roten  Zablen  in  Fig.  84  bedeuten  die  nach  Nr.  40  ennittelten  Werte  E\a  {igr  f.  d. 
qem)  der  Dreieckswintel,  aus  denen  sieb  die  Winkel  ä„  ^i,  .  .  .  zusammensetzen. 
Es  ergibt  sieb: 

Eii,  =  +  1719  +  1373  +  243  =  3336*  f.  d.  qcm ;  .E43,  =  298  +  713+26  =  1036; 
i:dS,  =  1371;  £45,  =  467;  ff4ä„  =  1248;  £^4ä„  =  681;  £4»,»  =  1025; 
.EdS„=1150;    i:4S„  =  38ö6. 

Da  die  Neigungswinkel  sämtlicher  Obergurtstabe  gegen  die  wagerechte  r-Acbse 
gleich  Null  sind,  so  folgt  aus  Gleich.  (A) 

Die  Gewichte  jt.  wurden  im  Mafetabe:  lOOG**  f,  d.  jcm  =  5""  a,u:^etragen. 
Der  Längenmaßstab   der  Trägerzeichnung  ist  1 :  300,   der  für   die  Verschiebungra 

ist   600  mal    so    groß    (nämlich  2:1),    und    es    wurde    daher    die   Polweite   ~^^ 

1800000 
^  — e{V\       ^  SOOO**  f.  d.  qcm  =  16""  gewählt    Nach  Aufzeichnung  des  Sffllpoly- 

gons  wurde  die  Schlußlinie  AB  mittels  der  Bedingungen  festgelegt,  daß  die  senk- 
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rechten  Versotuebnngen  der  Knoten  0  und  20  gl^oh  Null  sind.  Die  für  die  Durcli- 
biegungen  gefundenen  Werte  wnrden  in  die  Figur  eingesclirieben. 

Im  Torli^enden  Falle  lassen  sich.  Buch,  die  wagerechten  Terschiebnngen  der 
Knoten  2,  4,  .  .  .  der  oberen  Gurtung  sehr  schnell  angeben.  So  erföhrt  8  eine 
TerschiebuQg  nach  linLs,  welche  gleich  der  Samme  der  (in  die  Fig.  84  eingetragenen) 
Verkürzungen  der  Stäbe  0—2,  2  —  4,  4—6,  6—8  ist,  also  =1,09+1,12+1,16 
+ 1,17  =  4,54"".  Für  den  Knoten  18  erhält  man  die  wagereohta  Verachiebung 
10,32"".  Das  ganze  Verfahren  ist  aetir  übersichtlich  und  liefert  auch  recht  zuver- 
lässige Ergebnisae. 

Wir  empfehlen  dem  Leeer,  zur  Cbnng  auch  die  Biegungslpie  der  unteren 
Gurtung  dieses  Trägers  durch  ein  Seilpoiygon  darzustellen.  Zuerst  müssen  die  den 
einzelnen  Stäben  entsprechenden  Werte  o  tg  ß  berechnet  werden,  wobei  die  Vorzeichen 
streng  zu  beachten  sind.  Für  die  Stäbe  0—1  bis  7—9  ist  ß  negativ,  für  11  —  13 
bis  19  —  20  positiv  {vergl.  auch  die  Textfigur  83  auf  S.  101).  Man  erWUt  mit  den 
in  der  Fig.  68  angegebenen  HÖbenzahlen ; 

für   den  Stab  0-1:    a tgp  =  — 478^|^  =  — 263, 

1-3:   ,^p  =  -492y«^  =  -210, 

für  die  folgenden  Stäbe  der  Beihe  nach: 

otgp  =  — 161;   —98;   —47;   0;   +47;   +98;   +151;   +219;   +264. 
Die  £as  sind  für  die  Knoten  I,  3,  5,  ...  .  19: 

3096;    1400;    1166;    869;    850;    904;    679;    988;    1522;    3446, 
und   es   ergeben  sich   mithin    für  die  Gewichte  icm  nach  Gleichung  (3)  die  Werte 
(klgr  f.  d.  qem) 

»,=3096  +  263  —  210  =  3139  |  ir„=  904—  0+  47=  951 
»,  =  1400  +  210-161  =  1469  ,  ir„=  679—  47+  98^  730 
».  =  1166  +  161—  98  =  1219  j  >r„=  988—  98  +  161  =  1041 
w,=  869+  98—  47=  920  i  tc,,  =  1622  —  161  +  219  =  1590 
»,=  850+  47+  0=  897  ,  w„  =  3446  — 219  +  264  =  3491. 
Die  Folweite  wähle  man  wie  vorhin  =:  3000^  f.  d.  gern;  man  erhält  dann  die  senk- 
rechten Verschiebungen  im  Maßstäbe  2  : 1. 

Will  man  die  senkrechten  Verschiebungen  »ämüiekw  Knotenpunkte  des  Trügers 
mit  Hilfe  eine»  Seilpoljgons  darstellen,  so  betrachte  man  den  in  Fig.  77  (Seite  96) 
dnrch  klüftige  Linien  dai^eetellten  Stabzug.  Dieser  letztere  Weg  führt  aber  nur 
dann  zum  Ziele,  wenn  alle  Füllungsstäbe  (wie  im  vorli^enden  Beispiele)  eine  gegen 
die  Senkrechte  geneigte  Idge  haben. 

Wollte  man  die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  beider  Ourtungen 
des  in  Fig.  86  abgebildeten  Trägers  durch  ein  Seilpolygon  darstellen,  und  zu  diesem 
Zwecke  den  Stobzug  0  —  1  —  2—3—4  —  6—  ....  9—11  —  10  —  13—  ....  16 
untersuchen,  so  würde  man  uuendUch  große 
IT -Kräfte  erhalten,  da  den  senkrechten 
Stäben  Winkel  0  =  90"  entsprechen.  Hat 
man  aber  für  dieses  Fachwerk  die  Di^mgs- 
linie  der  einen  Gurtung  ermittelt,  so  findet 

man  diejenige  der  anderen  sehr  schneU  mit  Pj     oe. 

Hilfe  der  Bedingung,   daB   sich   die  senk- 
rechten .Verschiebungen  entsprechender  Punkte  (z.  B.  1  und  0,  3  und  2,  u.  s. 
um  die  Länge  nändenmg  des  Verbindungsstabes  unterscheiden.    Verschiebt  sich  8 
beispielsweise  4  um  8,  nach  abwärts  und  verkürzt  sich  der  Stab  5 — 4  um  4», 
ist  «,  =  8,  +  A«. 
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47.  —  Für  das  einfache  Dreiecknetz  möge  noch  eine  andere  Be- 
rechnongsweise  der  w  gezeigt  werden,  wobei  daMngestellt  bleiben 
möge,  ob  dieses  Fachwerk  einem  einfachen  oder  einem  ßerberschen 
Balken,  einem  Bogen  mit  drei  Gelenken  oder  einer  anderen  Tnigerart 
angehört    "Wir  \mterscbeiden  drei  Falle. 

I.  FaU.  SämÜicbe  Stäbe  schließen  mit  der  x-Aehse  Winkel  ein, 
die  kleiner  oder  größer  als  90°  sind  (Strehenfadiwerk) .  Gesucht  sind 
die  Terscbiebungen  ^y  der  Enotenpmikte  beider  Gurtongen.  ' 


Mit  Bezugnahme  auf  die  aus  Fig.  86  zu  eräobende  Bezeichnung 
der  Knotenpunkte  »ollen  bedeuten: 

o„  die  Länge  des  einem  Kuoteupuukte  m  der  unteren  Qurtung 

gegenüberliegenden  Obergurtstabes, 
Ut  die  Länge  des  einem  Knotenpunkte  k  der  oberen  Gurtuiig 

gegenüberliegenden  Untergurtstab  es, 
d_  die  Länge  der  Diagonale  (m  ^  1)  —  m, 
X„  die  Projektion  von  d„  auf  die  a:-Ächse, 
ß.  deu  Neigungswinkel  von  o„  gegen  die  avAchse, 


Wir    denkeil   uns  das  Dreieck  (m  —  1)  —  m  —  (tb  -)-  1)  in   den 
Punkten  {m  —  1)  und  {?«  +  !)  mit   den  im  Sinne  der  ( — y)  ange- 

gestutzt  und  wenden  auf  diesen  6ela.stuugszustand  imd  den  wirklichen 
VerschiebimgszuHtand  die  auf  Seite  11  der  Einleitung  entwickelte  Ar- 
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beitsgleichuBg  SÖS  =  2SAs  an.  Da  sich  m  —  1  gegen  m  im  Sinne 
der  (-j-  y)  um  4^,^,  —  Äy.  verschiebt  und  (m  -(- 1)  gegen  m  mn 
Ay«+i  —  A^-1  80  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  (mit 
fiücksiobt  atd  Gleichung  2,  Seite  101): 

SO»  =  —  Y  (Ä»-> — ^y-^ — )r~  <*S-+'  ~  ^^^-^ = "'- 

Die  absoluten  "Werte  der  in  den  drei  Stäben  o„  d^  rf_+i  infolge 
der  gedachten  Belastung  entstehenden  Spannkräfte  seien  =  [J-i,  (J^,  (J^; 
sie  können  auf  die  in  Fig.  86c  angegebene  Weise  ermittelt  werden, 
vorauf  dann 

(5)        «;,  =  S  es  =  S548  =  -  m  io.  +  [1, Arf.  +  (J4, 4rf.  +  , 
erhalten  wird.    Das  erste  Glied  ist  negativ,  weil  der  Stab  o.  durch  [ij 
gedrückt  wird. 

Bezeichnet  man  nun  mit  A_  die  puullel  zur  ^ -Achse  gemessene 
Höhe  des  Fachwerks  im  Punkte  m,  so  findet  man: 
1 


t^i 


h. 


(jLg  :  —  =  d„ :  A«  =  X„  sec  ^„ ;  A„    „         ,.         ^  =  -^-, 

ebenso:  (a,  =  — ;?      i 

weshalb  der*  oben  für  w_  angegebene  Ausdruck  übergeht  in: 

...  —  Ao»secß„4''^'^s^'^'P-  +  ^<^-n'^^cq),  +  i 

Ganz  ähnlich  wird  entwickelt: 
._,  -f-  4M>secT>  —  4(^sec  yt  —  Ud^^ ,  secyt+i 

Die  Polweite  ist  ^  1  (2aÄfeMeinheit)  oder  =—  zu  wählen,  je 

nachdem  die  Uy  in  demselben  oder  im  v-fachen  Maßstabe  der  Tcäger- 
zeicbnung  dargestellt  werden  sollen. 

Es  dürfte  hier  noch  eine  Bemerkung  über  die  Vorzeichen  der 
Winkel  ß,  fi  9  an>  Platze  sein. 

Liegt  die  durch  den  Knoten  r  parallel  zur  //-Achse  gezogene  Ge- 
rade zwischen  den  Knoten  (r — 1)  und  (r+l),  wo  r  eine  beliebige 
Ordnungsziffer  bedeutet,  so  genügt  die  Festsetzung,  daß  unter  ß,  -f,  9 
die  spitxen  Neigungswinkel  der  Stäbe  gegen  die  a-Achse  zu  verstehen 
sind.  Ob  diese  Winkel  nach  oben  oder  unten  positiv  gezählt  werden, 
ist  gleichgültig,  weil  die  Ausdrücke  für  «•■„  und  w»  nur  die  Sekanten 
enthalten  und  sec  ( —  a)  —  sec  (+  a)  ist  —  Andere  in  dem  in  Fig.  87 
dargestallten,  zuweilen  bei  Bogenträgem  vorkommenden  Falle.    Bedeutet 
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hier  r  einen  Knotenpunkt  der  unteren  Ourtung,  so  ist  sec  9,  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  r  —  1  liTitr«  oder  rechts  von  r  liegt,  und 
sec  9,  ^ ,  positiv  oder  n^tir,  je  nachdem 
sich  r  -j~  1  rechte  oder  links  von  r  be- 
findet Auch  ist  zu  beachten,  daß  die 
7f>-Kiäfte  in  der  Reihenfolge  . . .  w,.,,  w„ 
WV+ 1,  ■  ■  -  durch  das  Seilpoljgon  verbunden 
werden  müssen,  und  daß  K  der  in  der 
Richtung  der  y  gemessene  Abstand  des 
Knotens  r  von  der  Verlängerung  des  Stabes 
(r_l)_(r+l)ist 

Zur  Abküraung  führen  wir  die  Be- 
zeichnungen ein: 

A'o  =  4o  aec  ß, 
A'tt=  iusec  Y, 
i'(i=adsec9 
und  schreiben: 

—  A'o,  +  A'd.-t-A'd.... 

K. 
-\-  A'm»  —  4V1  —  ä^d^  +  i 


(8) 


Pig.  87. 


(9) 


Für  das  Eachwerk  in  Fig.  86  haben  4'o,  4'm,  4'd  dieselben  Torzeichen 
wie  die  Längenänderungen  Ao,  Au,  ^d\  sie  sind  also  positiv  oder 
uegativ  je  nachdem  die  entsprechenden  Stäbe  gedehnt  oder  verkürzt 
werden.  Wendet  man  aber  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  auf  das  Fach- 
werk in  Fig.  87  an,  so  hat  (wenn  r  einen  Knoten  der  unteren  Gurtung 
bedeutet)  i!d^  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  ^d^ 
je  nachdem  r — 1  links  oder  rechts  von  r  liegt,  und  A'(j^+,  dasselbe 
oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  4'rf,+  i  je  nachdem  r-\-\ 
rechts  oder  links  von  r  Hegt. 

Die  4'o,  Am,  A'd  bestinune  man  durch  Zeichnung  und  benutze 
hierzu  ein  in  großem  Haßstabe  angefertigtes  Trägemetz. 

Zahtetibei^piel.  Es  sollen  die  senkrechten  Verschiebungen  sämtlicher  Enot«a- 
ponkte  dee  in  Fig.  88  dargesteliten  schmiedeeiRemen  Netzwerks  unter  der  Voraus- 
setzung beetimmt  werden,  daß  in  jedem  Snoten  der  unteren  Ourtung  die  Last  12* 
angreift  und  E  den  überall  gleichen  Wert  ISOOflOO*»  f.  d.  qem  hat  DerTrtger  ist 
symmetrisch  in  bezug  aof  die  Senkrechte  durch  die  Mitte.  Es  genügt  deshalb,  die 
eine  Hälfte  zu  untersuchen. 

In  die  rechte  Hälfte  des  Trägemetzes  wurden  die  Spannkräfte  in  Tannen  und 
die  Querschnitte  in  qem  (eingeklanunei-te  Zahlen)  eingetr.igen,  und  in  die  linke  Sllfte 
die  180-fachen,  mit  den  Sekanten  der  Stabneigungswinkel  multiplizierten  Längen- 
ändeningen  (in  cm).  Für  einen  wagerechten  Gurtungsstabist  A'o^  Aobezw.  &'u=  Au. 
z.  B.  für  den  Stab  1  —  3: 

_  _2''_-  _  —  48000*'  •  4Q0~  _  „,  ,„ 
''  (y^E]F—      10000-70      ~     '      ■ 


180A'o  = 
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180  d-j    mu''       "''           ^^' 

inu  a  a     18U »«  ^      (j,iO«       lOOOOF 
r.  B.  für  den  Stab  1—2: 

,«n.-j       2  34000.200       ,,„ 
'*""'          10000.60           ^'•*^- 

Die  Oleichucgen  (8)  und  (9)  liefern  nun: 

".=T*.[+24,0+a2,'-2'',2]  =0,0976   ».  =  ,J, [+ 28,8  +  22,7)  = 

=  0,2676 

«l=.»T [+27,1+27,2-18,0]  =  0,1830  »,  =  ,h  28,2  =  0,1310. 

v)t=,U  [+26^+18,0  —  22,7]  =  0, 


Fig.  88. 

Die  Werte  w  und  die  Polweite  H  sind  Zahlen.  Wählt  man  .?=  1,  so  liefert 
das  Seilpolygoa  die  180-facljen  DttrchbiegDogen  im  Maßstäbe  der  Trigerzeiohniuig 
(d.  i.  in  1 :  250).  In  Fig.  88  wui-den  die  DoFchbiegongen  im  Maßstäbe  1 : 1  darge- 
stellt und  deshalb  die  Folweite  ^^^|J:=0,72  angenommen.  DerMaOstab  für  die 
Zahlen  te  lautet;  1  =  60--, 

21.  X'eiU,     Gesucht   sind    die    senkrechten  Verschiebungen   der 
Knotenpunkte  der  untren  Gurtung  eines  (in  senkrechter  Ebene  ange- 
nommenen) Fachwerks  mit  Vertikalen  (Ständerfachwwk) . 
Wir  bezeichnen  (Fig.  89  und  90)  nüt 
0.  die  Länge  des  Obergurtstabes   i 
u.    „        „         „    TJntergurtstabes  !  im  wi'»"  Felde, 
(C     n        „       der  Diagonale  ) 

A»    „        „        „    Vertikale  mm, 
P_  den  Neigungswinkel  von  o_  gegen  die  ffagerechte, 

7-     »  "  •■     «- 

9_    ,,  ,,  „     d„      ,.  „ 

\m  die  Feldweite. 
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Sodann  führen  wir  (wie  auf  Seite  106)  die  Abkürzungen  ein 

A'o  =  Aosecß;     A'u:=  Ausec-f;     A'd^  ^dseo^ 
und  beben  hervor,  daß  im  vorliegenden  Falle  A'o,  A't*,  A'd  stets  die- 
selben Yorzeichen  haben  wie  Ao,  Au,  ^d. 


Kg.  89. 


Rg,  90. 


Zunächst  sei  die  in  Fig.  91  dargestellte  Anordnung  der  Füllongs- 
st&be  (linkssteigende  Diagonalen  zu  beiden  Seiten  der  Tertikaie  mm) 
vorausgesetzt  Der  Ki^fteplan  für  den  in  der  Fig.  91b  aogegebeueu, 
gedachten  Belastungsfall  liefert  für  die  Gurtstäbe  o.,  u^+u  und  die 
Diagonalen  (C  t^-  +  i  folgende  Spannkräfte  (L  (ohne  Vorzeichen): 


1*1  = 


_8ecß„ 


m  = 


secy,^ 


sec  f _  + 1 
sec  9_  + 1  #\ 


Für  die  Spannkraft  [J.g  derYertikale  mm  erhält  man 

worin  Ä',+i  den  Abstand  des  unteren  Knotens  m  +  1  von  dem  Punkte 
bedeutet,  bei  welchem  die  {m  +  1)**  Vertikale  die  Verlängerung  des 

Stabes  o_  schneidet    In  der  {m — 1)**"  Vertikale  entsteht  m^^ — 

Die  in  der  Fig.  91b  durch  gestrichelte  Linien  bezeichneten  Stäbe  sind 
spannungslos. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  die  Fig.  91b  eingetragenen  Vorzeichen 
der  Spannkräfte  jjl  erhält  man  nun  (nach  Gleich.  5,  Seite  106); 
w.  =  —  (Xi Ao.  +  H.gAM.+ ,  +  [ijArf.  —  H.t4d,+, -f- (».jAA.  —  mAA..,, 


♦)  Vergl,  Seite  105. 
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(10) 
IKg.91.1 


-[—4o.  +  4«„,  +  4X  —  A'4.t,  — «•-,  +  ».] 


f\'; 

-  "fe   \ 

A 

■1               ^ 

\  . 

|t, 

Fig.  91a. 


Pig.  91b. 


Fi«.  91c. 


Die  Werte  a__,,  fi«  (welche  dasselbe  Torzeichen  haben,  wie  4A._, 
bezieh.  A^  werden  zweckmäßig  auf  die  in  Fig.  91a  angegebene  Weise 
durch  Zeichnung  bestimmt;  auch  ist  es 
häufig  zwe^^mäBig,  die  Multiplikationen 
der  Längenändenmgen  mit  den  Sekuiten 
zeichnerisch  auszuführen  und  die  Glieder 
des  Elammerausdrackes  mit  dem  Zirkel 
zu  addieren.  Nur  achte  man  hierbei  auf 
die  Vorzeichen! 

Durch  Betrachtung  des  Spiegelbildes 
der  Kg.  91  eingibt  sich  filr  die  in  der 
Hg.  92  dargestellte  Anordnung  der  Fül- 
Inngsstäbe  (und  mit  der  dort  für  A',_, 
angE^benen  Bedeutung): 


Fig.  92. 


(11) 


-  [—  Ä'o.+ ,  4-  a'm.  —  i'rf.  +  4'(i.+,  —  o„+ ,  +  6,] 


Ist  links  von  der  Vertikale  mm  eine  Mnkssteigende  Diagonale  und 
rechts  davon  eine  rechtssteigende  angeordnet,  Fig.  93,  so  erhält  man: 
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sec  0.4.1 


li,=  |i,smß.  — |i,siiip.„=-T-(lgP.  — tgp.,.,):      |i,= 


(12) 
[E«.  »3.) 


worin     c,  =  aA.(igß.  — tgß.+,);      o..,  =  ÄÄ... 


-OAfc.  j   , 

,.-k 

,^*-J 

V 

[7 

/" 

L 

1 

/, 

\ 

r 

' 

L^ 

V 

»-               E- 

«<» 

Fig.  93b.  Fig. 


Liegt  der  in  Kg.  93  a  dw^estellte  Wert  c„  oberhalb  der  Verlängerung 
von  o^  {ist  also  ß_4 ,  >■  ß„),  so  hat  c,  das  entgegengesetzte  Torzeichen 
von  äA„. 


l  3.   Die  Biegusgalin: 


Bei  der  in  Fig.  94  abgebildeten  Anordaung  ergibt  sich  für  die 
m"  Vertikale  die  Spannkraft 


m  =  m  sin  9,  +  Hi  sin  9.+ ,  = 


und  inaa  findet  deshalb: 


sec(p. 


(13)     I «'-  =  ä;;  [+  Ä'«-  +  'i'«- + .  —  Ä'd,  -  A'^,  + ,  +  e-] 


[Fig.94.] 


worin    c_  =  iA_  (tg  9-  +  tg  9-+i)- 


III.  JPViII.  Ständer  fachwerk;  gesucht  sind  die  senkrechten  Yer- 
schiebimgen  der  Knotenpunkte  der  ober^t  Gurtung,  Man  gelangt  anf 
dem  vorhin  eingeschlagenen  Wege  zu  den  folgenden,  den  in  "Fig.  96, 
96,  97,  98  dargestellten  Anordnungen  der  Füllungsstäbe  entsprechenden 
Fonneln: 


-  [—  i'o.+  a'M.+i  +  Ä'd.  —  A'tC^t.  —  Ä-  +  a-+i] 


(H) 

[ng.95.] 


worin    A„=ÄÄ_- 


"-+I  =  AA-+1 


)>-+. 


(15) 
[Rg.  96.]   I  worin     i. 


*lr±'. 


Oft' 


PV.  95.  Fig.  Wi. 

-  [—  A'o.  —  A'o.  + ,  +  ä'(/.  +  a'(/»  + 1  —  e„] 
[Kg- 97.]    l      worin     e„  =  4A„  (tg  9,  +  ig  9.+ ,). 
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Fig.  98. 


Hat  man  die  Biegimgsllnie  der  einen  Qurtung  feestimmt,  so  findet 
man  diejenige  der  anderen  mittels  der  Bedingung,  daß  ach  die  beiden 
senkrecht  übereinander  gelegenen  Enotenponkte  m  gegeneinander  um 
äA„  verschieben. 

Ein  Zahlenbeispiel  findet  sich  in  Nr.  49. 

Die  Berechnung  der  Werte  w.  mit  Hilfe  der  Olrächungen  (8)  — (17)  ist  dem 
in  Nr.  46  angegebenen  Verfahren  vorzuziehen,  sobald  die  Indeningen  der  Dreiects- 
winkel  nicht  ohnehin  an  anderen  Zwecken  (z,  B.  Untarsuchung  von  Nebenspannnngen) 
berechnet  werden  müssen. 


Anjnerkungen 


t  Nr.  47. 


1.  —  liegt  ein  Fachwerk  von  de»  unter  Fall  I  behandelten  Art  vor,  und  wird 
nur  die  Biegungslinie  der  oberen  Gortung  verlangt,  so  int  es  zuweilen  zneckmäBig, 
die  den  Knoten  der  unteren  Owtung  entsprechenden  Gewicht«  «;  auf  die  benach- 
barten oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen.    Von  «■_  in  flg.  99  kommt  ani  den  Knoten 

(m—1)  der  Teil:   icJ'  =  k.—*'    und  auf  (m  +  1)  der  Teil:  «■.'  =  ».— ■     Die 
Verteilung  von  uir  liefert: 

Nun  wird  (f«,"  zu  w^-i  addiert,  w_'  zu  w^ti  u.  s.  w.,  so  daß  sich  z.  B.  für  den 
oberen  Knoten  (m  —  1)  im  ganzen  ergibt: 

Dieses  Verfahren  ist  namentlich  dann  am  Platz,  wenn  die  durch  einen  Knoten  r 
der  unteren  Gurtung  parallel  zur  Verachiebungsriobtung  gelegte  Gerade  nicht  zwischen 
r  —  1  und  r  -\-l  liegt.  Bei  derartigen  Fachwerken  kann  es  vorkommen,  daB  einzelne 
Stabachsen  mit  der  Verschiebungsritbtung  zusammenfallen,  wie  beispielsweise  d^  in 
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Fig.  100.  Man  berechne  dann  die  Werte  »o  zunächst  ohne  Eücbucht  auf  diejemgen 
Fiillaug?(.stäbe,  welche  die  Richtung  der  vi  bähen  und  deren  ESniluS  auf  die  ir  dann 
nachtragüoh  gesondert;  anzugei)en  ist.  So  findet  man  für  das  Fachwert  in  Fiß.  100 
unter  der  vorlänfigen  Annahme  Arfj  =  0  die  Werte: 


=  *; 

-a-o,  +  i'''.  +  i'''.); 

"•=5 '+''"■  "'''*■"''''•' 

=i 

-a-o.+  l-J,)-, 

>r,  =  ^(+aa,-a-«j 

-i 

-i'o,-f  av,+  y</,| 

«...»■. 

Fig.  99. 


Fig.  100. 


»idann:  »,  =  «-,'  +  «■,;  ic,  —  w^  +  ir,  +  w,";  w,  ^  ii-^' ■^- ic,  +  tc^" ;  u.  s,  w,  wobei 
ZH  beachten  fet,  dnH  ä.'dt  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  &d,  hat,_weij_der 
Knoten  3  links^  von  der  Senkrechten  durch  2  liegt  (vergl.  Seite  106). "Der  Einfluß 
Ton  Ad»  auf  ir,  ist^  —  mArf,,  worin  [i,  den  mittels  des  Kiifteplanes  in  Fig.  lOOo 
bestimmten  Wert  bedeutet,  w,  ist  anabhängig  Ton  Ac^  und  der  EinflnS  von  ^d^ 
auf  10,  ist^4-  ~'">  weshalb  schlieUlich  erhalten  wird; 


=  <  +  « 


irf. 


~  [i^irf,;  tr,  =  ic^'-\-u>,  +  "^i"' 


Ähnlich  wird  verfahren,  wenn  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung  gesucht 
wird.  Die  den  oberen  Knoten  entsprechenden  Gewichte  w.  werden  in  den  angeführten 
Sonderfällen  zweckmäßig  auf  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  verteilt. 

2.  ^  Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daß  die  Spannkräfte  ti.  durch 
[>araUele  äußere  Kräfte  erzeugt  werden  und  sich  infolgedessen  auch  mit  Hilfe  der 
ixn  ersten  Bande  (IX.  Abschnitt)  für  den  einfachen  Fachwerkbalken  entwiclielten 
Formeln  berechnen  lassen.  So  sind  z.  B.  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  o.,  f/_, 
(/■.+ 1  des  in  der  (Fig.  86)  dargestellten  Fachwerks,  falls  auf  di«vcs  nur  äußere  Kräfte, 
welche  die  Richtung  der  w  haben,  wirken: 


0.  =  - 


"Mt- 


'^-(t-t:;)" 


„Google 
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und    es    ergeben    sich    (da    die    gedachten    Lasten   -r —  und  -r—       die  Momente: 
Jlfai-i  =0,  M^^  1,  -A£n4,i  =0  erzeugen)  für  d~    ~ 


!>■  =  +  - 

^4 


s  Qlifder  des  Auadrufks 
L  ^^- 


Spannkräfte  )i,,  ijt«,  m  die  Wer^ : 

A. 


A. 


alt  diejenigen  Spannkräfte  gedeutet  tcerden  dürfen,  ireidie  in  den  Stäben  0^,,  rf— , 
d_+i  enietchea,  trenn  M^.j  ^  0  und  it,^.,r=  0  angenmnmen  werden,  rväkrend  Mm 
der  Beihe  naeh  die   Werte  Aom,  Acj„  Arf.4.1  tteigtlegt  werden. 

Bestimmt  mau  nun  diese  SpannkrMte  mit  HiLfe  des  ira  §  36  des  ersten  Bandes 
mitgeteilten  Ziminertnaniischen  Verfahrens,  so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  101  an- 
gegebenen Daretellung  der  Glieder  von  «■_.  Es  wurde  auf  der  duroh  den  Knoten  2 
in  der  Kchtung  von  w,  gelegten  Geraden  nbgetragen: 

sodann  wurden  dureh  h,  i.  k  zum  Obergurtstabe  0,  die  Parallelen  lik',  ii',  kk'  ge- 
zogen und  erhalten: 

k,  //,  A, 

.    -      ,  4^  dieWeite  Ao,-^,  Arf,~, 

e  beliebige,  aber  für  alle  Knotenpunkte  gleich  groß  angenommene 


2h  =  ^"'-; 


i  Stelle  der  Wei-te  - 


Tragt  I 
Ai,-j—  aui, 
ßtreclie  bedeutet,  und  zeichnet  mau  das  Seilpolygon  der  Kräfte; 

t.    ä'h»       A'rf»        A'rf»+i  l  ,       .    „ 


86), 


SO  geben  die  Ordinaten  desselben  die  mit  e  mul- 
tiplizierten Verschiebungen  an.  Sind  die  Btreclieii 
)>, ,  ^1  ^t  -  ■  .  ■  gieiüh  groß  (=X)  oder  hat  die 
Mehrzahl  derselben  die  gleiche  Größe  X,  so  wähle 
man  c  =:  X.  Die  schließlich  notig  werdende  Division 
der  Ordinaten  des  Seilpolygons  durch,  e  bezieh.  X 
kann  natürlich  auch  durch  Wahl  einer  geeigneten 
Polweite  umgangen  werden. 

Ähnliche  Untersuchungen  lassen  sich  aui-h 
für  dn.s  tV^hwerk  mit  Vei-tikalen  durchführen.  Äi 
folgt  z.  B.  aus  der  für  die  Ver^kale  mm  in 
Fig.  93  bei  unten  angreitender  Belastung  gefun- 
denen Formel 


1« 


ohne  weiteres,  daß  die  Längenanderung  AA«  dieser  Vertikalen 
tCm  Einfluß  besitzt,  und  daß  die  Größe  dieses  Einflusses:        " 


(tgp«-tgß„4.,) 

auf  das  Gewicht 


{tgß--tgp,+,)ist. 
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Es  läit  sich  dieser  Wert  als  diejenige  Spannkraft  deuten,  welche  in  der  fragUohen 
Teitikale  entsteht,  Bohald  das  Moment  M^^^hw.  wird. 

Für  die  Yeiülukle  mm  in  Fig.  95  wiu4e  bei  oben  angreifender  Belastung  ge- 
funden: 

*^ —    u    ~  X,  L^  A«  J' 

ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  umformen  läfit  in: 

niid  aas  dem  dünn  gefolgert  werden  kann,  daS  der  BinfluB  von  AA,.  anf  den  Wert 
W_.i  giMOh  — —  ist  und  auf  mi„  gleich  ( T~^)' 

4S.  Bastlmmiuig  der  Llngeoändernng  einer  StabEogsetuiB.  Wir 
betrachten  einen  Stabzug  0  —  1  —  2 n,  der  in  einer  senk- 
rechten Ebene  liegen  möge,  und  dessen  Sehne  On  mit  der  Wagerechten 
den  Winkel  a  bildet  Die  senkrechten  Seitenverschiebungen  seien  mit 
Hilfe  eines  Seilpolygons  gefunden,  dessen  Gewichte  w^  nach  Nr.  47 
(also  ohne  ZukUfemüims  der  Winkeländerungen)  berechnet  worden  sind. 
Gesucht  sei  die  Änderung  ii  der  Länge  l  der  Sehne  On.    Bedeutet: 

•ij_  die  I^ge  des  vom  Knoten  m  auf  die  Sehne  On  gefällten 
Lotes, 

9„  den  Neigungswinkel  des  Stabes  s,  gegen  On, 
60  ist  nach  Seite  98: 


/^-."- 

t. 

.-..fi 

C 

bs 

^ 

p 

'^ 

und  diese  Beziehung  wird  zweckmäßig  so  umgeformt,  daß  ^l  durch 
die  bereits  bei  Ermittlung  der  Bieguugslinie  benutzten  Werte  w  aus- 
gedrückt wird.    Dazu  führen  wir  ein: 
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iX  =  w-  +  ~  -  tg  ß.— -^+1  tg  ß„+ .  (nach  Gleich.  (3)  auf  Seite  101), 

V^iz-cosa,    9.  =  ß„  — a, 
wo  ß„  den  Neigungswinkel  des  Stabes  s„  gegen  die  Wagerechte, 

y„  den  in  senkrechter  Hichtung  gemessenen  Abstand  des  Knotens 
m  von  der  Geraden  On 
bedeutet,  und  erhalten: 


4i  :=  cos  d  I  Sy„w„  +  « I,     «■ 


■orm 

&S.COS('ß.  — g) 

cosa 
Der  Stab  s«  liefert  zu  dem  Werte  c  die  drei  Glieder; 

4s.  cos  (ß.  —  a) 


S-.  --  tgß-, 


cos  a 


deren  Summe  I  wegen  y„  —  ^— ,  =  ^„(tgß.  —  tga)  =  -^^' — I 

gleich 

-~^  [tg  ß.  sin  (ß.  —  a)  +  cos  (ß.  —  <x)]  =  As.  See  ß. 

ist,  weshalb  sich  ergibt:  c^SAs.secß.  und 

(18)         A ;  =  COS  «  (  sV««--  +  S  As.  See  ß.)  • 

Diese  Formel  ist  außerordentlich  bequem,  weil  sowohl  die  iv  als 
auch  die  As  sec  ß  bereits  zur  Bestimmung  der  Biegungslinie  berechnet 
worden  sind. 

Gleichung  (18)  setzt  voraus,  daß  keiner  der  Winkel  ß  gleich  90° 
ist  Will  man  nun  die  Ändenmg  iZ  der  Sehne  AB  des  in  der  Fig.  103 
dargestellten  Fachwerks  mit  End vertikalen,  für  dessen  obere  Gurtong 
die  Biegungslinie  bereits  nach  Nr.  47  bestimmt  sei,  durch  die  Werte  w 
ausdrücken  —  eine  für  die  Folge  wichtige  Aufgabe  —  so  denke  man 
sich  die  starren  Stäbe  OA',  A'A,  nB\  B'B  hinzugefügt  Ä'A  imd  B'B 
erhalten  die  Richtung  AB,  \md  es  ergibt  sich  dann 

a;  =  A(-4j5)  =  4(^'Z?'), 
80  daß  die  Au^be  zurückgeführt  ist  auf  die  Bestimmung  der  Änderung 
der  Länge  der  Sehne  A'B'  eines  Stabzuges  ^'012...w...Mß', 
dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  in  der  fraglichen  Sehne  liegen. 
Man  erhält 

(19)        A/=  Sj^.it-,  -I-  sa'o„, 
■worin  4'o„;=  Ao.sec  ß.,  vergl.  Seite  106. 
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Für  den  in  der  Fig.  103  dai^atellten  Fall,  welcher  der  Fig.  98, 
Seite  112  entspricht,  ist; 

Iw,  =  -T-  (ä'?/,  —  aV,  —  Co  +  Ol) 
1 
«'-  =  -^  (4'«-  —  ^'ä.  —  c,  +  o_,), 

worin:   Co:=ÄAj(tgYi — tga)  (wenn  -fi  nach  oben  positiv  gezählt 


wird)  und  o,  =  AA,  - 


Vei^L  Fig.  103,  in  welcher  c^,  a,,  c,,  a^i 


beziehungsweise  dieselben  Yorzeichen  haben,  wie  AAg,  AA^,  A^,  AÄ._i 


Hinzugefügt  werde,  daß  w^  und  w;,  nur  zur  Berechnung  von  A^ 
nicht  aber  bei  Änfzeichnung  der  Biegungslinie  Äf,  Ä-B^  gebraucht  werden, 
und  daß  die  Schlnßlinio  durch  die  Änderungen  AA^  und  Aä,  der 
Längen  der  Endvertikalen  bestimmt  ist  In  Kg.  103  wurde  äAo  positiv, 
AÄ,  negativ  angenommen;  es  erfährt  dann  bei  ruhenden  Punkten  Ä 
und  B  der  Enoten  0  eine  Terschiebung  nach  oben,  Knoten  n  eine 
solche  nach  unten. 

Hat  man  die  senkrechten  Terschiebungen  der  Knotenpunkte  beider 
Gurtungen  des  in  Fig.  104  abgebildeten  Fachwerks,  dessen  FüUungs- 
stÄbe  mit  Ausnahme  der  Endvertüalen  schräg  stehen,  nach  Nr.  47, 
Fall  I,  ermittelt,  also  w^  bis  «>„,  nach  Gleichung  (8)  und  (9)  be- 
rechnet, so  bestimmt  man  A/  mit  Hilfe  der  Gleichung: 


(21)        M='Sy,u 


-SA'd. 
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w.^-r-(^'u,  —  ^'d.  —  c,). 


Fig.  104. 

Cg  und  c,  habeo  die  in  Fig.  103  angegebene  Bedeutung.     Die  Summe 
SA'd.  eretreckt  sich  über  alle  schrägen  Püllungsstäbe  (d,  bis  d,). 

Aufgabe.  Es  soll  die  Biegungslinie  der  unteren  Gnrtung  des 
in  der  Hg.  105  dargestellten  Fachwerkträgers  bestimmt  werden.  Bei 
(0)  hat  der  Träger  ein  festes,  bei  (5)  ein  bewegliches  Auflagergelenk. 
Letzteres  wird  auf  einer  unter  dem  Winkel  ^  geneigten  Geraden 
geführt 


Nachdem  die  Gewichte  ic,  bis  u>^  mittels  Formel  (10)  berechnet 
worden  sind,  n-ird  mit  der  Polweite  1  das  Seilpolygon  I II III JV  V 
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gezeichset  und  die  Schlußlinie  eingetragen.  Diese  Linie  ist  durch  die 
Bedingungen  bestimmt,  daß  der  Knoten  (5)  die  senkrechte  Yerschie- 
bung  85  ^  —  disinij)  erfährt,  wo  ^l  die  Änderung  der  Stabzugsehne 
0 — 6  bedeutet,  und  daß  ferner  8^  =  0  ist.  Pur  4/  aber  ergibt  sich, 
wenn  0 — 5  als  Sehne  des  Stabzuges  0 — 1 — 2—3 — 4 — 5  aiifgefaßt 
wird,  der  Wert: 

Ä/  =  —  S^.w.  +  Si'tt«  •) 

und  zwar  ist  das  erste  Glied  negativ,  weil  die  Knoten  1,  2,  3,  4  unter- 
halb der  Sehne  0 — 5  liegen.  Werden  nun  Wi,  w^,  Wg,  w^  als  wage- 
rechte Kräfte  betrachtet,  die  von  0 — 5  beziehungsweise  die  Abstände 
«y,,  «y,,  ay,,  a.y^  haben,  wo  a  eine  beUebige  Zahl  bedeutet,**)  und 
wird  zu  diesen  wagerechten  Kräften  mit  der  Polweite  1  ein  Seilpolygon 
gezeichnet,  so  besteht  zwischen  der  Strecke  6,  welche  die  äußersten 
Seiten  dieses  Polygons  auf  der  Terlängerung  von  0 — 5  abschneiden 
und  den  Gewichten  w  die  Beziehung: 

l-&^Say_«'„,  und  hieraus  folgt:  S^_m'_  =  — ■ 

Da  dem  Seilpolygon  I  II  .  .  .  und  T  IT'  .  .  .  dieselbe  Polweite  ent- 
spricht, so  ist  /'  _|_  /,  J/'  _I_  //,...  .  In  Fig.  105  wurde  a  =  2  ge- 
wählt, weshalb  sich  schließlich 

8j  =  —  A/  sin  <^  ^  sin  i{i  (\b  —  Sa'ii.) 

eingibt  Fig.  105  setzt  voraus,  daß  8^  negativ  ist,  daß  sich  also  Punkt  (5) 
nach  oben  verechiebt 

Werden  die  8  in  v-facher  Yergrößeiimg  dargestellt  (werden  also 
die  Polweiten  1  durch  die  Polweiten  1 :  v  ersetzt)  so  müssen  in  die 
Formel  für  8j  natürlich  auch  die  v-fachen  Werte  a'i*  eingeführt  werden. 

49.  Änffitflsiuig  der  Blegnngsfläohe  als  MomentenMelie.  Berech- 
nung der  DDrohbiegungen.  Es  sei  0'1'2'  .  .  .  m'  .  .  .  n  (Fig.  106) 
die  BiegungsUnie  des  Stabzuges  0 — 1 — 2 —  ...  m  ...  n  für  die 
A'"erschiebungsrichtung  AA'  und  AB  die  Schlußlinie.  Die  Durch- 
biegung an  der  Stelle  m  sei  S_,  und  der  zwischen  dem  Seilpolygon 
imd  der  Geraden  0'»'  gelegene  Teil  von  8_  möge  mit  i\^  bezeichnet 
werden.     Den  Stabzng  denken  wir  uns  in  einer  senkrechten  Ebene. 

Die  von  der  Biegungslinie  und  der  Geraden  O'n'  eingeschlossene 
Fläche  läßt  sich  als  die  Cutnmnnsche  Momeotenfläche  eines  einfachen 
Balkens  A'B'  deuten,  dessen  bewegliches  Änflagergelenk  auf  einer  zu 

•)  Die  Bedeutung  von  Ä'a  ist  auf  Seite  106  urUärt. 

"•)  Je  fliuiier  der  Stabzug  ist,  desto  größer  muß  ot  gewählt  werden,  damit  eine 
cleutJiche  Figur  erhalten  wird. 


DigitizedbyGoOgIC 


120 


Erste  Abteilung.    Erster  Atechnitt. 


AA'  rechtwinkligen  Bahn  geführt  wird,  desseß  Stützpunkte  auf  den 
durch  0  und  n  zur  Verschiebongsrichtimg  gezogenen  Paraüelen  liegen 
und  der  mit  w^,  w,,  .  ,  ,  !c«,  .  .  .  «>,_,  belastet  ist  Sind  die  w 
mittels  einer  der  (ileichungen  (3)  oder  (6)  bis  (17)  berechnet  worden, 
so  ist  die  Polweite  des  SeÜpoIygons  gleich  der  Zahl  1,  und  es  besteht 
dann  zwischen  dem  Biegungsmo- 
mente JC-»  des  Balkenquerschnitts 
m  und  der  Verschiebung  nj^  die 
Bezieh  img; 

<22)  l--i,  +  3/..^ 

Wurde  w„  aus  Gleich.  (4),  Seite  102, 
gefunden,  so  ist  die  Polweite  =  E^ 
und  es  ergibt  sich: 

(23)        1.  =  %^- 

Hiermit  ist  die  Bestimmung 
der  Durchbiegungen  tj  auf  die 
Berechnung  der  Biegungsmomente 
eines  einfachen  Balkens  zurück- 
gefühlt. Sind  die  Verschiebungen 
\  imd  5,  bekannt,  so  findet  man 
nach  Ermittlung  der  i)  die  S  mit 
Hilfe  von: 


8-  = 


^- 


Die  Berechnung  der  Momente  ist  nameutlioh.  dann  sttir  einfach  (und  m^tei)!' 
Hclmeller  zum  Ziel«  führend  als  die  Aufzeichnung  des  Seilpolygons)  wenn  der  Balk(>n 
A'B'  symmetrisch  belastet  wird  und  die  w-Kryte  in  gleiciien  Abständen  X  wiileo. 
Man  bökohte  dann  das  im  §  33  des  ersten  Bandes  gelehrte  Verfahren  und  berechne 
zuerst  die  Verhältnisse  M»  |  \') 

)  untersuchten  Fachwerk- 


«^,  =  0,0975;    ic,=0,1830;    «-,  =  0,1030;    ir,  =  0,2575i    w,  =  0,1310, 
und   zwar  entsprechen  diese  Werte  den  180-fachen  lÄugeiiniiderungen  der  Stäbe. 
Die  w  wurden  mittels  der  Gleichungen  (8)  und  (9)  l«rechnet,  weshalb  nach  (22): 


und  mit  X  =  2000— 


_  Af,.,_  X  (■«,.■  |X) 
^    180"  ~        180 
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geudem  Ansatz: 

;  der  Querkräfte  Q 

,  =  0,0666 
+  0,2676  =  ir. 

(Af.,,|i)=  (^.  =  0,7065 

+  0,6090=©, 

«  =  0,3230 

+  0,1030  ^  a.. 

{iU.,\\)=           1,3166 

+  0,4260  =  ft 

,  =  0,4260 

+  0,1830  =  «■, 
'.  =  0,6090 

+  0,0975  =  >r, 

(.V...  |X)=           1,7415 

+  0,3230=0. 

{.y;..,ii)=       2,0646 

+  0,0666=0, 

,  =  0,7066 

(iW;,.,|)L)=           2,1300 

</, 

I  i'-r'' 

rrrrr 

u 

Fig. 

107. 

Eierauf  erhiilt  mun  (da  8,  =  0  un 
bieguHBen: 

8,  =  ,U=^- 0,7065  =  7,85- 

8«  =  0  ist,  vergl.  Fig.  106)  die  Dureii- 
-;    8,  = —.1,3155  =14,6"; 

B,=  19,35~;    B,  =  22,9--i    8,  =  23,7--; 

nberein. 

60.  Anligabeii.  Die  fol- 
genden Beispiele  zeigen  die 
Anwendung  der  in  Nr.  45 

bis  48  entwickelten  Gesetze 
auf  die  Ermittlong  der  Bie- 
gongslinien  der  wichtigsten 
statisch  bestimmten  Träger. 
Die  Fonn  der  Lösungen 
wählen  wir  so,  daß  auch 
die  rechnerischeBestimmuug 
der  Durchbiegungen  er- 
ledigt wird,  indem  wir  an- 
geben, in  welcher  Weise  die 
Biegungslinien  am  zweck- 
mäßigsten als  Momeuten- 
linien  gedeutet  werden.  v. 

Wir  setzen  voraus,  daß  I^H-  108. 

die    Werte   w    mittels   der 

Gleichung  (3)  oder  mit  Hilfe  von  (6)  bis  (17)  berechnet  worden  sind. 
Wird  Gleichung  (4)  angewendet,  so  liefern  die  folgenden  Regeln  die 
^fachen  Durchbiegungen. 


i  ttli  it 
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1.  SeiapiM,  Gesucht  sind  die  Dorchiegungen  &,,  &,,....  des 
in  Fig.  108  dargestellten  FVeiträgers. 

Man  zeichne  das  Seilpolygon  der  gedachten  Kräfte  u\  bis  u-j 
(welche  in  Vig.  108  negativ,  also  nach  oben  gerichtet  angenommen 
wurden)  und  mache  die  erste  Seite  desselben  zur  Schlußlinie,  Der  neben 
Sj  stehende  Pfeil  gibt  die  Richtung  der  positiven  Teischiebungen  an. 
Die  schraffierte  Biegimgsfläche  läßt  sich  als  Uomentenfläche  eines 
Balkens  AB  deuten,  der  bei  B  eingespannt,  sonst  aber  frei  und  mit 
Wi,  w„  .  .  .  belastet  ist  Hat  man  also  die  Momente  jtf.i,  M^,  .  .  . 
dieses  Balkens  berechnet,  so  findet  man: 

K  =  JH.-. 

2.  Betspiel.  Gesucht  sind  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  des  in  der  Fig.  109  abgebildeten 
Fachiverkbalkerui  mit  übersiehenden  Enden.  Ob  A  oder  B  auf  einer 
wagerechten  Bahn  verschiebbar  ist,  ist  gleichgültig. 

Man  bestünme  (durch  Zeich- 
nung oder  Rechnung)  die  Mo- 
mentenlinie Cä'NB'D'  eines 
bei  C  und  D'  frei  anfliegenden 
Balkens,  auf  welchen  die  Lasten 
w'i,  Wf,  .  .  .  (die  in  Fig.  109 
teils  positiv,  also  abwärts  wir- 
kend, teils  negativ,  mithin  auf- 
wärts gerichtet,  angenommen 
wurden)  wirken,  bringe  hierauf 
die  Auflagersenkreehten  in  A' 
und  B'  mit  der  MomentUnie 
zum  Schnitte  und  lege  durch 
diese  beiden  Punkte  die  Schluß- 
linie. Die  in  der  Figur  schraffierte  Flache  ist  die  verlangte  Biegungs- 
fläche. Beispielsweise  sind  die  Senkungen  der  Knotenpunkte  0  und  6 
gleich  85  bezw.  8j. 

3.  Beispiel,  Es  soll  die  Biegimgsfläche  der  oberen  Gurtung 
des  Gerfierschen  Balkens  in  Fig.  110  ermittelt  werden.  Die  Vertei- 
lung der  auf  wagerechten  Bahnen  beweglichen  Auflagcrgelenke  ist 
gleichgültig. 

Nach  Berechnung  der  w-,  welche  teils  positiv,  teils  negativ  aus- 
fallen, werden  die  folgenden  Momentenlinien  aufgetragen: 
C'ND'  für  den  einfachen  Balken  CD'  mit  den  Lasten  u\  bis  w,, 

D'LE' „       ß'E' t^■^    „    w„, 

E'RF'    ..      ,.  .,  .,      E'F'    ,.      ,.        „       w,.  „    w;,,. 
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Hierauf  werden  die  SenkrechfBa  durch  die  Punkte  Ä  und  B  mit  der 
Momentenlinie  D'LE'  in  Ä'  und  B'  zum  Schnitte  gehracht,  die 
Strecken : 

Ä'A"  =  i'  =  Senkung  des  Punktes  A^ 
WW=h"=       „  „         „        B 

abgetragen  und  schlieBlicli  der  durch  A"  und  B"  gehende  Linienzug 
C'D"E"F',  dessen  Ecken  senkrecht  unter  D  und  E  liegen,  einge- 
zeichnet 


Fig.  110. 

Die  Fläche  zwischen  diesem  Idnienzuge  und  den  Komentenlinien 
ist  die  gesuchte  BiegungsfUche. 

Bei  starren  Stützen  A^  und  B^  sind  &'  und  h"  beziehungsweise 
gleich  den  L&ngenänderungen  der  Vertikalen  AAg  und  BBf^.  Erleiden 
diese  Stabe  Verkürzungen,  so  liegen  A"  und  B"  oberhalb  A'  und  B', 
sonst  unterhalb. 

4.  B^spi«^.  Ctesucht  ist  die  BiegungsUnie  für  die  obere  Gur- 
tung des  in  Fig.  111  dargestellten  Fackwerkbogens  mit  drei  Gelenken. 
Die  Werte  w,  bis  w^  und  v)^  bis  w^  seien  nach  Nr.  46  mit  Hilfe 
der  Winkeländerungen  Ä^  berechnet  worden.  Ist  auch  tv^  bekannt,  so 
läßt  sich  die  Momentenlinie  des  dmch  die  Lasten  w  beanspruchten  ein- 
fachen Balkens  A'B'  ermitteb,  worauf  die  Durchbiegungen  8.^  Jf.-- 
gegeben  sind.  Um  u\  berechnen  zu  können,  muß  man  die  Winkel- 
ändemng  A^^  haben,  und  diese  Iftßt  sich  wie  folgt  bestimmen. 

Nach  Gleich.  (4),  Seite  98  ist  die  durch  die  Änderungen  der 
Winkel  ^  und  der  Spannungen  a  in  den  Gurtstäben  bedingte  Ände- 
rung A2  der  Stützweite  AB  zunächst  für  den  Fall  t^O: 
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und  man  erhält  somit^  bei  gegebener  Terechiebung  4/,  fiu-  i^^  den  Wert: 


4i,  =  - 


4;  —  S!/.4X  —  Sj.i».  —  2  ^  i. 


M 

w 

> 

\ 

i^CaJ 

K 

> 

n 

n  1 

lj\  4  ^ 

r>' 

^ 

LI'   . 

L>- 

u^ 

l_ 

Bei  starren  Stützen  ist  A  Z  =  0.    Sind  die  Kämpfer  A  und  ß  durch 
eine  Zugstange  vom  Querschnitte  F^  verbunden,  so  ist  A?  gleich  der 


Fig.  112. 
Verlängerung  dieser  den  Horizontalschub  H  des  Bogens  aufnehmenden 
Stange;   es  folgt  dann  i/^  .     Sollen  Temperaturänderungen  be- 

rücksichtigt werden,    so  sind    die  Spanmingen  a   in  Gleich.  (24)   zu 
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ersetzen    durch    die  Werte    e„+sEt„,   während   fiir   Ai  der  "Wert 

^„  4~  ^^0^  einzuführen   ist    Hierbei  bedeutet   f_  die   Temperatur- 

äcderimg  für  den  Stab  s.  der  oberen  Gnrtung  und  t,,  die  Temperatur- 
änderung  Mr  die  Stange  AB. 

Will  man  die  Biegongslinie  ermitteln,  ohne  die  Winkel&ndeningen 
zu  berechnen,  so  bestijmnt  man  Wj  bis  w,  (Big.  112)  und  Wg  bis  ic^^ 
mit  Hilfe  der  in  Nr.  47  entwickelten  Formeln  und  wendet  dann  die 
Beziehimg: 

i/  =  Sj/.w,  +  !,jW,  +  |sf-«'-  +  SÄ'rf.') 
an.     Man  erhält: 

ZahlenbeiepieU  (liguren  auf  Tafel  2.)  Es  soll  die  Siegungs- 
linie  der  unteren  Gurtung  des  in  Fig.  113  abgebildeten  Fachwerkbogens 
mit  drei  Gelenken  für  den  Fall  bestimmt  werden,  daß  auf  den  Träger 
nur  eine  im  Scheiteigelenk  angreifende  Einzellast  1000**  wirkt 

SämtUche  Stäbe  sind  aus  Winkeleisen  zusammengesetzt;  die  In- 
halte ihrer  Querecbnitt©  (ohne  Abzug  für  Nietlöcher)  sdnd  in  der 
folgenden  Tabelle,  sowie  in  Fig.  113  zusammengestellt  worden. 


Form 
des 

Schnitts 

Winkeleisensorte 

Inhalt 

des 

Quer- 

Bohnitts 

Obere  Gnrtnng 

"ir 

80 

80 

10- 

30- 

Untere      „ 

JL 

ir 

90 

80 

11  ,> 

'4„ 

EndTertiiale 

-\r 

90 

90 

11  ,> 

37  „ 

Tertikaie  bei  (1) 

-\r 

80 

80 

10  „ 

30  „ 

.          „    :(2)  (3)  (4) 

-\r 

60 

60 
90 

10  „ 

in, 

22  „ 

1"  Diagonale 

-ir 

90 

37  „ 

2*"  tmd  b*^  IMagonale 

nr 

80 

80 

10  „ 

30  „ 

3*"  Diagonale 

ir 

70 
60 

en  hie 

70 

Ib" 

10  „ 

26  „ 

4»         „ 

nr 

13B.  weiTl 

10  „ 

c'kmäßig 

22  „ 

•)  Die  Stäbe  AI.  6—7,  7—8  und 

mit  d„  d,, 
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Die  in  die  liii^e  Hälfte  des  Trägemetzes  (Fig.  113)  eingeschriebaie]] 
Zahlen  geben  die  Spannkräfte  (in  Mogr.)  an;  dieselben  können  n.  a. 
sehr  schnell  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Erafteplanes  erhalten 
werden.  [Der  vorliegende  Träger  wurde  im  eraten  Bande,  §  46  und 
§  46,  für  verschiedene  Belastungsweisen  untersucht  Die  in  Fig.  113 
angegebenen  Spannkräfte  stimmen  mit  den  früher  mit  Sg  bezeichneten 
überein  und  sind  —  in  Tonnen  ausgedrückt  —  in  der  Tabelle  am  An- 
fang von  §  46,  Band  I,  enthalten.  Die  dort  fehlende  Spannkraft  im 
ersten  Stabe  des  Untergurts  findet  man,  indem  man  den  Horizontalsohnb 
H^lSlb*'  mit  der  Sekante  des  Stabneigungswinkels  multipliziert;  « 
ei^bt  sich  der  Druck;  1875  fJJ  =  2081^] 

Die  schwarzen  Zahlen  in  der  rechten  Hälfte  des  Trägemetzes 
(Fig.  113)  bedeuten  die  Stablängen  (in  cm),  während  Fig.  114  eine 
übersichtliche  Zusammenstellung  der  10000-fachen  Löngenänderungen 
(aufgetragen  im  Maßstabe  1 :  40)  bietet  Diese  Werte  sind  für  E= 
1800000^  f.  d.  qcm  (Schweißeisen)  berechnet  worden,  und  es  eigab 
sich  beKpielsweise  für  den  ersten  Stab  der  oberen  Gurtung; 

innnnA„       10000 -O.».  ..     ,    10000  ■  316  ■  800        ,,,.. 

10000  io,  = ^y =  +     1800000.30 +  "'^ 

=  +  175- 
füT  die  Diagonale  des  ereten  Feldes: 

.AAo/^.j       lOOOO-D.i  10000-609-486  „,_ 

1000Oirf,=  — gj^-  = 1800000.  37-  =  -»'-^ 

=  —  371-, 
und  für  die  Endvertitale: 

iftnnnA;^       iOOGO^FA         ,    10000  ■  400  ■  526        .„.f., 

10000äA,  = ^-   =  +  -1800000-37     =  +  31.5 

= -1-315 -. 
Nach  Berechnung  dieser  Langenänderungen  wurden  die  lOODO-facKii 
Werte  l'u,  4'rf  (vergL  Seite  108)  durch  Zeichnung  ermittelt  Für  den 
ersten  Stab  der  untei-en  Gurtung  wurde  z.  B.  der  durch  eine  kräftig 
ausgezogene,  mit  dem  fraglichen  Stabe  zusammenfallende  Linie  dar- 
gestellte Wert  10000  i'w  =  —  577""  gefunden,  für  die  erste  Diagonale: 
10000  i'rf=  — 600"".  Die  Gewichte  j^  wurden  mittels  Gleichung  (10). 
Seite  109,  bestimmt,  da  die  Füllungsglieder  die  in  der  Fig.  91  dar- 
gestellte Anordnung  haben.  Es  ist  im  vorliegenden  Falle  4'o  =  Ae 
und  6_^a„,  vergl.  Fig.  91,  alüo: 

W-™-,— ( iO--)-  i'«-  +  l  -|-  Ä'*^- Ä'ö^-+l  —  0—1  +  "-)■ 

Die  10000-fachen  Werte  a  sind  ebenfalls  in  der  Fig.  114  an- 
gegeben*).    Man  erhält  (mit  Weglassung  des  Faktoi-s  10000) 

•)  Die  Strecke,  welche  Oj  darstellt,  wurde  —  weil  sehr  klein  —  nicht  ein- 
gezeichnet 
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§  3.  Die  Biegtmgslinie. 


«^  — WB^[■ 
»4=TA^^t■ 


-  372  —  633  —  477  H 


■473- 


616  + 104  - 
I  ä'h  =  —  (677  +  600  +  (133 + 
Da  uun  im  vorliegenden  Falle: 

ist,  so  folfft 


477—400+201  ^-0,29 
300-201+   77  ^-0,49 
104—  77-  11  ^-0,89 
601+  11-   63  ^  —  1,15 

y,«.,^-    417,G" 
!,,«■.  =  - 1254,4 
3,.w.  =  - 2990,4 

63  +  G16) .  2  =  -  6178. 

2y.c=  — 9078,4 

(Sj,«,)2  + 


24'« 


-=  + 


9078,4  ■  2  +  6178 
4000 


:  +  6,08. 


Die  Ordinatcn  ß,,  8,,  .  .  .  der  gesuchten  BiegungsUnie  sollen  zu- 
nächst berechnet  und  zu  diesem  Zwecke  als  Biegungsmomente  eines 
mit  w,.  Wj,  .  .  .  belasteten  einfachen  Baliens  gedeutet  werden.  Für 
die  Werte  (ÄCI J*)  erhält  man  dann  folgenden  Ansatz: 

(J/..,  IX)  =0,  =  0,22 


0. 

=  l«-,  =  3,04 
-1,15  =  », 

0. 

=  +  1,89 
—  0,89  =  «'s 

0. 

=  +  1,00 
—  0,49  =  1«, 

ft 

=  +  0,61 
-0,29  =  «-, 

+  0,61  =  0, 

(J<..,l>)  = 

+  0,78 

+  1,00  =  0, 

(M..,H)  = 

+  1,73 

+  1,89  =  0. 

{M..,\\)  = 

+  3,62 

+  3,04  =  0, 

0,  =  +  0,22  (JK...  [  X)  =       +  6,66 

Da  nun  in  die  Formel  für  w  die  10000-fachen  Längenänderungen 
eingeführt  wurden,  so  ergibt  sich : 

M^  _  UM,.\\)_ _  8000 (M..  X) 

"ioooo  ~    10000  10000  " 


S.= 


also: 


8,  =  0,8 -0,78  =  0,219- 
8,  =  0,3 -3,62=.  1,086- 


8,  =  0,3  0,22  =  0,066- 

8,  =  0,3 -1,73  =  0,619- 

8,  =  0,8 -6,66  =  1,998-. 

Will  man    diese  Werte    durch  Zeichnung  finden   und  zwar  im 

Maßstabe  26 : 1,  so  ist  für  das  Seilpolygon  der  Gewichte  w  die  Pol- 

1         4 


weite  10000 


300     25  " 


Längenmaßstab 


der  Trügetzeichnung  =  1 :  300  ist.  Die  Weite  w  und  die  Polweite 
sind  Zahlen,  für  welche  in  Fig.  113  der  Maßstab  1^12"  gewählt 
wurde. 
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128  Erste  Abteilung.    Erster  Al^schnitt. 

Nach  Emiittlung  der  Biegungslinie  der  unteren  Gurtuug  ist  die- 
jenige der  oberen  Gurtung  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daB  sich 
der  Abstand  zweier  senkrecht  übereinander  gelegenen  Knotenpunkte  m 
um  die  Strecke  4A_  ändert.  Für  den  oberen  Knotenpunkt  2  ergibt 
sich  hiemacb  eine  senkrechte  Verschiebung  von  0,219  —  afej  =  0,219 
—  0,012  =  0,207—  In  Fig.  113  sind  die  auf  zwei  8teUen  abgerun- 
deten Werte  der  Durchbiegungen  zusammengestellt  worden. 

51.  VollBtändlg^  Bestimmiuig  der  VenelLiebiingeD.  Durch  Auf- 
zeichnung einer  Biegungslinie  erhält  man  zunächst  nur  die  Projek- 
tionen der  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  auf  eine  feste  Richtung, 
nicht  aber  diese  Verschiebungen  selbst  Wird  also  die  Tollständipe 
Bestimmung  der  Fonnändening  eines  Fachwerks  verlangt,  und  will  man 
diese  Aufgabe  mit  Hilfe  des  Seilpolygons 
lösen,  so  muß  man  xwei  Biegungslinien 
zeichnen.  "Wurde  hierbei  der  Träger  ein- 
mal auf  ein  Achsenkreuz  (x,,  j/,),  dann 
auf  die  Achsen  (a:,,  y^)  bezogen,  Fig.  115, 
und  sind  mmi  und  mm^  die  für  den 
Knoten  m  erhaltenen  Ordinaten  der  für 
"^V  -ift_.  *■  ]f>  die  Richtungen  ;/,  und  y,  ermittelten 
Biegungslinien,  so  ist  die  Verschiebung 
Fig.  115.  mm'    des    Punktes   m    bestimmt    durch 

?n,TO'_|_»i,m,  m^m'  _\_m^m.  Es  möge 
aber  noch  eine  andere  Darstellungsweise  der  Vei-schiebungen  (die 
meistens  den  Vorzug  verdienen  wird)  gezeigt  werden,  darin  bestehend, 
daß  nach  Auftragung  einer  Biegungslinie  das  im  §  2  gelehrte  Stabzug- 
verfahren zu  Hilfe  genommen  wird.  In  Fig.  116  ist  dieser  Weg  er- 
läutert worden. 

Gegeben  seien  die  Verschiebungen  &y  des  auf  ein  rechtwinkliges 
Achsenkreuz  (z,  y)  bezogeneu  Stabzuges  0 — 1 — 2  —  3 —  .  .  .  . :  außer- 
dem sei  die  Verschiebung  4a:  irgendeines  Knotens  bekannt  Es  «erde 
die  vollständige  Darstellung  der  Vei'schichiingen  sämtlicher  Knoteu 
gefordert 

AB  sei  die  SchluJ31inie  der  Bieguugsliiüe  0"1"2"3" Die 

Punkte  0",  1",  2"  ...  projiziere  man  durch  Parallelen  zu  AB  auf  eine 
zur  ^-Ächse  parallele  Gerade,  welche  von  der  Schlußlinie  in  j4  ge- 
schnitten werde,  und  ziehe  durch  A  und  durch  die  Projektionen  0"'. 
1'",  2'"  .  . .  der  Punkte  0",  1",  2",  .  .  .  Parallelen  g^,  g^,  3,,  */,,  .... 
zur  a:-Achse.  Auf  der  g^  nehme  man  den  Pol  0  des  verlangten  Ver- 
schiebungsplanes  beliebig  an  und  bestimme  nun  zunächst  die  Verechie- 
bung  desjenigen  Knotens,  dessen  Aa;  bekannt  ist 

In  Mg.  116  wurde  i^x^  als  gegeben  angenommen  und  der  Strahl 
02',  welcher  die  Verschiebung  des  Punktes  2  nach  Größe,  Richtung 
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und  yinn  darstellt,  eiugezeichnet ;  wein  Eudpunkt  2'  liegt  auf  der  Ge- 
raden 5j  (weil  die  Projektion  von  02'  »iif  die  Richtung  y  gleich  A//g 
sein  muß)  und  im  (uegativ  vorausgesetzteu)  Abstände  iz,  von  der 
durch  0  parallel  zur  //-Achse  gezogenen  Geraden  00'. 


-91--  - 

* 

"9; 

»- 

tll+r 

Fig.  116. 

Trägt  man  nun  an  2'  die  dem  Stabe  5,  parallele  Strecke  A2  an, 
welche  gleich  der  Änderung  der  Länge  s,  ist  iind  den  Sinn  2 — 1 
oder  1 — 2  erhält,  je  nachdem  der  Stab  s^  gedehnt  oder  Yerkürzt 
wird,  und  errichtet  man  im  Endpunkte  von  A2  auf  ä2  ein  Lot  (p,), 
welches  die  Gerade  jr,  in  1'  schneidet,  so  gibt  der  Polstrahl  Ol'  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  die  Verschiebung  des  Knotenpunktes  1  an, 
wie  ohne  weiteres  aus  dem  im  §  2  gelehrten  Stabzugverfahren  hervor- 
geht Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Lage  des  Punktes  0'  bestimmt 
und  —  wieder  von  2'  aus  —  der  Keihe  nach  3',  4',  5',  6'  festgelegt 
In  Fig.  116  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  alle  Stäbe  mit  Ausnahme 
von  «5  Verkürzungen  erleiden. 

"Will  man  die  Ax  durch  Reehnutig  l>estiiiunen,  so  differenziere  innn  dit^  Gleichung 

und  ersetze  das  Differentialzeichen  durch  dos  Zeichen  d.    Man  erliält: 

ood  hieraus 

A  j— I  —  ij;-  =  As»  sec  ft.  —  (Äy— i  —  Ay.)  tg  p«, 
wo  ^  den  XeigungBwiiikel  des  Stabes  a.  gegen  die  x-Achse  bedeutet.  Kennt  mau 
also  einen  der  beiden  Werte  Axb.i  und  A±..,  ho  liann  mmi  auüh  den  anderen  an- 
geben, so  dofi  es  möglich  iflt,  mit  Hilfe  der  vurstehenden  Furmel  und  mittels  des  in 
Nr.  49  zur  Bestimmung  der  iy  entwickelten  Vei-falirens  sämtliche  Seiten  Verschie- 
bungen ii,  Ay  eines  StBbziiges  (/iirc/i  Jieehnuiig  zu  finden,  sobald  ein  'Wert  Aj: 
MQller-Bresliu,  Graphiube  SUtik.    II.  I.  9 
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130  E'^ite  Abteilung.   Erster  Abschnitt, 

und  zwei  Werte  Ay  bekannt  sind.  Ein  anderes  rechnerisches  Verfahren  läfit  sich 
leicht  durch  Projizieren  des  im  §  2  eingeführten,  durch  Aneinanderreihung  der  Aa 
und  p  entstandenen  linienzages  luif  zwei  rechtwinMige  Achsen  x  und  y  ableiten. 

52.  Elsfölinuig  Btellvertretender  Stabzflge.  Die  in  der  Fig.  11& 
gezeigte  Darstellmigsweise  der  Versehiebungen  wird  besonders  übersicht- 
lich, sobald  sämtliche  is:=0  sind,  weil  der  "Verschiebimgsplan  dann 
aus  einem  Linienzuge  0'1'2'  ....  besteht,  dessen  Eckpunkte  0',1', 
2',  ....  in  den  Geraden  g^,  g^,  g^,  .  .  .  .  liegen,  und  dessen  Seiten 
0' — 1',  r — 2',  ....  rechtwinkhg  zu  den  entsprechenden  Stabrichtungen 
0 — 1,  1 — 2,  ....  sind.*)  Auch  ist  zu  beachten,  daß  sich  im  Falle 
des  Terschwindens  der  As  für  die  Gewichte  -w  (nach  Gleich.  3,  S.  101) 
die  von  der  Lage  des  Aehsenkreuxes  x,  y  unabhängigen  Werte 

«•„  =  4^ 
ergeben,  und  es  liegt  daher  der  Gedanke  sehr  nahe,  daß  es  zuweilen 
vorteilhaft  sein  dürfte,  den  elastischen  Stabzug  behufs  Darstellung  der 

Vorschiebungen  seiner 
^  /\\  Knotenpunkte     durch 

j^.   1     \  einen  aus  starren  Ghe- 

dem   bestehenden   zu 
ersetzen.**) 

Zu  einem  solchen 
stellvertretenden  Stab- 
xuge  gelangt  man,  in- 
dem man  zwischen  je 
zwei  aufeinander  fol- 
genden Knotenpunk- 
ten m  —  1,  m  einen 
neuen  Küoten  m^  an- 
nimmt und  diesen  so- 
wohl mit  m  —  1  als 
pj    j^^^  auch    mit    m    durch 

stan-e  (in  Fig.  117  ge- 
stiichelt  angegebene)  Stäbe  verbindet  Der  neue  Randwinkel  bei  m  sei 
«„  =  S"«  -f-  u_  -|-  ic«+i,  der  Eandwinkel  bei  wi^  sei  t„.    Die  Änderungen 


•)  Vergi.  uuch  Seite  97,  i"ig.  79.  Dort  wurde  dieses  Gesetz  bereits  auf  anderem 
■tt'ege  abgeleitet. 

••)  Der  Umstand,  daß  w„  =  AS,,  von  der  Lage  des  Achseukreuzes  (.r,  y)  unab- 
hängig ist,  vereinfacht  auch  die  Anwendung  zweier  Biegungslinien.  Schließen  die 
beiden  Kichtiingen,  welche  den  Gewichten  k  zugeschrieben  werden  aollen,  deu 
Winkel  >})  ein,  so  denke  man  das  Kräfte|iolygon  nach  Aufzeichnung  der  ersten 
Biegungslinie  um  <Ii  gedreht,  lun  eijizasehen,  daß  jede  Seite  des  zweiten  Seilpolygons 
mit  der  entsj) rechenden  Seite  der  ersten  Biegungslinio  den  Winkel  ijj  bilden  muß. 
Mit  Rücksicht  auf  die  käufli<!ben  Wiukelbrettchun  wird  man  für  <if  einen  der  Winkel: 
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Ton  T.  und  «„  sind: 

4t„  =  — -  (cotg  x_  +  cotg  o„) 

4s                     ÄS 
Aa_  =  4%  +  4ö^-|-  4x„+i  =  4^„ "  cotgx» ^= — cotga.^,. 

Betrachtet  man  die  4-t  und  ^.a  als  Kräfte,  welche  in  der  Bichtong  r 
wirken,  und  verbindet  man  dieselben  durch  ein  Seüpolygon  mit  der 
Polweite  Eins,  so  ist  dieses  Seilpolygon  die  Biegtmgf;lime  des  aus 
starren  Oliedem  bestehenden  Stabzugea  für  die  Richtung  r,  und  das 
eingeschriebene  Polygon,  dessen  Ecken  den  Knoten  . .  .  (m — 2),  (m — 1), 
m,  (m  +  1)  ...  entsprechen,  ist  die  Biegungslinie  des  elastischen  Stab- 
zuges ,  .  .  {m — 2)  {m — 1)  m  (wi-|-l)  .  .  . 

Die  l*unkte  »n^  wird  man  so  annehmen,  daß  die  Kotangenten  der 
Winkel  X  und  a  mnde  Zahlen  sind.  AVählt  man  z,  B.  u.  =  x.  =  46  °, 
so  erhält  man  sehr  einfach: 


Hat  die  Elastizitäfciziffer  E  flir  alle  Ötäbe  denselben  Wert,  so 
ersetze  man  die  Gewichte  4t  imd  4a  durch  die  Gewichte  E^-c  bezw. 
E^a  und  die  Polweite  1  durch  die  Polweite  E.  Sollen  dann  Tem- 
peraturänderungen unberücksichtigt  bleiben,  so  treten  in  den  vorstehen- 
den Formeln  an  die  Stelle  der  Terlängerungsverhältnisse  4s/s  die  Span- 
nungen o.     Ist  «  ^=  X  =  45 ",  80  erhält  man : 

S4t.  =  2ff„.     £"40.  =  £4^.  —  <J„—  «.+,.•*) 

90*,  60*,  45°,  90°  wählen.  Auf  weitere  Beziehungen  zwischen  den  beiden Biegungs- 
linien  gehen  wir  nicht  ein,  da  sich  der  Linienzug  0'1'2'3'  .  .  .  ebenfalls  schnell 
Reichnen  läßt  und  die  Terethiebangen  sofort  nach  Größe  und  Richtung  liefert,  so 
daß  man  die  ZiLsammenKetzong  der  SeitenTerschiebungen  (nach  Rg.  115)  spart. 

•)  Es  i^rt  darauf  zn  achten,  daß  keiner  der  hinzugefügten  starren  Stabe  die 
Richtung  r  erhalten  darf,  wenn  aufler  der  Bi^ungslinie  noch  die  vollständige  Dar- 
stellung der  Verschiebungen  mit  Hilfe  des  Linienzuges  0'I'2'  .  .  .  {Fig.  116)  ohne 
jede  weilöi'e  Zwischenrechnung  erfolgen  soll.  Diese  Zwisehenrechnung,  welche,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  in  der  Ermittlung  des  'Wertes  p  für  jeden  in  die  Richtung  r 
fallenden  Stab  bestehen  würde,  ist  zwar  nicht  schwierig,  immerhin  aber  umständ- 
licher als  die  Annahme  besonderer  Winkel  w  nnd  x  für  diese  Stelle  des  Stabzugee. 
Wird  nur  die  Biegungslinie  für  die  Richtung  r  verlangt,  so  dürfen  Stäbe  von  der 
lüehtung  r  vorkommen,  denn  es  entspretben  dann  den  beiden  Endpunkten  solcher 
Stäbe  im  Sinne  r  gleichgroße  Veischieliungen.  Zu  beachten  ist  auch,  daß  die  Ge- 
wichte Ar  und  Act  in  der  Beibenfolge  .  .  .  At.-i,  Ab..i,  ät,.,  Ao.,  Ar.+t, 
4ftn+i  .  ■  -  durch  das  Seili)olygon  verbunden  weiilen  müssen, 

*')  Vergl.  S.  102.  Dem  Einfluß  von  Tempera turänderungen  t  kann  man  auch 
Rechnung  tragen,  indem  man  o  er-etzt  durch  o  -j-  tEt. 
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Für  die   in   der  Fig.  118  angegebene  Lage   der  eingeschalteten 
Punkte  «0  ergibt  sich: 

äs 
At.  = "-  (cotg  x_  +  co^  «.) 


Fig.  118. 


"Welche  der  beidea  AnordnuDgen  {Fig.  117  oder  Fig.  118)  gewählt 
wird,  ist  für  das  EiTgebnis  gleichgültig.  Man  strebe  zur  Erzielnnp 
übersichtliclier  Kräftepolygoue  nacli 
Möglichkeit  Reiche  Vorzeichen  der 
(Jewichte  ir  au.  Z.  B.  wird  man 
bei  einfachen  Balkenbrücken  in  der 
Regel  fttr  die  Aa  der  oberen  imti 
auch  der  unteren  Gurtung  positive 
Weile  erhalten  und  sich  infolge- 
dessen hei  Untersuchung  einei 
oberen  Gurtung  für  die  in  Fig.  118 
gegebene  Anordnung  entscheiden, 
weil  die  4«  und  o  der  Obergurtetäbe  negativ  sind.  Bei  einer  unteren 
Gurtung  wird  besser  nach  Fig.  117  verfahren. 

Eine  andere  Behandlungsweise  des  stellvertretenden  Stabzug?s 
schließt  sich  der  auf  Seite  104  bis  112  gelösten  Äu^be  an:  die  Ge- 
wichte w.  zu  bestimmen,  ohne  vorher  die  WinkelSnderungen  A5  zu 
berechnen.  Dieses  Yerfahren  konunt  natürlich  nur  dann  in  Frage, 
wenn  die  WinkeläDderungen  nicht  ohnehin  zu  anderen  Zwecken*)  an- 
gegeben werden  müssen;  dasselbe  möge  an  dem  in  Fig.  119  darge- 
stellten Beispiele  erläutert  werden. 

Gesucht  sei  die  Biegungslinie  (für  die  Richtung  r)  der  Gurtunj: 
.  .  .  {tn — 1)  m  (»»+1)  .  . .  eines  einfachen  Dreiecknetzes.  Die  den  ein- 
geschalteten Knoten  m,,  ent^rechendcn  Gewichte  At«  werden  wie  vor- 
hin berechnet,  das  Gewicht  «•_  für  einen  Knoten  m  der  Gurtung  hin- 
gegen nach  der  auf  Seite  105  bewiesenen  Gleichung: 

Hierin  bedeutet  [i  die  Spannkraft,  welche  in  einem  Stabe  des  in  Eg. 
119'    herausgetragenen  Faehweiktciles  infolge  der  di-eijunter  sich  hu 

Gleichgewichte  befindlichen  parallelen  äußeren  Ki-äfte— ,  -j,  I — ] — A 

entsteht  und  A«  die  Längenänderung  des  Stabes  für^denjenigen  Be- 
lastungszustand, für  welchen  die  BiegungsDnie  gesucht ^wird.  e  und  e' 
sind    die    gegenseitigen  Abstände  jener  3  Kräfte,  deren  Richtung  ge- 


•)  Z.  B.  Bestimmung  von  Xfl'i-iifiiianQungcn.     V't'i- 


u-h  Seite  %. 
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§  3.   Die  Bieguuj^slime. 
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legentlioh  der  früheren  Ableitimg  der  Gleichimg  ir„^2p.as  parallel 
den  w  vorausgesetzt  wurde,  jetzt  aber  willkürlich  gewählt  werden  darf, 
weil  ja  die  Größe  der  v  eines  aus  starren  Gliedern  bestehenden  ^tab- 
zuges  unabhängig  von  der  Richtung  r  ist  Die  Summe  2  erstreckt 
sich  über  die  in  der  Fig.  119^  mit  deu  Zilfem  1,  2,  3,  ...  6,  7  be- 
zeichneten Stäbe,  deren  Spannkräfte  [i  in  Fig.  119"  mittels  eines 
Cremonaschen  Eräfteplanes  dargestellt  wurden.  Für  die  Fachwerkstäbe 
3  und  5  ergaben  si(äi  Zugkräfte  (i,  für  die  übrigen  Druckkräfte.  Sind 
also  die  Längeuändeningen  der  Stäbe  1.  2,  3  .  .  .  beziehungsweise 
=  Ai.  Äj,  Aj,  .  .  .  so  folgt: 

w-  =  — [i-iAi— S4Ä,+  (Hi4*— !^ii4+P-5'i5— !**^  — t^'^j- 


Fig.  119. 


1 


Es  wird  sieh  empfehleu,  die  Richtung  der  Kraft  —  so  zu  wählen,  daß 
e  einen  festen,  durch  eine  runde  Zahl  ausdrückbaren  Wert  annimmt. 
Bei  Ermittlung  der  verschiedenen  w  sind  also  verschiedene  Knift- 
richtungen  anzunehmen. 

Eine    ii-ichtige  Anvendung  der  iftellvertretenden  Stabxiige  findet 
sieh  in  Nr.  75. 

Vbungifaufgttben  zu  den  §§  1  bis  S. 


lU  die  Änderung  43t  des  Rjmdwinkels  S»  des  in  Fig.  120 
t  Hilfe  eines  \l'illiotf*:hen  Versoliiekuifp-planes  Watimmi 


1.  Aufgabe,    F.« 

dwgetitellten  Fachwerlw  i 
werden. 

IJJituitg.  Uan  nehnii?  den  Punkt  a  uud  dio  Richtung  des  !5tal>es  ab  als  fest- 
liegend iui,  ei-raittle  uach  Xr.  32  (S.  58)  der  Keihe  HHch  die  Versthiebuugen  Ob\ 
Oo\  Od',  Oe'  der  Punkte  i,  r,  rf,  e  und  denke  hierauf  die  Verschiebung  von  e 
nach  dem  Stnbzup-erfahren  bestimmt,  llan  erkennt  dann,  dall  das  Lot  von  e'  auf 
47  gleich  K,Aä»  ist  und  findet 

AS»^  ''   ■ 

Der  Drehungssiun  von  tt,  gew«  »,  ist  in  der  Figur  durth  eiaeu  Pfeil  angegebeu 
worden;  hiemiieh  ist  iS*  i>ositiv.  Wir  setzten  voraus,  daß  die  Stäbe  2,  4,  5  gedehnt. 
die  übi-igen  verkürzt  werden. 
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'^,  Aufgabe,  Behufs  Darstellung  der  Bieguogsliuie  der  oberen  tiurtnng  di-s 
in  Fig.  131  abgebildeten  Fachwerks  soll  das  Gewicht  v»  mit  Hilfe  eines  Williolsclien 
rianes  dargostellt  werden  und  zwar  ohne  gesonderte  Eiinittlung  von  ASi. 


!Ä»u«g.  Man  füge  dli:  zu  tci,  parallelen  stan-en  beliebig  langen  t^talu.' 8  und  11 
hinzu,  femer  die  starren  Stäbe  9  und  10.  Dann  ist  (wenn  die  Polweite  1  gei^tdt 
wird)  tct^Ad»,  welcher  Wert  nun  auf  die  soeben  gezeigte  Weise  l>estimint  wird. 
Man  nehme  hierbei  Og  und  die  Bichtuog  des  Stabes  9  als  festliegend  an. 

S-  Aufgabe.     Mit   Bezugnahme   auf  Fig.  131    beweise   man,   daO.,   sobald 

die  Polweitü  :=  ff  gewählt   wird  und ^'~f'  '^'   ''**  'j^'"''!'*  "^  astüi  der 

Formel 

IT»  =  ontg  a,  {0  -  0.) ')  +  cotg  «,  (o,  —  o,)  +  cotg  «,  (er,  -  oj  +  cotg  B.  (a.  -  ffj 

+  cotg  a,  (5,  -  o.)  +  cotg  II,  (o,  -  ffj  +  colg  <x,  (<j,  -  o,)  +  cotg  «,  (0  -  o,) 
berechnet  werden  darf. 

Ijöaung.  Man  gelangt  zur  vorstehenden  Formel  ohne  weiteres,  indem  man 
nach  GL  (3)  Seite  90  die  Änderungen  der  Dreiecks winkel,  aus  denen  sich  «u  zu- 
sammensetzt, bestimmt  und  dieselben  addiert.  Die  Multiplikationen  mit  cotg  werden 
zweckmäßig  zeichnerisch  au.sgeführt.     Man   könnte   auch   den  Ausdruck  nach  den 

Spannungen  o  ordnen.    Der  Einfluß  von  a,  aufici  ist  dann  =  a, -^,  wo«,dieUnge 

des  Stabee  2  und  r,  da.s  Lot  von  6  auf  2  bedeutet.     Wie  stellt  man  den  EinfluU 
der  Spannung  eines  von  b  ausgehenden  Stabes  z.  B.  den  von  o,  am  bequemsten  darV 

d.  Aufgabe.  Gesucht  sei  die  Biegungslinie  (für  die  Richtung  r)  eine« 
Stabzuges,  dessen  As  und  Aä  gegelien  sind;  einzelne  Stäbe  habm  aber  die  Rich- 
tung r. 


■)  Zur  besseren  Übersicht  wui-den  die  Siiannimgen  0  der  Stäbe  8  und  11  mit 
aufgeführt. 
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Lli«mg. 

zwischen  m— 

1  und  n 

mit  der  Richtung  r  zusammen,  so  schalte  man  nach  Fij 
4  mittels  starrer  Stäbe,  iredche  mit  ««  Winkel  von  46* 

122 

schließen,  ein 

n  neuen 

Knoten  m,  ein,  dessen  Gewicht  w^  =  — 2-^ 

ist. 

Für 

tr„-,  und  tt„ 

erhält  nu 

im: 

«■- 

..  =  A...  +  ^ 

Fig.  122. 


fct  As.  positiv,  so  ist  icm,  im  Sinne  (— r)  anzunehmen.  Figur  122  setzt  also  voraus, 
daB  der  Stab  s.  gedrückt  wird.  Zu  beachten  ist,  daß  die  Gewichte  in  der  Beihen- 
folge  «fa-i,  w.n  "'x  durch  das  Seilpolygon  verbunden  werden  müssen  wie  dies  in 
Fig.  122  angedeutet  ist 

S.  Aufgabe.  B»  soll  der  Verschiebungsplaa  für  die  untere  CturtungO — 2 — 4 — 6 
des  in  der  Fig.  123  dargestellten  Trägers  mit  Hilfe  eines  stellvertretenden,  aus  starren 
Gliedern  bestehenden  Stabiuges 
0—1—2—3  —  4—5—6  gezeich- 
net werden. 

Die  Lömatg  besteht  darin,  daß 
zuerst  nach  Nr.  Ö2  die  Biegimgs- 
linie  für  die  zur  Bahn  des  beweg- 
Lchen  Auflagers  rechtwinklige  Kch- 
tung  r  gezeichnet  wird,  weil  dann 
die  Schlußlinie  0"6"  sofort  gegeben 
ist.  Hierauf  wird  der  Liniouzug 
€'5'4*3'2'1'0'  nach  Nr.  61  be- 
stimmt. Die  Strahlen  00',  02', 
04'  steilen  nach  Größe,  Richtung 
und  Sinn  die  Verschiebungen  der 
Punkte  0,  2,  4  dar.  —  Von  den 
drei  für  diesen  Triiger  in  diesem 
BuoheraitgetoUtenVerfahren(vergl.  Pi-   iga 

Fig.  38,  105,  123)  ist  das  eiste  im 

allgeraeinen  das  einfachste.  Die  LiisuDg  in  Fig,  106  verdient  den  Vorzug,  sobald 
die  lotrechten  Verschiebungen  a  durch  Rechnung  bestimmt  werden  sollen  und  die 
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zuletzt  ang^i^bene  (Fig.  123)  wird  vorteilli&Ft,  sobald  die  'WiDkeländ«nuigen  noch 
zu  ttuderen  Zwecken  (2.  B.  zur  ErmittJuiig  von  Nebenf^paiuimgen)  gebraucht  werden. 
6.  Aufgabe,  Ein  Pachwerk  sei  in  der  'WeiKe  erzeugt,  daß  zu  einem  Slah- 
dreieck  abc  zwei  neue  Stäbe  gefügt  werden,  die  in  einem  neuen  Knoten  d  mit- 
einander verbunden  sind,  hierauf  an  zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebild«s 
wieder  zwei  Stäbe  njit  einem  Knoten  e  angeKchloRsen  werden  u.  s.  f.  Es  sollen  die 
■ffinkeländenmgen  dieses  Fachwerks  berechnet  werden. 


Flg.  124.  Fig.  125. 

Die  Lösung  stützt  sich  auf  die  Oleichiing 

As,  =  A  Aa,  +  AjI]  cos  o,  -I*  ^^i  '^"^  "t- 
welche  einen  besonderen  Fall  der  auf  S.  98  für  A/  iibgeieiteteu  Formel  darstdit, 
und  durch  welche  die  .'inderung  der  Reitenlänge  ji,  eines  Dreiecks  (Fig.  125)  be- 
stimint  ist,  sobald  die  Änder\mgen  des  Gegenwinkels  und  der  beiden  anderen  Drei- 
eokseiteu  bekannt  sind. 

Ijegt  beispielsweise  das  Fachwerk  in  Fig.  124  vor,  so  beredmet  man  auf  die  in 
Nr.  40  gezeigte  Weise  die  Winkeländerungen  der  Dreiev'ke  arb  und  nbd  und  drückt 
hierauf  die  Andening  der  Entfernung  cd  durch  die  IJmgenändeningen  Aar  und  Aorf 
der  Seiten  nc  und  ad  und  durch  die  Winkeländening  A(cod]r=  ^lrab\  —  \{dab) 
aus.  Jetzt  hpstimmt  man  die  Winkeländenuigen  der  Dreiecke  nrrf,  rdb  und  rdf. 
drückt  dfb  durch  Are,  Äc6  und  A(«c6)  aus,  u.  s.  w. 

Auf  diesem  Wege  lassen  sich  z.'B.  sämtliche  Winteländeningen  der  in  den 
Figuren  49  imd  60  abgebildeten  Farbwerke  berechnen,  wie  denn  überhaupt  leicht 
einzusehen  ist,  daQ  sich  mit  Hilfe  der  Formel  für  A«,  und  mittels  der  in  Nr.  37 
und  38  durchgeführten  allgemeineren  Untersuchungen  die  in  den  §§  2  and  3  an- 
gegebenen Bnistellungsweiseu  auf  ähnliche  Art  erweitern  lassen,  wie  dies  im  §  1 
mit  dem  von  Williot  ursprünglich  auch  nur  für  einen  sehr  einfachen  Fall  g^rehenen 
Verfahren  geschehen  Lst. 

S  4. 
Einflufilinien  und  Einflufizahlen  für  elastische  Verschiebunsen. 

53.  —  Mit  Hilfe  der  in  den  vorigen  Pafagraphen  gelehrten  Ver- 
fahren ist  man  imstande,  die  Fonuäiidenmg  eines  statisch  bestimmten, 
irgendwie  belasteten  Fachwerks  festzustellen.  Es  bedürfen  aber  diese 
Untersuchungen  noch  einer  Ergänzung  für  den  Fall,  daß  der  EinflnS 
der  am  Fachwerk  angreifenden  Lasten  P,.  P^.  .  .  .  auf  irgendeine  der 
die  Formänderung  bestimmenden  Größen  gesondert  angegeben  werden 
soll,  etwa  zn  dem  Zweck,   die  Grenzwerte  dieser  Größe  (für  welche 
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natürlich  das  Gesetz  vou  der  Zusammenzählung  der  einzelnen  "Wirkimgen 
^Iten  muß)  zn  ermitteln.  Zwar  konnte  man  diese  Aufgabe  in  der  Weise 
behandeln,  daß  man  das  Fachwerk  zuerst  nur  mit  P^  belastet,  dann 
nur  mit  j°g  u.  s.  w,  imd  für  jeden  dieser  Fälle  einen  Verschiebungsplan 
zeichnet;  doch  ist  dieses  Verfahren  so  umständlich,  daß  die  Äu&uchung' 
einer  anderen  Lösung  geboten  erscheint.  Die  Handhabe  hierzu  bietet 
der  Maxwellsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen (S.  31),  dessen  Anwendung  zonächst  an  zwei  Beispielen 
gezeigt  werden  soll. 

1.  AufgtUte^  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  5„ 
des  Knotenpimktes  m  eines  durch  lotrechte  Lasten  P  beanspruchten 
Fachwerkträgers. 

Man  nehme  das  gewichtslose  Fachwerk  nur  mit  einer  in  m  an- 
greifenden lotrechten  Kraft  Eins  belastet  an,  ermittle  die  hierbei  ent- 
stehenden Spannkräfte  5 
und  Längenänderungen 
As  und  bestimme  (nach 
einem  der  in  §§  1—3 
angegebenen  Verfahren) 
die  diesen  Äs  entspre- 
chende Biegungslinie 
derjenigen  Gurtung  (bei- 
spielsweise AGB),  an 
welcher  die  Lasten  P 
angreifen  sollen.  Ist  nun 
die  bei  k  gemessene 
Ordinate  dieser  Biegungslinie  =  i]i,  so  verschiebt  die  in  m  angreifende 
Last  Eins  den  Knoten  k  im  lotrechten  Sinne  um  i]»,  und  es  wird  des- 
halb (nach  dem  Maxwellschen  Satze)  eine  in  k  angreifende  Last  Eins 
tien  Knotenpunkt  m  ebenfalls  um  i\t  verechieben.  Hieraus  folgt  aber, 
daß  die  gezeichnete  Biegungslinie  die  EinflnßUnie  für  S_  ist 

Die  Lasten  P„  P„  P^,  denen  die  Ordinalen  i],,  %,  ijs  entsprechen, 
verursachen  beispielsweise  bei  m  die  Senknng 

Seispiel.  In  Fig.  113  auf  Tafel  2  wurden  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpiintte  eines  BogenttSgers  mit  drei  Gelenten  für  den  Fall  aufgetragen,  daß 
im  Scheitel gelenit  eine  Last  1'=  1000''  wirkt.  Die  für  die  untere  und  obere  Gortung 
erhaltenen  Uiegungslinien  sind  daher  die  Einflußlinien  für  die  lotrechte  Veracbiebung  8 
des  Scheitelgelents;  mit  Hilfe  der  ersteren  kann  der  Einflnß  von  Lasten  festgestellt 
werden,  welche  in  den  unteren  Knotenpunkten  angreifen,  mittels  der  zweiten  der 
Einfluß  der  Belastung  der  oberen  Knoten,  Ist  die  oben  angreifende  Varkehislast: 
;j=0,66ö'  f.  d.  Meter  und  pX  =  0,666-3,0  =  2*  f.  d.  Knotenpunkt,  so  folgt  für 
volle  Belastung  (also  mit  Vernachlässigung  der  kleinen  negativen  Beitragsstrecken  an 
den  Trägerenden) 

»,„„  =  jjl  [2,00  +  2  (1,10  +  0,62  +  0,21  +  0,04)]  =  11,6—. 


Fig.  126. 


DigitizedbyGoOgIC 


138  Erate  Abteilung.    ErstiT  Absuhnitt. 

VoQ   der  ständigen  Belastung  9X  =  037 -3,0=  1,11'  eine««  Feldee   mijge  dir 

Teil  j,l  =  0^7  (Gewicht  der  Hälfte  eines  Feldes  des  Haupttrügers)  ao  der  nntereu 

Ourtung sngreiteDd  angenommeD  werden,  der  Teil  ijt^^Oi^' sn  der  oberen  Gurton^. 

Die  Dnr(.'hbiegung  infulge  der  ständigen  Belastung  beträgt  dann: 

JV  =s.i  [2.00  +  2  (1,09  +  0,62  +  0,22  +  0,07)] 

+g,X  [2,00  4-  2  (1,10  +  0,52  +0.21  +  0,04  -  f-'*)]  =  6-*l ""■ 

Ä.  Aufgabe^  Ein  Fachwerk  sei  »üt  beliebig  gerichteteu  Kräfteu 
Pi,  Pj,  .  .  .  belastet  Gesucht  sei  die  Projektion  8^  der  Verschiebung 
eines  Knotens  C  auf  eine  feste  Richtung  r.  Der  Einfluß  jeder  Last  P 
soll  gesondert  angegeben  wei-den. 

Man  zeicline  den  Verschiebungsplan  für  den  Fall,  daß  auf  da.- 
Fachwerk  nur  eine  Last  P^=l  wirkt,  welche  in  C  angreift  und  dif 
Richtung  r  hai  Für  iigeiideinen  Knoten  m  ergebe  dieser  Plan  die 
Verschiebung  m"iii',  deren  Projektion  auf  die  Richtung  von  P_  mit 
+  &,,  bezeichnet  wei-deii  möge,**)  wobei  das  oheie  oder  untere  Vor- 
zeichen gelten  soll,  je 
nachdem  der  Sinn  jener 
Projektion  mit  dem 
Sinne  von  P.  überein- 
stimmt oder  nicht 

Nun  ist  aber  nach  dem 
Maxwellschen  Satze  die 
gesuchte   Vetsehiebunfr 
8„,    welche    Punkt   C 
^V-  127.  in  ijej-  Richtung  r  und 

infolge  von  P_  =  1  er- 
fährt, ebenso  groß  wie  die  bereits  dargestellte  Verschiebung  5_,,  welche 
der  Punkt  m  in  der  Richtung  P„  und  infolge  von  P,  =  1  erleidet,  und 
daraus  folgt,  daß  der  Einfluß  von  P.  auf  die  A'^erschiebung  i,  gleidi 
P«8„  ist  Auf  die  gleiche  "Weise  findet  man  die  Einflüsse  der  Lasten 
P„  P„  .  .  .,  so  daß  man  schüeßUch 

K  =  P,Si.+  P,8,.  +  . .  .  +  P-S„,+  .  .  . 
erhält     Di6  Größen  8,„  8^,,  .  .  .  nennen  wir  kiu-z  die  den  einzelnen 
Lasten  P„  P^  .  .  .  entsprechenden  Einfluß -.diikn;   sie  ergeben  sich 
Kämtheh  aus  dein  für  P,  =  1  gezeiclnieten  Verschiebungsplane. 

54.  —  Das  in  den  vonstehenden  Beispielen  angewandte  Verfahreu 
ist  ein  allgemeines  und  führt  auch  dann  zum  Ziele,  wenn  die  h  nicht 
Verschiebungen  und  die  P  nicht  EinzeUasten  bedeuten,  sondern  diese 
Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  auf  Seite  30  erklärten  Begriffe  ,.H'ey 

*)  Die  Knotenpunirte  an  den  Tiilgeiwideii   siiid  nur  mit  -j-^jX  l)eU!itet. 
")  Xuch  der  imt  Seite  31  einjjefüLrten  Ifezeiehnungsweiw. 
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einer  Belastung"  imd  „lielanking"  dieuen.  Stets  wird  man  die  dar- 
zustellende Größe 

5,  =  K.P.  +  8,»P»  +  ....  +  S„P.  +  .  . .  . 
mittels  des  Maxivellschen  Satzes  umformen  in 

und  dann  die  Elnflußzahlen  h.^,  \,.  ....  ft.^,  ....  einem  für  den 
Znstand  P^^l  gezeichneten  Verschiebungsplane  (an  dessen  Stelle 
häufig  eine  BieguugsUnie  treten  darf)  entnehmen.  Es  verdient  hervor- 
gehoben .\u  irerden,  daß  diese  Regel  auch  für  staHscfi  unbestimmte 
Fiichwerke  gilt. 

S  5. 

Das  statisch  uabestimmte  Fachwerk. 

a.  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Griten  mittels  des 

Maxwellschen  Satzes. 

5&.  —  Wir  haben  bereits  iu  der  Einleitung  gezeigt,  daß  die  Be- 
i-echnung  eines  statisch  unbestimmten  Fatihwerks  in  die  Lösung  zweier 
Aufgaben  zerfällt.  Erstens  sind  die  Spannkräfte  der  Stäbe  und  die 
Stntzenwiderstände  mittels  der  Gleichgewichtsbedingungen  durch  die 
gegebenen  Lasten  P  und  gewisse  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X 
auszudrücken,  und  zweitens  sind  die  Größen  X  mit  Hilfe  von  Gleichungen 
zu  berechnen,  welche  maa  erhält,  indem  man  die  Formveränderung 
des  statisch  bestimmten  Fachwerks,  in  welches  das  unbestimmte  im 
Falle  des  Terschwiudens  sämtlicher  Größen  X  übergeht,  gewissen  Be- 
dingungen unterwirft. 

Der  einzuschlagende  Weg  ist  meistens  sehr  leicht  zu  finden,  wie 
die  folgenden  Aufgaben  zeigen  wei-den,  bei  deren  Lösung  wir  von  den 
in  der  Einleitong  angestellten  allgemeineren  Untersuchungen  zunächst 
nur  den  Maxwellschen  Satz  zu  Hilfe  nehmen,  wätirend  wir  uns  iui 
übrigen  lediglich  auf  die  §§  1 — 3  stützen.  Denn  es  kommt  uns  be- 
sonders darauf  an,  zu  zeigen,  daß  die  Berechnung  eines  g^ebenen 
statisch  unbestimmten  Fachwerks  für  denjenigen  eine  sehr  leichte  Auf- 
gabe ist,  welcher  sich  mit  der  Darstellung  ^er  Formänderung  statisch 
bestimmter  Fachwerke  vertraut  gemacht  hat  und  das  von  uns  kurz 
als  Maxwellscher  Satz  bezeichnete .  allgemeine  Gesetz  kennt*)     Später 

')  Die  UnterauubunR  von  Fachwei'ien,  welche  erst  entworfen  werden  sollen, 
ist  nur  insofum  umständlicher,  als  die  statisch  nicht  bestimmimren  Größen  von  den 
zunächst  unbekannten  Stnlnjuerschnitten  abhängen.  Im  allgemeinen  wird  man  die 
QuerschnittsgröBen  üiiei-st  schätzungsweLie  annehmen,  hierauf  die  X  und  S  ermittehi. 
die  erforderlichen  Querschnitte  bestimmen  und  im  Falle  größerer  Unterschiede 
zwischen  den  gei'whneten  und  den  geschätzten  Ijuerschnitten  das  ganze.  Verfahreu 
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werden  wir  auch  die  übrigen  iu  der  Einleitung  angegebenen  Verfahren 
verwerten. 

58.  üntaraaohDng  eines  rAer  zwei  öffnongen  gestreckten  Balkens 
ACB,  Mg.  128,  welclier  durch  lotrechte  Lasten  P  beansprucht  wirtl. 

Der  n^eliegendste  Rechmmgsgang  ist  der  folgende.  AVäre  der 
Widerstand  X  der  Mittelstütze  bekannt,  so  Heßen  sich  die  in  A  und 
B  angreifenden  Stützendrücke  und  sämtliche  Spannkräfte  S  des  a»;* 
aneinandergereihten  Dreiecken  bestehenden  Fachwerks  angeben. 

^yimmt  man  zunächst  X^O  an,  so  entsteht  ein  einfacher  Balken 

AB,  dessen  Stutzenwiderstände  Ag-=-  und  ß„:=-    -j- ,-  änd, 

(,  +  (,  *i  +  's 

und  dessen  Spannkräfte  Sq  leicht  gefunden  werden  können,  beispiels- 
weise niittels  eines  Cre- 
nionaschen  Ei'äfteplanes- 
Dieser  einfache  Balken 
wird  an  der  Stelle,  C 
eine  lotrechte  Durch- 
biegung 8,  erfahren, 
deren  Größe  sich  nach 
einem  der  in  den  §§  1 
bis  3  gezeigten  Verfah- 
ren ermitteln  Mt  (Das 
gestrichelte  Polygon  in 
Fig.  129  sei  die  Bie- 
gungslinie  der  Gurtmig 
ACB.)  Denkt  man  jetzt 
die  Kräfte  P  beseitigt 
und  belastet  den  ein- 
fachen Balken  AB  nur 
mit  einer  in  C  angi-eifenden,  nach  oben  gerichteten  Last  X,  so  wird 
der  Punkt  C  im  lotrechten  Sinne  um  h'X  gelioben,  wobei  8'  die  mit 
Hilfe  eines  zweiten  Versehiebungsplanes  zu  bestimmende  lotrechte 
SenJaing  bedeutet,  welche  C  erfährt,  sobald  der  einfache  Balken  AB 
nur  durch  eine  in  C  angreifende,  lotrechte,  abwärts  gerichtete  Last  von 
der  (iröße  1  beansprucht  wird.  Sind  nun  die  Stützen  des  in  Fig.  128 
abgebildeten  Ti-ägeis  vollkommen  starr,  so  muß  die  lotrechte  Ver- 
schiebung von  C  gleich  NuU  sein,  und  es  folgt  hieraus  die  Bedingung: 
\  —  h'X  =  0,  aus  welcher  sich 


Eg.  128. 


Fig.  129. 


Fig.  130. 


.Y=l 


»' 


wiederholen.  Yereinfacbend  wirkt  hierbei  der  Umstand,  daß  der  Zufluß  der  £e- 
lastong  auf  die  Großen  X  nur  von  dem  gegenseitigen  Verhältnis  der  Querschnitte 
abhängt    Yergi.  auoh  Nr.  74. 
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«rgibt  Würde  sich,  bei  nachgebendea  Widerlagern,  Punkt  C  gegen 
die  relativ  festli^nd  gedachte  Gerade  AB  in  lotrechter  Richtung  um 
R.  na«h  unten  verschieben,  so  wäre  X  ans  der  Gleichung  8^  —  h'X  =  J„ 
zu  berechnen.  Nach  Bestinunung  von  X  können  die  Spuinkräfte  S 
in  den  Stäben  des  Balkens  ÄCB  mittels  der  Formel 

S=Sf,  —  S'X 
gefunden  werden,  unter  S'  die  Spannkraft  für  den  in  Kg.  130  dar- 
gestellten Belastungsfidl  X^  —  1  verstanden,  und  ganz  ebenso  erhält 
man  die  Stützenwiderstände : 

A  =  At~  A'X,  B  =  B^~  B'X. 
Den  Einfloß  von  Temperaturändenmgen  wird  man  stete  gesondert 
bestimmen :  man  wird  also  die  Verschiebung  8^  des  durch  die  Lasten  P 
beanspruchten  Balkens  AB  (Fig.  129)  unter  der  Voraussetzung  ermit- 
teln, daß  die  Stäbe  die  I^ngenänderungen  ASg^-?^  erfahren,  und 

schließlich  wird  man  mit  Hilfe  eines  dritten  Verschiebungsplanes  diejenige 
lotrechte  Verrücknng  8,  feststellen,  welche  der  Punkt  C  des  ein&chen 
Balkens  AB  erfährt,  sobald  sich  die  Stablängen  um  A«,  ^sfs  ändern. 
Der  enteprechende  Widerstand  der  Mittelstutze  ist  dann: 

er  erzeugt  im  Träger  ACB  (Fig.  128)  die  Spannkräfte:  S,=—S'X,. 
Im  Falle  gleichmäßiger  Erwärmung  sämtlicher  Stabe  ist  8,  =  0,  sobald 
die  drei  Punkte  A^  B,  C  in  dereelben  Wagerechten  liegen. 

Unsere  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst  Die  Auflösung  leidet  aber 
noch  an  einer  Weitläufigkeit,  die  darin  besteht,  daß  &„  für  jeden  zu 
untersuchenden  Belastungsfall  von  neuem  bestimmt  werden  muß.  Diese 
Schwierigkeit  läßt  sich  nun  durch  Anwendung  des  Maxwellschen  Satzes 
leicht  heben.  Bezeichnet  man  nämhch  mit  8„'  die  dem  Knoten  m 
«mtsprechende  Ordinate  der  in  Fig.  130  für  den  Zustand  JY!  =  —  1  ge- 
zeichneten Biegungslinie,  so  darf  man  schließen:  Eine  in  C  angreifende 
lotrechte  Last  Eins  senkt  den  Punkt  to  um  8„',  und  es  wird  daher 
eine  in  m  angi-eifende  Last  Eins  den  Punkt  C  ebenfalls  um  h'  senken 
imd  eüie  Last  P^  wii-d  auf  die  Senkung  \  den  Emfluß  %  =  P„h„' 
ausüben.    Daraus  folgt  aber 

bo=  P,5,'+  PiW+  ■  ■  ■  +  P-K'+  ■  ■  ■*) 
imd  es  ist  daher  der  Emfluß  der  Lasten  P  auf  J\r 

J  -  -i  [P.8,'+  P,5,'+ . . .  +  ^.8.'+  . . .]  =  -^  SP.S.-. 
Man  darf  aussprechen: 


')  Vergl.  iiuth  Seifp  138. 
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Die  für  den  Zustand  X  =  —  1  gezeichnete  Biegimgidinie  der  zur 
Aufnahme  der  La«t«n  bestämmten  GurtuBg  ist  die  EinflußUnie  für  X. 
Der  MTiltiplikator  dieser  linie  ist  =  1 1  h'. 

57.  Üntenncliaiig  eines  Faohirerkbogeiis  mit  E&mpfergelenken  und 
ohne  Seheitelgeleiik,  Fig.  131.  Der  Träger  sei  durch  beliebig  gerichtete 
Lasten  P  beansprucht.  Die  au  den  festen  Auflagergelenien  A  und  B 
angreifenden  Widerstände 
seien  in  die  zur  (ieradcn 
AB  reohtmnkligen  Seiten- 
krafte  A  und  B  und  die 
in  die  Gerade  AB  fallen- 
den iSeitenkräfte  C  und  A' 
zerlegt 

Wird  JV  ^  0  ange- 
nommen, wird  also  da.-; 
fest«  Auflagergelenk  dui-ch 
ein  in  der  Richtung  AB 
bewegliches  Lager  ersetzt, 
so  geht  da:i  Fachwerk  in 
ein  statisch  bestimmtes  über 
(Fig.  132).  Die  Auflager- 
kräfte A^,  Bg,  Cf,  und  die 
Spannkräfte  S^  las.sen  sich 
für  diesen  Zustand  leicht 
angeben. 

Um  A  zu  ermitteln, 
wird  das  erhaltene  statisch 
bestimmte  Facliwert  mit 
einer  Kraft  A  =  —  1  bc- 
laytet  (Fig.  133),  welche 
die  Spannkräfte  S'  und 
Änderungen  (As)'=-^^  der  Stählungen  hervurnift;  daim  wird  für 
diese  Angriffsweise  ein  Verschiebungsplan  gezeichnet. 

Dieser  Plan  möge  für  den  Punkt  B  die  zu  AB  parallele  Ver- 
schiebung B"B'=  h'  liefern  und  für  irgendeinen  Knotenpunkt  m  die 
Verschiebung  m"m'.  Bezeichnet  hj  die  Projektion  der  Strecke  m"m' 
auf  die  Richtung  von  P„,  so  folgt: 

Eine  in  B  nnd  im  iSinne  AB  angreifende  Ki-aft  1  verschiebt  den 
Punkt  m  im  Sinne  von  P^  um  hj.  und  es  wird  deshalb  eine  in  m 
angreifende  Last  P^  =  1  eine  Verlängening  der  Stützweite  AB=l  am 
8.'  verursachen  und  eine  Last  P„  eine  Verliingenmg  um  7'„8„'.     Da 


Fig.  131-133. 
S's 
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mm  eine  von  B  nach  A  gerichtete  Kraft  X  eine  Verkürzung  von  AB 
um  Xh'  herbeiführt,  so  beträgt  die  Änderung  von  l  im  ganzen: 

Hieraas  folgt  aber  für  das  Bogenfachwerk  in  Fig.  131  für  den  Fall 
unbeweglicher  "Widerlager  (d.  h-  für  Af  ^0): 

^=— s' — 

Geben  die  Widerlager  nach  und  verschiebt  sich  hierbei  B  gegen  A 
«m  8„,  so  ändert  sicli  X  um  einen  Wert  i  JT,  der  durch  die  Gleichung 

8„  =  —  UXi' 
gegeben  ist  Den  Einfluß  X,  einer  Temperaturänderung  findet  man. 
indem  man  die  Änderungen  As,  ^  eis  der  Stablängen  berechnet,  die 
hierdurch  bedingte  Vergrößerung  5,  der  Strecke  AB  mit  Hilfe  eines 
Verschiebungsplanes  bestimmt  und  die  Bedingung  0  =  5j  —  X,h'  auf- 
stellt.    Es  ergibt  sich: 

äA'  =  —  1  -|:   und  A',  =  1  ^• 

Bei  gleichmäßiger  Erwäimnng  ist  h.^itl. 

Sobald  X  bekannt  ist,  können  sämtliche  Spannkräfte  8  des  Bogen- 
fachwerks  mittels  der  Formel 

S=S^—S'X 
berechnet  werden.     Für  die  Stützenwiderstände  erhält  man:  A^A,^ 
B^Bo,  C=Ca-\-X. 

58.  Der  Binder  eines  Preidaolies  (Fig.  134)  sei  bei  S  und  C 
mittels  fester  Auflagergelenke  und  außerdem  noch  durch  eine  Stange 
AD  gestützt,  weiche  bei  D  gelenkartig  mit  dem  Widerlager  ver- 
bunden ist 

Der  Träger  wird  statisch  bestimmt,  sobald  der  Stab  AD  (dessen 
Spanntraft  ^  X  sei)  weggenommen  -vnrä.  Für  diesen  Zustand  X^Q 
werden  die  Spannkräfte  S(,  ermittelt  und  hierauf  wird  der  Verschiebungs- 
plan für  den  in  Fig.  136  dargo.stellteu  Zustand  X^  —  1,  dem  die 
Spannkräfte  S'  entsprechen  mügen,  aufgezeichnet.*)  Die  Verschiebung 
von  A  sei  dargestellt  durch  den  Folstrahl  0A\  diejenige  von  m  durch 
Om'.  Die  Projektion  von  OA'  auf  die  Richtung  von  AD  sei  5'  (posi- 
tiv im  Sinne  der  in  Fig.  136  angenommenen  Kraft  1),  diejenige  von 
Om'  auf  P„  sei  h„'  (positiv  im  Sinne  von  P«).  Dann  kann  wie  in 
der  vorigen  Aufgabe  mittels  des  llaxwellseben  Satzes  die  Beziehung 
gefunden  werden: 

Af  =  2P„S,'  — AS', 


*)  Beisiiielsweise  nach  dem  in  Nr.  32  angegebenen  Verfahren. 
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wo  l  die  Länge   des  Stabes  AD  bedeutet     Besitzt   dieser  Ütsb  dva 
Quei-schnitt  F,  und   die  Elastizitätsziffer  E,,   so   ist  seine  durch  die 

Spannkraft    -Y    heiTorgebrachte    Längen- 

änderung: 

XI 


Al  = 


E,F' 


.JJ^\ 


und  man  erhält  schließlich  für  -X  den 
Wert: 

M'ird  noch  der  Einfluß  einer  Ändemiifi 
der  Tempei-atur  gesucht,  so  bestimmt  man 
niit  Hilfe  eines  zweiten  Yerschiebungs- 
plaues  die  von  den  Änderungen  As  =  e/* 
hen'ührende  gegenseitige  Verschiebung  S, 
des  Punktepaares  A^  D  und  stellt  die  Be- 
dingung auf: 

M  =  h,—x,h\ 

in  welche  für  \l  jetzt  der  Wert: 
X.l 

einzusetzen  ist,  unter  «^  und  t^  die  Aus- 
dehnungsziffer und  die  Temperaturänderung 
des  Stabes  AD  vei-standen.    Man  findet: 

59.  üntarsaelLiuig  das  in  Fig.  137  dargesteUten  Daohstntils  einer 
dreisoMfflgen  Halle.  Bei  A  ist  ein  festem  bei  B  ein  auf  wagerechter 
Bahn  bewegliches  Äuflagergelenk  angeordnet  CD  und  EF  sind  Säulen 
mit  Kopf-  und  Fußgelenken  (sogenannte  Pendelsäulen  oder  Schwing- 
stützen). Die  lotrecht  wirkenden  Widerstände  X,  und  JY»  der  Säulen 
sollen  als  die  statisch  nicht  bestinunbaren  Größen  eingeführt  werden; 
ihre  Angriffspunkte  erhalten  die  Ordnungsbuchstaben  a  und  6. 

Den  Zustand  X,  =  0,  ^^  =  0  (den  wir  kurz  den  Zustand  X  =  0 
nennen  wollen)  zeigt  Pig.  138;  die  Zustände  X,  =  —  1  und  Jf,  =  —  1 
sind  in  den  Figuren  139  und  140  dargestellt  worden.  In  allen  di-el 
Fällen  hwidclt  es  sich  um  die  Untersuchung  eines  einfachen  Fachwerk- 
balkens AB;  die  Stützenwiderstände  und  die  Spannkräfte  {'%,  5,,  5,) 
lassen  sich  also  leicht  crmitte'ln.     Ist  dies  geschehen,  so  werden  die  von 
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von  Temperatiu'ändeniiigeii  /  her- 


berechnet   und   die  durch  diese  La  verursacliten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  ermittelt. 


fig.  137  u.  138. 


Fig.  139  u.  140. 


Der  erste  dieser  Pläne  liefert: 
S.,=  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  !'_*) 

5„  =  ..  ..     a X,=- 

V  =  ..  ..     b     , X,=  - 

Der  zweite  Plan  liefert: 
5«»  =  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P_         infolge  -Y»  =^  —  1 

J„  =  ..  ..     a A',=  — 1    ..      A',^  — 1 

»..  =  ..  ..     b A',— 1    ..      A'»=  — 1. 

Der  dritte  Plan  endlich: 
S_,  =  Verschiebimg  von  m  im  Sinne  von  P_ 

J„  =  ..  ..     a A-,= 

».,=  -.  ..     b X^= 


infolge  X,  =  - 
-1**)..  A,  =  - 
-1      ..    A.  =  - 


infolge  der  t 


t. 


•).  Ah^türsita  Ausdniulaweise  aa  Stellt)  von:  8„,  =  Projektiun  der  Vei'SühJe- 
bung  von  m  auf  die  Richtung  von  P^,  positiv  im  Sinne  von  Pm-  Zu  beuchten  ist, 
ilaB  der  zweite  Buchstabe  den  an  S  gesetzten  Doppeizeigera  stet»  nuf  die  Ursache 
der  Veist^iebung  hinweisen  soll  und  mit  dem  Zeigi;r  der  Belastung  X  übereiti stimmt, 
•*)  Diitie  Verechiebimg  wird  also  positiv  gezählt  im  Simie  der  in  a  (Fig.  139) 
angenommeneD  Last  1. 

Mflller-Breslan,  Grapbische  Slatik.    II.  1.  10 
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(Xaeli  <lcm  Maxwellschen  Satze  muß  sieh  S.t^Si.  herausstellen,  eine 
JJtHlingnng,  die  zur  Prüfung  der  Zuverlässigkeit  der  Zeichnung  benutzt 
wenleii  kann.) 

Die  flleiehungeu  zur  ßereclmung  der  X  ci-gebeu  sich  luui  wie  folgt. 

Die  auf  das  Fachwerk  AB  wlikendeu  Belastungen  P_,  X,,  A'» 
werden  im  Vprein  mit  Temperatm-änderungen  t  und  etwaigen  anderen 
Ursachen  (z.  B.  Bewegungen  der  Widerlager  A  luid  B)  die  Punkte 
a  imd  b  im  ISinne  X,=  —  1  und  A'» ^  —  1  um  Strecken  8.  und  8» 
vci-schiebcn .  welche  geradlinige  Funktionen  der  P,  X„  A'»,  t  sind') 
und  sich  auf  die  Form  bringen  lassen: 

»„  =  2i'„8„  —  X,h..  —  A'»&,»  +  5.,  +  5,„, 
5.  =  2P„8»„  —  A'.8„  —  A'i8„  +  8»,  +  *.,, 
wobei  die  Größen  5a„  und  &»„  den  Einfluß  fener  „anderen  Ursachen" 
zum  Ausdruck  biingen.  Die  Koeffizienten  der  X  sind  bereits  vorhiji 
erklärt  worden  (5„  ist  z.  B.  der  Wert,  den  5.  annimmt,  wenn  nur  die 
iri-sacho  X^  =  —  1  wirkt)  und  ganz  ebenso  lassen  sich  die  &,,  und 
8j_  deuten,  welche  bezw.  den  Einfluß  von  P_^l  auf  R,  und  S» 
darstellen. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Maxwellsehen  ^atze  die  Yei-schiebung  8„. 
welche  a  im  Sinne  A',  =  —  1  imd  infolge  der  Last  /*.  =  1  erfahrt. 
ebenso  groß  wie  die  Vcreehiebung  5_„  von  »i  im  Siime  von  P_  hei- 
vorgernfen  durch  A.  =  —  1,  und  in  gleicher  AVeiso  ergibt  sich 
8t„  ^=  8„t,  so  dal)  ol)ige  Oleichungen  übergehen  in 

8.  =  S  P„5„.  —  X,h..  —  X,h.,  +  8„  +  8„ 
5»  =  3 7'„8,t  —  A,8t.  —  A»8ii  +  8»,  -f  8.,. 

Die  auf  der  rechten  Seite  st^'henden  8  sind  mit  Ausnahme  der 
8„„  und  ht„  durch  die  vorhin  angeführten  drei  Verschiebungsplane  be- 
reits bestimmt;  für  8^  und  8^  sind  die  lotrechten  Verschiebungen  der 
Stützpunkte  a  und  b  einzuführen. 

Setzen  wir  bei  A  und  B  starre  Widerlager  voraus,  nehmen  wir 
femer  an,  daß  weitere  Ursachen,  welche  „Störungsglieder"  8,^,  S».  er- 
zeugen, nicht  vorhanden  sind,  soist5a„  =  0,  8»„  =  0.  Vernachlässigen 
wir  noch  die  Zusanmiendrückung  der  Grundpfeiler  der  Säulen  und  des 
Baugnmdes,  so  ist  8,  gleich  der  Verkürzung  der  durch  X,  auf  Druck 
beanspnicliten  Säule  CD,  vermindert  um  die  Verlängerung,  welche 
diese  Säule  infolge  der  Temperaturerhöhung  ei-fährt.**) 

■)  Dii-SL'  Eigensiliafl  ist  in  der  Einleitung  oriirtert  wordöu;  sue  folgt  aber  auch 
ohne  weitere«  aus  den  Untei-siichungcn  in  den  §§  1 — 3;  denn  zwischen  den  auf 
feste  ßiclitiuigeu  projizierten  VereeJiiebuugBn  B  iind  Aä  licstehen  nur  Beziehungen 
ersten  Grades,  ebenso  zwischen  den  A*  und  den  La-sten. 

**)  Es  ist  streng  darsaf  zu  achten,  daß  bei  der  Untoraiii^hung  dos  Einflüsse,'* 
der  Bewegungen  der  Stützen  auf  die  Glieder  Sbh  'wd  S(«  mir  die  Widerlager  des 
[•tjitisch   bestimmten  Ttii^'fis   (hier  der  einfache  Balken  AB)  in  Betracht  kummen; 
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Es  ereibt  sich: 

X.k, 

worin  E„  f„,  (,,  e„,  A,  beziehungSMeise  die  Ela.stizitätaziffei-,  deu  Quer- 
schnitt, die  Temperaturerhöhung,  die  Ausdehnungsziffer  für  /  ^=  1*  und 
die  Länge  der  Säule  CD  bedeuten;  und  ebenso  folgt: 

Jetzt  können  die  Größen  X,.  X^  aus  den  beiden  für  ß.  und  \  ab- 
geleiteten (ileichungen  berechnet  und  hierauf  die  Spannkräfte: 

S=.%  —  S,X,  —  S,X^ 
bestimmt  werden, 

60.  ÜbnngBanfgabui.  Der  im  vorstehenden  Beispiele  eiugescldagene 
Weg  führt  bei  jedem  statisch  luibestinunten  Fachwerke,  welches  sich 
durch  Beseitigung  von  überzähligen  Stäben  und  Änflagerbedingungeu 
in  ein  statisch  bestimmtes  verwandeln  \äät,  zum  Ziele.  Treten  mehrere 
statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X,,  X^,  X„  .  .  .  aut  so  erhält  man: 
f  5,  =  SP.5..  — X5..— A'A»  — JC,5„— ,  .  ..  +  &.,  +  »„ 
I  5»  =  SP.5„.  —  A',ß»,  —  A'.5„  —  XX.  —  ■  ■  .  ■  +  8».  +  8»- 
^  ^        b,  =  SP«5«,  —  A',8„  —  A',5,»  —  A,8„ _ .  .  .  .  +  8„  -|-  5,^ 

Die  als  Koeffizienten  der  P  und  X  auftretenden  S  sind  bestimmt, 
sobald  die  den  Belastungszuständen  X,  =  — 1,  X,,  =  — 1,  X,  =  — 1 , , , 
entsprechen  den  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  ermittelt  worden  sind. 
Die  6,.,  S,„,  8„  .  .  .  werden  in  der  Regel  =  0  gesetzt  Will  man 
sie  berücksichtigen,  so  beachte  man,  daß  (nach  8eite  36)  h.^  ^  —  L., 
4»^  =  —  i„  .  .  .  ist,  wobei  L,  die  virtuelle  Arbeit  der  Stützenvrider- 
stände  des  statisch  bestimmten  Kauptnetzes  für  den  Belastungszustand 
X„^  —  1  ist,  Lt  für  den  Zustand  Ai  =  — 1,  u.  s.  w.  Die  5,,  8», 
i, .. .  werden  schließlich  gewissen  Bedingungen  untei^worfen  und  hierauf 
werden  die  Gleichungen  (I)  aufgelöst  Dem  Leser  wird  empfohlen,  an 
dieser  Steäe  das  in  der  Einleitung  vorgeführte  Beispiel  noch  einmal 
an  der  Hand  des  Manvellsehen  Satzes  diirchxugehen  und  dann  die  in 


die  X,  »md  A»  sind  gewissemuißen  Lasten,  welche  außer  den  P  auf  diesen  statisfrh 
hestimmten  Trager  wirken.  Die  Bewegungen  der  überzähligen  Stützenpunkte  (C  oud  E) 
werden  bei  Aufstellung  der  Bedingungen  berücksichtigt,  denen  die  Verschiebungen 
Sa  und  8»  schließlich  unterworfen  werden.  AJs  weitere  Ursachen  von  Störungs- 
gliedem  8aw  und  Stv  kommen  ia  Wirklichkeit  anr  noch  künstliche  Anspannungen 
and  unrichtige  Ablängungen  von  Stäben  in  Betracht;  diese  lassen  sich  aber  nach 
Seite  36  bei  Wahl  der  Temperaturen  (  berücksichtigen.  In  der  Begel  weiden  die 
Glieder  9,»  und  S»»  gestrichen,  da  sie  sich  schwierig  schätzen  lassen.  Vergl.  auch 
Seite  22  den  letzten  Al)sntz. 
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den  Figuren  141  bis  145  abgebildeten  Fachuerke  in  derselben  Weise  xii 
behandeln.  Welche  Größen  als  statisch  nicht  bestimmbar  einzufülinju 
sind,  ist  in  den  Figuren  angegeben  worden.  Feste  Anflagergelenke 
sind  mit  {ft)  bezeichnet 


Fig.  145. 

61.  Übw  dl«  Wahl  der  OrSSan  X.  In  der  Regel  vrird  es  nicht 
schwer  fallen,  diejenigen  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  eines 
statisch  nnhestimmten  Fachwerks  herauszufinden,  welche  zweckmäßig 
zu  den  mit  Hilfe  von  Elastizitätsgleiehungen  zu  bestimmenden  Größen  JC 
gewählt  werden.  Vor  allem  wird  man  danach  streben,  daß  das  statisch 
bestimmte  Fachwerk,  welches  durch  Beseitigung  der  als  überzählig 
bezeichneten  Stäbe  und  Auflagerbedingungen  gewonnen  wird,  möglichst 
einfach  ist  So  leuchtet  z.  B.  olme  weiteres  ein,  daß  die  in  Nr.  57 
durchgeführte  Verwandlung  des  Bogens  mit  zwei  festen  Gelenken  in 
ein  Fachwerk  mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Gelenke  zweck- 
mäßiger ist  als  die  A'erwandlung  in  einen  Bogenträger  mit  drei  Gelenken, 
zu  welcher  man  durch  "Wegnahme  eines  Gurtstabes  gelangt  wärej  denn 
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die  Darstellung  der  Forniäntlcruiig   ist   für  diesen   Bogenbiigei'  ehvas 
tiitisitaiidiicher  als  für-  das  Fachwert  in  Fig.  132. 

Üodann  ist  hervorzuheben,  daß  nicht  jeder  Stab  und  jede  Auf- 
lagerbedingung  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerks  als  überzählig 
bezeichnet  werden  dürfen.  Wollte  man  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  146  ab- 
gebildeten sichelförmigen  Bogenträger,  dessen  Gui-tstäbe  EQ  mid  JF 
sich  in  einem  Punkte  C   der  Tieraden  AB  schneiden,    die  Spannki'aft 


fiK-  146. 

<Ies  Sclirügstabes  KF  zur  Grolle  ^  wählen,  so  würde  mau  mit  JV=0 
einen  Bogenträger  mit  einem  Geleukviereck  erhalten,  der  zwar  im  all- 
gemeinoii  steif,  im  vorliegenden  Sonderfalle  aber  von  unendlich  kleiner 
Beweglichkeit  wäre,  da  die  drei  Punkte  A.  C,  B  in  dieselbe  Gerade 
fallen.  Daß  EF  ein  notwendiger  Stab  ist,  mithin  nicht  entfernt  werden 
darf,  erkennt  man  anch,  wenn  man  die  Spannkraft  D  des  Stabes  EF 
mittels  des  Kitterschen  A'"erfalii'ens  berechnet,  d.  h.  die  Summe  der  auf 
den  Drehpunkt  C  bezogenen  Momente  der  am  Trägerteile  links  vom 
.Schnitte  tt  angi-eifenden  Kräfte  =  0  setzt  In  dieser  Gleichung  kommen 
außer  D  nur  noch  die  Toasten  P,,  P,  und  der  Stützen widei'staud  A 
vor,  nnd  für  den  letzteren  findet  man  aus  der  Momentengleichung  für 

SPA 
den  Punkt  B  den  "W'eii  A  =  — -. — ,   so  daß   für  D  ein  nur  von  den 

Kräften  P  abliängiger  Ausdmck  erhalten  wird,  der  nui'  bei  ganz  be- 
stimmter lAKt\erteilung  verschwindet. 

Ein  hesondeis  lehrreiches  Beispiel  bietet  der  T lüge r  in  Fig.  147*), 
weicher  di-ei  feste  Auflagergelenke  A.  5,  C  und  zwei  Mittetgelenke  D 
und  E  besitzt  und  einfach  statisch  unbestimmt  ist  Er  sei  so  geformt, 
daß  sich  die  (ieradon  AD  und  CE  in  einem  Punkte  F  der  Senkrechten 
durch  B  schneiden. 

Sind  die  Scheiben  I  und  II  unbelastet,  so  geben  die  Widei^stände 
der  Stützen  A  und  C  beziehungsweise  durch  die  (Jeleiike  D  und  E. 
Zerlegt  man   nun   den  AVidei^stnnd   dei'   Mittelstützc    iti  die   senbj-ocbte 

•}  Vergl.  aiic'h  Ki^-.  143,  St-itr  Uö. 
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Seitenki-aft  B  und  in  die  wagorechte  H,  und  belastet  die  Scheibe  HI 
mit  einer  Kraft  P,  so  erhält  man  (mit  den  in  die  Kgur  eingetragenen 
Hebelarmen  A  und  r)  die  Gleichgemchtsbedingung 

Hh  =  Pr 
und  erkennt,  daß  B  ini  allgemeine»  nicht  =:  0  gesetzt  werden  darf: 
und  in  der  Tat  fuhrt  die  Beseitigung  der  wagerechten  Stützung  des 
Punktes  B  zu  einem  Fachwerke,  welches  zwar  die  erforderliche  Anzahl 
von  Stäben  und  Auflagerbedingungen  besitzt,  trotzdem  aber  verschieblich 
ist,  wie  am  sichersten  und  einfachsten  mit  Hilfe  der  im  Band  I  Ab- 
schnitt XUI  eingeführten  Kgur  F'  nachgewiesen  werden  kaim.  Zu 
diesem  Zwecke  ersetzen  wir  zunächst  die  steifen  Scheiben  1,  l\  und  HI. 
deren  Gestalt  für  die  anzustellende  Untersuchung  gleichgültig  ist  durch 
einfacher  geformte,  nämlich  I  und  II  durch  je  einen  Stab  und  III  durch 


Fig.  U7. 


¥\e.  148. 


ein  Dreieck  (Fig.  148);  sodann  verbindeji  wir  jedes  fe; 
gelenk  durch  xtoei  Stäbe  und  das  bewegliche  Auflagergelenk  durch 
einen  in  die  Richtung  des  Stützenwiderstandes  B  fallenden  Stab  mit 
dem  die  (JesÄmtheit  der  Widerlager  vorstellenden  Dreiecke  HJK  und 
erhalten  auf  diese  Weise  ein  sehr  leicht  zu  übersehendes  Fachweit. 
Daß  sich  nun  für  dieses  Stabgebilde  eine  Figur  (F')  zeichnen  läßt 
welche  der  Fachwerksfigur  (F)  unähnlich  ist,  lehrt  ein  Blick  auf  die 
Abbildung  148*):  und  damit  ist  bewiesen,  daü  jenes  Fachwerk  be- 
weglich ist  Die  Beweglichkeit  ist  allerdings  —  stan-e  Stäbe  voraus- 
gesetzt —  eine  unendlich  kleine,  der  Träger  ist  aber  infolgedessen 
unbrauchbar. 

Es  möge  schließlich  noch  darauf  hingewiesen  wei'den,  daß  im  all- 
gemeinen ein  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  mit  Hilfe  der  Figur  F' 
auf  Beweglichkeit  untersucht  werden  muß,  noch  ehe  auf  die  Frage, 
welche  (irößen  mit  X  zu  bezeichnen  sind,  eingegangen  wird;  denn  es 
kann  vorkommen,   daß  die  Beweglichkeit  nicht  ei'st  durch  Beseitigung 

*)  Die  Punkte  Ä',  C,  H',  J',  K'  wurden  mit  den  entKprerhenden  Punkten 
A,  C,  //,  </,  K  zu/iamniüEifiillend  aiigenoininen. 
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voü  Stäben  oder  Aufla^i'kräften  lierbeigoführt  wird,  soadem  schon 
vorher  besteht  Beispiele  hierfür  bieten  die  Figuren  149  und  160. 
Erstere  stellt  ein  ebeaes  Stabgebilde  von  endhcher  Beweglichkeit  vor, 
was  leicht  zu  erkennen  ist,  weil  das  Gebilde  aus  der  Form  a  in  die 
Form  b  gebracht  werden  kann,  und  letztere  zeigt  ein  ebenes  Fach- 
werk, welches  selbst  dann  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  sein 
würde,  wenn  sämtliche  Stäbe  starr  wären;  denn  die  Scheibe  1 — 2 — 3 — 4 
kann  sich  so  lange  um  den  Punkt  C  in  welchem  die  Achsen  der  an 


Fig.  1*9.  Tig.  150. 

der  Scheibe  angieifenden  Stäbe  zusammentreffen,  drehen,  bis  jene 
Achsen  nicht  mehr  durch  einen  Punkt  gehen,  was  nach  einer  unendlich 
kleinen  Drehung  der  Scheibe  der  FaU  sein  wird.  Bezüglich  der  Stab- 
gebilde von  unendlich  kleinei'  Beweglichkeit  venveisen  wir  noch  auf 
die  in  der  Einleitung,  Seite  37,  angestellten  Beti-achtungen.  Dort  wurde 
gezeigt,  daß  bei  solchen  Fachwerkeu  die  Vernachlässigung  der  Längen- 
ändenmgen  der  Stäbe  nicht  erlaubt  ist,  auch  lienorgehoben,  dall  der- 
artige Stabwerke  als  Träger  ungeeignet  sind. 

b.  Aufstellung  von  ElastizHätsgleichungen,  deren  jede  nur  eine  Unbekannte 
enthält. 
82.    Allgemeines.     Die   Elastizität.'ibedingungen  1   auf   Seite  149 
(s.  auch  Seite  35,   Gleich.  36)   lassen  sich  stets  so  umformen,  daß  in 
jeder  Bedingung  nni'  eine  Unbekannte  -X  vorkommt  welciie  dann  ohne 
weiteres  aus  dieser  Gleichung  berechnet  werden  kann.    Um  dies  zu 
erreichen,  muß  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  so  wählen, 
daß  alle  diejenigen  Koeffizienten  8  der  A"  veiscliwinden,  welche  einen 
aus  zwei  verschiedenen  Buchstaben  gebildeten  Zeiger  haben,  nanüicii: 
».t=5(.,  K,  =  f>„,  S.,  =  5,.,  U.S.  f. 
Es  ergeben  sich  dann  die  einfachen  Beziehungen: 
[  K  =  2P.8,.  —  A",ft„  +  5.,  -I-  S„ 
(TI)  ^  =  S  P„»„,  —  -Y»5„  +  \,  -I-  5t„ 
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Diese   üiHfoniiuiig:   bezweckt  nicht  allein  die   Umgehung  der  »n 
lind  für  sich  einfachen  Aufgabe,  üleichungen  mit  mehreren  Unbekannten 
anfziilfisen,  sondern  auch  die  "Vermeidung  größerer  Fehler,  die  bei  An- 
wendimg  der  Bedingungen  (!)  meistens  imaushleiblich  sind,  sobald  dii' 
Verschiebungen  8  auf  xeicknerischem  Wege  ermittelt  werden.     Liegt 
beispielsweise    ein   zweifach  statisch   unbestimmtes  Fachwerk  vor,  fiir 
welches  der  Kinflnll  einer  Eiiizellast  7\.  auf  die  Größen  X„  imd  X^  an- 
gegeben wenlen  soll,  so  hat  man  (wenn  5,^0  und  Sj  =  0  sind): 
0  =  -P„5„  —  A',8„  —  A',8„ 
0  =  PJ>„^  —  A'.8,.  —  A\8„ 
und  hieraus: 

A.  _  8,.8„  — &,,5.>  X,  _  8„tS„  — S„8„ 
1'.  ~  8..8i»  — 8.1*  ''  /•„  ~  S.A.— S.." 
Man  erhält  also,  falls  die  (iliedei-,  aus  dcneu  die  vorstehenden  Bräche 
bestehen,  positiv  sind,  die  X:P  als  Verhältnisse  von  Unterschieden 
luid  kann  schon  hei  geringen  Zeichenfehleni  zu  ganz  tuirichtigen  Er- 
gebnissen gelangen.  Wurden  z.  B.  fi'u-  Zähler  und  Nenner  von  X, ;  P„ 
die  Werte  151,87  —  149,12  =  2.75  und  223.81—220.58  ==  3.23  anstatt 
der  gcnaueien:  151,68  —  149,34  =  2,24  und  224,67  —  220.68  =  3.99 
erhalten,  so  findet  man 

A,        2.75        rtQ-    .„  A.        2.24        ... 

p„  =  3.23  =^'^^  ^^"  y.  =-3:99  =^"^- 

bekommt  alstj  trotz  ilor  genügen  Fehler  in  den  einzelneu  Zahlen  einen 
um  b2°l^  zu  großen  Wert  A. :  P_. 

Nach  den  Erfahrungen  des  Verfa.s.sers  empfiehlt  sich  die  Anwendung 
der  Gleichungen  (1)  hei  mehifach  statisch  nnbestimnitcn  Fachwerken  nur 
dann,  wenn  die  Verschiehungen  8  durch  Reclmung  ennittelt  werden 
und  zwar  auf  mehrere  Pezlnialstellen ,  die  erst  nach  Bestimmung  der 
X  zum  Teil  abzuwerfen  sin<!.  Meistens  kommen  mir  parallele  Ijasteii 
in  Betracht,  in  welchem  Falle  nur  die  Berechnung  von  Biegimgslinien 
nach  dem  in  Xr.  49  gelehrten  Veifahi-pn  verlangt  ivird. 

Entscheidet  man  sich  aber  füi-  die  Anwendung  von  Versclüebungs- 
pläiien.  so  foi-me  man  die  (ileichungen  (!)  auf  die  im  folgenden  gi'- 
lehrte  Weise  in  (II)  um.  Dabei  wird  sich  zeigen,  daß  diese  Umwand- 
lung bei  Fachwerken  von  niedrigerem  (Ji'ade  statischer  Unbestimmtheit 
(und  diese  kommen  ja  fn.st  allein  vor)  sehr  einfach  ist.  Je  gi-ößer  die 
Anzahl  der  A,  desto  umstftndliclier  wiM  es,  die  nieichungen(II)  her- 
beizuführen. 

A'^orausgeschickt  werde  noch,  daß  in  Nr.  63  bis  66  die  A  ent- 
weder Einzelkräfte  oder  Momente  von  an  starren  Scheiben  angreifenden 
Kräftepaaren  bedeuten.  Im  ersten  Falle  bezeichnet  das  zugehörige  8 
eüie   Versfhieimng.    im  zweiten    einen   (im   Bogenmaß  ausgedrückten) 
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Ürehuugswinkel.  Ist  a]so  z.  B.  A",  eine  im  Punkte  o  augi-eifeiide 
Einzelkraft,  so  bedeutet  ft.  die  Projektion  der  Verschiebung  von  a 
auf  die  Richtung  X„.  Stellt  A',  das  Moment  eines  an  einer  starren 
Scheibe  [a]  angreifenden  Kräftepaares  vor,  so  gibt  R,  den  Winkel 
an,  um  den  sich  die  Sclieibe  [o]  dreht  Die  S„  R»,  .  .  .  werden  in 
entgegengesetztem  Sinne  positiv  gezählt  wie  die  zugehörigen  Urößen  Jl. 
Bezüglich  der  übrigen  B^icfanungen  verweisen  wir  auf  Seite  34  (veigl. 
auch  Nr.  59).  Grdfen  zwei  Einzelkräfte  X^  X,  an  demselben  Punkte 
an.  so  wählen  wir  für  diesen  den  Buchstaben  r  oder  s,  je  nachdem 
wir  den  Punkt  als  den  Angriffspunkt  von  AV  oder  von  X,  besondei's 
ins  Auge  fassen. 

Schließlich  machen  vrir  darauf  aufmerksam,  daB  in  den  folgenden 
Beispielen  bei  unverscliieblichen  Widerlagern  mit  den  Größen  Ji.„,  ^^„,  . . . 
auch  stets  die  &„  S».  ...  vei-schwinden,   so   daß  sich  für  den  Einfluß 
der  Lasten  P  auf  die  Grüßen  X  die  Fonneln  ergeben: 
V  _  \^-^l^      V  _  2n^8., 
■  ~  "  8,.      ^       *  "^      5i»      '  ■  ■  ■  " 
und  für  den  Einfluß  von  Temperaturänderungen  die  Ausdrücke: 

8,.  '  8„  ' 

63^.  Das  Eweifaoli  statlsoh  imbestimmte  FaoliTerk.  Als  stati-^ich 
niclit  bestimnibare  Größen  lassen  sich  hier  stets  zwei  in  einem  uud 
demselben  Punkte  angreifende  Einzelkräfte  A'„ 
und  X^  einführen.  Die  Gleichungen  (11)  gelten, 
sobald  5i„  ^  8.»  ^  0  ist.  Um  dies  zu  erreichen, 
wähle  man  die  Eichtimg  von  A,  willkürlich, 
bestimme  die  Verschi^bimg  aoj,  welche  a 
infolge  des  Belastungszustandes  A'.  =  —  1 
erleidet  luid  nehme  X^  rechtwinklig  zu  00^  y^^  •    ~^"-*^ 

an.    Dann  ^nrd  5„  =  0-.  denn  es  bedeutet  \,        "      ' 
die  Verschiebung,  welche  h  in  der  Richtung  A'j 
erfährt,  wenn  nur  die  Ursache  A„  ^  —  1  wirkt  **, 

Trägt    man    nun    den    Vei-schiebungsplan    für  Fig.  151. 

den  Zustand  Xi  =  —  1  auf,  so  muß  sich  bei 

sorgfältiger  Zeichnung  für  den  Punkt  h  eine  zu  X,  rechtwinklige  Ver- 
schiebung Z»/(,  eigeben;  denn  sobald  84.  =  0  ist,  muß  auch  6,t  =  0 
sein,  weil  S».  =  8„  ist 

1.  Seiapiei.  Der  in  Fig.  152  dargestellte,  über  zwei  Öffnungen 
gespannte  Bogentrager,  welcher  bei  A  und  C  feste,  bei  B  ein  beweg- 
liches Auflagergelenk  besitzt,  ist  zweifach  statisch  unbestimmt.  Als 
Größen  A  sollen  die  nach  festen  Richtungen  nirkenden  Seitenki-äfte 
JV,  und  Ai  des   in   Ä   angreifenden    Stützenwiderstandes   eingeführt 
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werden.  Im  Falle  A',  =  0  und  X^  —  0  geht  der  Trager  iii  einen 
statisch  bestüninten  Balkeu  mit  den  Stützen  B  und  C  und  einem  aus- 
kragenden Arme  BA  über.  Für  diesen  Balken  wird  nach  niUküriicher 
WaLl  der  Bichtung  von  A',  der  dem  Zustande  A,  ^  —  1  entsprechende 
VerschiebuDgspIan  gezeichnet,  welcher  für  a  die  A'erechiebang  aa^  imd 
für  ii^gendeinen  Knoten  m  die  Verschiebung  m  m^  ergeben  möge.  Nun 
YTird  Xt  rechtwinklig  zu  aa^  angenommen  und  der  Terschiebungsplan 
für  Xt  =  —  1  au%etragen;  derselbe  liefert  für  den  Punkt  6  eine  zu 
A,   rechtwinklige    Verschiebung   bb,    und   für   in   die    Verschiebung 


mm^.  Xach  Bestimmung  der  in  die  Figur  152  eingetragenen  Projet- 
tionen h,,,  \i,  h„,,  ft.t  (von  denen  S_.  negativ  ist)  erhält  man  den 
Einfhiß  von  P„: 


A'.= 


Wird  sämtlichen  Stäben  die  gleiche  Temperaturänderung  t  zuge- 
schrieben, nnd  liegen  A,  B^  C  m  einer  zur  Bahn  des  Lageis  B  paral- 
lelen Geraden,  so  erfährt  der  Endpunkt  A  des  Balkens  ABC  infolge ' 
eine  wagerechte  Verschiebung  von  der  Größe  ttl  (wo  l  =  AC)^  deren 
Projektionen  auf  die  Bichtungen  von  A,  ^  —  1  und  A»  ^  —  1  be- 
ziehmigsweise  Ki^ttl  und  S», ^cl/cos^  sind  (wo  <p  den  Keigungs- 
winkel   von  A»   gegen   die  Wagerechte  bedeutet)  und  es  ergibt  sich 


_    ^   ttl       „   ttl  cos  9 
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2.  Sei»ptel.  Der  Fachwerkbogen  io  Fig.  153  ist  bei  A  und  B 
fest  gelagert  und  besitzt  einen  überzäliligen  Stiüo  CD;  er  ist  also  zwei- 
fach statisch  unbestimmt.  Wir  verwandeln  das  feste  Gelenk  in  ein  be- 
wegliches, denken  uns  au-s  dem  ätabe  CD  ein  Stück  EF  herausge- 
schnitten, führen  die  Funkte  K  und  F  in  der  Geraden  CD.  fügen  die 
starren  Stäbe  EÖ,  FG,  OH  und  AH  hinzu  und  bringen  in  H  zwei 
Kräfte  A'.  und  X^  an,  welche  wir  so  bestimmen,  daß  die  gegenseitige 
Verschiebung  des  Punktepaares  CD  ebenso  groß  wird  wie  die  Längen- 
änderung des  überzäbligen  Stabes,  imd  daß  femer  (anbewegliche  Wider- 
lager vorausgesetzt)  die  Verschiebung  des  Punktes  .1  den  Wert  Null 
annimmt  Dann  stimmen  die  Spannkräfte  der  Tiäger  in  den  Figuren 
153  und  154    miteinander   übereiu.    Die  Spannkraft   des  Stabes  AH 


Fig.  153. 


Rg.  164. 


gibt  den  wagerechten  Widerstand  des  festen  Auflagergelenks  A  an. 
Zu  beachten  ist,  daß  OH_[_CD  und  /_FGH=  l^FOH  sem  muß, 
damit  sich  für  die  Stäbe  CE  und  FD  gleich  große  Spannkräfte  ergeben; 
auch  empfiehlt  es  sich,  den  Stäben  CE  nnd  FD  Querschnitte  F',  F" 
nnd  Temperatur&nderuQgen  t\  t"  zuzuschreiben,  welche  zur  Folge  haben, 
daß  die  Summe  der  I^genänderangeo  von  CE  und  FD  gleich  der 
Längeuänderong  des  überzähligen  Stabes  CD  ist  Entsprechen  dem 
letzteren  daher  die  Werte  F,  t  imd  ist  CD  =  s,  C~E=  s',  YD  =  s", 
so  muß  sein: 


F' 


~F"  ~ 


-  und  f's'-j-  t"s"=  ts. 


Es  wird  dann  außer  der  Verschiebimg  des  Punktes  Ä  die  gegen- 
seitige Verschiebung  des  Punktepaares  EF  gleich  Null  gesetzt  und 
liieraus  5.  —  0,  Sj  =  0  gefolgert  Wählt  man  nun  nach  willkürlicher 
Annahme  der  Sichtung  von  X,  die  Kraft  X^  rechtwinklig  zu  der 
Verschiebung,  welche  a  infolge  von  -Y,  =  —  1  erfährt,  so  gelten  wie 
vorhin  die  Gleichungen: 

8..  Ott 
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ächreibt  niau  säiutliclieii  Stäben  die  gleiche  Temperaturändeiim^  ( 
2U  (mit  Ausnahme  der  Stäbe  CE  vmd  FD,  für  welche  t'  bezieh.  /" 
anzunehmen  sind),  so  er- 
liält  man  wie  im   vorigen 


,  ttl 


-V,„ 


A't,^- 


//COS9 

Das  Kinuszeichen   ist   er- 
forderlich,   weil   -Yi   jetzt 
einen   anderen  Richtun{>>- 
pfeil  besitzt. 
3.  Betspiel.     Trägi'r  mit 
einem  festen    und    drei    beivep- 
lichen  Auflag;ergelenken,  Fig.  155. 
Das  Terfahren    ist  in   der  Ab- 
bildung angegeben  worden.    Die 
Stäbe  AE  und  CF  sind  recht- 
winklig zu  den  Bahnen  der  Auf- 
lager A  und  C;  ihre  Endpunkte 
E  und  F  werden  in  den  Rinh- 
tungen  A  E  und  CF  geführt. 

84.  Daa  drel&oh  steüseli 
nnbestiiunte  Faeliwark.  Man 
schließe  an  das  statisch  bestimmte 
Fachwerk,  in  welches  das  unbe- 
stimmte infolge  Beseitigung  der 
überzähligen  Stäbe  und  Auflager- 
bedingungen übergehtauf  irgend- 
eine Weise  eine  starre  Scheibe 
an  und  belaste  diese  mit  einem 
Kräftepaare,  dessen  Moment 
^  -Y.  ist,  femer  mit  zwei  in 
demselben  Punkte  (/j,  c)  an- 
greifenden Einzelkräften  JV,  und 
X,.  Hierauf  nehme  man  die 
Weile  8„  (Drehungs Winkel  der 
Scheibe),  8»  (Verschiebung  von 
h  im  Sinne  Xi=  —  1)  und  8, 
'*'  ''"''  (Verschiebung  von  c  im  Sinne 

X.= —  1)  so  an,   daß    die  an  der  Scheibe  angreifenden  Kräfte  auf 
das  statisch  bestinunte  Facliwerk  genau  dieselbe  "Wirkung  ausüben,  wie 
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die  beseitif^ten  überzähligen  Glieder.  Wählt  man  nun  den  Pol,  um 
den  sich  die  Scheibe  infolge  des  Belastongsfalles  J.  =  —  1  dreht,  zuin 
Angriffspunkte  von  -Y»  und  -Y,,  so  erzielt  man,  daß  8„  =  0  und  8„  =  0 
wird,  und  es  müssen  sich  dann  bei  sorgfältiger  Zeichnung  oder  Becli- 
iiung  die  Drehungswinkel  5.»  und  R„,  welche  die  Scheibe  infolge 
-Y,  ^  —  1  und  X.  =  —  1  erfährt,  ebenfalls  ^  0  ergeben.  Nimmt  man 
schließlich,  bei  Trillkürlich  gewählter  Richtung  von  JYj,  die  Bichtimg 
von  A%  rechtwinklig  zu  der  Verschiebung  an,  welche  der  Punkt  (6,  c) 
infolge  der  Ursache  A'»  =  —  1  erfährt,  so  wird  8,»  ^  0  und  damit  auch 
8*^:^0,  und  es  gelten  dann  die  Gleichungen  (II). 

1.  Beinpiel.  Liegt  der  in.  Fig.  157  dargestellte,  in  der  Regel 
ahi  Fackwerkbogen  mit  eingespannten  Enden  bezeichnete  Träger  vor, 
so  ersetzt  man  das  linke  Widerlager  durch  die  starre  Scheibe  ABL 
imd  den  nach  Lage  und  Größe  vorläufig  unbekannten  Kämpferdruek  K 
durch  ein  Krciftepaar  mit  dem  Momente  X,  und  durch  zwei  nach 
festen  Richtungen  wirkende  Einzelkräfte  X^  und  X..  Hierauf  zeichnet 
man  den  A'erschiebungsplan  für  den  Belastungszusland  X,  =  —  1, 
indem  man  in  Ä  und  B  zwei  en^egengesetzt  gleiche,  im  Abstände  e 


stimmt  die  Verschiebungen  ÄÄ^  und  SB,  von  A  und  B  und  wählt 
hierauf  den  Angriffspunkt  L  von  JY»  und  X,  so,  daß  LA  \_AA^ 
und  LBJ^BBi  ist  Dann  ist  L  der  Drehpol  der  Scheibe  für  den 
Zustand  Jl„  =  —  1 ;  es  ergibt  sich  8»,  =  0,  8„  =  0  und  deshalb  auch 
».»  =  0,  5„  =  0.  • 

Die  Richtung  von  -Y„  wird  willkürlich  gewählt  und  die  Richtung 
von  -Y,  rechtwinklig  zu  der  Verschiebung  angenommen,  welche  L  infolge 
-Y»  ^  —  1  erfährt,  damit  5,»  ^  8»,  =  0  werde.  Schließlich  werden 
bei  starren  Widerlagern  die  Werte  8.,  8^  und  8,  =  0  gesetzt  und  die 
Üleiohungen  (II)  auflöst  Für  den  Sinfluß  von  P„  gelten  die  Glei- 
chungen m,  für  denjenigen  von  f  die  Gleichungen  IV  (S.  154  u.  155). 

2.  BeispUi.  Soll  der  in  Fig.  158  abgebildete,  über  3  Öffnungen 
gespannte  Bogenträger  mit  den  festen  Auflagergelenken  A^  D  und  den 
bew^lichen  Auflagergelenken  B,  C  untersucht  werden,  so  ei-setze  man 
die  Stutzen  A  und  C  auf  die  in  der  Figur  angegebene  Weise  durch 
eine  starre  Seheibe  AF  und  einen  zur  Bahn  des  Auflagers  C  rechte 
winkligen  Stab  CF,  belaste  die  Scheibe  mit  einem  Kräftepaare  X,  mid 
zwei  in  demsolbeu  Punkte  L  angreifenden  Einzelkräften  X^,  X,  und 
verfahre  wie  bei  Lösung  der  vorigen  Aufgabe.  Behufs  Bestimmung 
des  Punktes  L  ermittle  man  ftir  den  Zustand  X,^  —  1  die  Ver- 
schiebungen von  A  und  C,  hierauf  die  Verschiebung  von  F  und  trage 
AL  und  FL  rechtwinklig  zu  den  Bew^ungsrichtungeu  der  Punkte  A 
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bezieh.  F  ein.    Bei  starren  'Widerlagern  sind  S„,  6»  und  5,  p;leicli  Xidl 


Fig.  158. 

65.  Das  Tierfaah  statlBeli  nnbwÜnuBte  Faehmrk.  Man  lasse  die 
Kräfte  X,.  A'i,  >Y,,  A'^  aul  eine  aus  zwei  starren  Scheiben  /,  //  und 
zwei  starren  Stäben  T,  IT  gebildete  kinematische  Kette  (Fig.  159)  wir- 
ken, welche  mit  dem  statiscb  bestimmten  Hauptsysteme  so  verbimden 
wird,  daß  sich  die  Ton  den  Ursachen  A'„^  —  1,  A'»^  —  1,  A.  =  —  1, 
Aj  =  — 1  hervorgerufenen  Spannkräfte  'S',,  S,,,  S„  Äj  eindeutig  nnd 
auf  möglichst  einfache  AVeise  mittels  der  Gleichgewiehtibedingungen 
bestimmen  lassen.  Die  Scheibe  I  belaste  man  hierbei  mit  den  Eänzel- 
kräften  X,  und  A»*),  die  Scheibe  IJ  mit  den  Einzelkräften  A„  und  X^. 
Die  ganze  Anordnung  wähle  man  so,  daß  man  die  Belastungszustände 
A,  =  —  1  und  A»  =  —  1  vollständig  erledigen  kann,  ohne  die  Lage 
der  Scheibe  //  zu  kennen. 

Die  Lage  von  A^  darf  willkürlich  angenommen  werden:  A,  muß 
dorch  den  Pol  /.  gehen,  um  den  sich  die  Scheibe  I  infolge  der  Be- 
:  A,  ^  —  1  dreht     Man  erreicht  dann:  5i,=  S.,  =  0. 

Xaeh  Bestimmimg  derVerwchiebimgen  infolge  der  Ursache  At= — 1, 
welche  für  die  Scheibe  I  den  Pol  7,  liefern  möge,  gebe  man  der  Scheibe  // 
eine  solche  Lage,  daß  die  Pole  11^  und  11^.  um  welche  sich  77  bei 
Eintreten  der  Belastungszustände  A„  =  —  1  und  A',  =  —  1  dreht, 
zusammenfallen,  und  diesen  gemeuisdiaftlichen  {in  der  Fig.  159)  mit 
L  bezeichneten  Pol  wähle  man  zum  Ängriffspimkte  der  Kräfte  A, 
und  Xi.  Dann  wii-d  nämlich  »„  =  0,  8,^  =  0,  6^.  =  0,  &ji  =  0  und 
infolgedessen  auch  8„^^0,  S,,  =  0,  Sa<=0,  S,j^O.  Schließlich 
nehme  man  bei  willkürlicher  "Wahl  der  Riclitung  von  A,  die  Kraft 
A(  rechtwinklig  zu  der  Vei'schiebuug  an,  welche  Punkt  L  infolge 
A,  =  —  1  erfährt,  damit  8^,  =  8,^  =  0  wei-de.  Die  Gültigkeit  der 
Elastizitätsgleichungen  K  ist  liiennit  eri'eicht 

*)  Die  Krjft  A'o  darf  aucli  diu'ch  ein  Krüftejiaor  ersetzt  werden. 
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Die  Lage  des  Punktes  L  bestimmt  man  am  schnellsten  mit  Hilfe 
des  im  I.  Bande  Abschnitt  XTIT  abgeleiteten  Satzes  von  den  drei 
Polen.  Die  Pole  (J-  T)  von  7  gegen  T  land  {T-  II)  von  T  gegen  // 
fallen  mit  Gelenk  B  bezieh,  dem  Schnittpunkte  von  AB  und  CD  zu- 
sammen, Pol  (I-II)  mit  A.  Die  durch  /,  and  (/•  T),  ferner  durch  ^ 
und  (/•-T)  gelegten  Geraden  sind  die  örter  der  Pole  /.'  und  I^',  um 
welche  sich  r  infolge  von  .X,  ^  —  1  bezw.  -X»  ^  —  1  dreht,  und 
welche  mit  {/'•  17)  in  derselben  Geraden  liegen.  Da  nun  weiter  die 
3  Pole  (I-II),  /,,  II,  in  einer  Geraden  liegen  müssen,  desgleichen 
die  Pole  {/■  IT),  /»,  //»,  so  ergibt  sich  die  folgende  Bestimmungsvreise 
der  gesuchten  Kette. 


Man  nehme  (I-IT)  in  der  Gei"aden  /„  —  7»  an,  wähle  die  Tjage 
des  Stabes  BC  nach  Belieben,  bestimme  die  Pole  7,'  und  7/,  um  welche 
sich  r  infolge  X,  =  —  1  und  X,  ^  —  1  dreht,  bringe  die  Geraden 
Ij — 7j'  und  AB  in  {T 11)  zum  Schnitt  und  stelle  nun  die  (durch 
den  Punkt  7'-  77  gehende)  Richtung  des  Stabes  CD,  dessen  Lauge 
willkürlich  ist,  fest.  Schließlich  findet  man  L  als  Schnittpunkt  der 
Geraden  7.' — 7,'  und  7,  —  7s. 

Seiltet.  In  Mg.  160  ist  das  beschriebene  Verfahren  auf  einen 
über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogenträger  mit  den  festen  Gelenken 
A  und  E  und  den  auf  wagerechten  Geraden  beweglichen  Gelenken  B, 
C  und  D  angewendet  worden.  Die  Scheibe  7  wurde  mit  dem  Ki-öfte- 
paare    X,  .und    der   Einzelkraft  JV»   belastet      Die  Einführung    eines 
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Kräftepaai-es  JV„  bietet  deu  Vorteil,  daß  sich  die  i^paimki-äfte  S,  und 
LäDgenäiidenmgeii  is.  für  den  Zustand  A'„  =  —  1  angeben  lasseu. 
ohne  daß  über  die  Länge  des  Stabes  CG  etwas  festgesetet  zu  werden 
braucht,  denn  wie  lang  auch  CG  gewählt  wird,  stets  werden  durch 
die  Scheibe  /  infolge  -X.  =  —  1  auf  die  Punkte  A  und  C  des  statiscli 

be!-tiimnten  Kauptsystems  zwei  enlgegengesetzt  gleiche  lotrechte  Ki-äfte  - 

übertragen,  wobei  e  =  dem  wagei'echten  Abstände  AG  ist  Hat  ma» 
mm  für  diesen  Belastungszustand  die  Verschiebungen  der  Punkte  .1 
und  C  ermittelt,  so  kann 
man  durch  eine  pas- 
sende "Wahl  des  Punktes 
G  eine  betjuemere  Lagt! 
des  Poles  erzielen,  uni 
den  sich  /  dreht  und 
durch  den  dann  A'» 
gehen  muß.  Ist  der  Be- 
lastungsfall A".  =  —  1 
erledigt,  so  untersucht 
man  den  Zustand  A»  = 
—  1.  Hierbei  braucht 
man  die  Lagen  der  Stäbe 
T  und  IJ"  noch  niclit 
zu  kennen  und  wird 
diese  nachträglich  so 
wählen,  daß  der  An- 
griffspunkt L  (d.  i.  der 
Pol  //,  und  zugleich 
der  Pol  Ilt)  günstig  lie^. 
wobei  zu  beachten  ist 
daß  niMi  den  Stab  DF 
auch  nach  Pig.  160c 
durch  zwei  Stäbe  DJ 
und  FJ  ersetzen  darf, 
deren  gemeinsames  fielenk  J  in  lotrechter  Richtung  geführt  wird.  Bei 
felarren  Widerlagern  wird  schließlich  S,  =  0,  S,  =  0,  5.  ^  0,  8^  =  0 
gesetzt 

6S.  Tr&ger  von  Uherem  Grade  Btatlsohw  ÜnbeBtimmtfaelt  Ist 
die  Anzahl  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Werte  A  größer  als  4.  so  ist 
es  mögbch,  das  gesteckte  Ziel  durch  wiederholte  Lösimg  der  in  Fig.  159 
behandelten  Aufgabe  zu  erreichen:  die  Pole  //„  und  //,  miteinander  zur 
Deckung  zu  bringen.  Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  denken 
wir  uns  den  Bogenti-iiger  in  Pig.  160  i-eclite  von  E  norh  iim  mehrere 


Fig.  leo. 
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OSnmigen  rffli&ngert  und  nehmen  an,  daß  über  sämtüchen  Mittelstützen 
bewegliche  Lager  mit  wagerechten  Bahnen  angeordnet  sind,  an  beiden 
I^den  hingegen  feste  Auflagergelenke.  Die  beweglichen  Auflager  seien 
beseitigt,  an  ihre  Stelle  mögen  lotrechte  Stabe  treten,  an  welche  in 
gleicherweise  wie  an  die  Stäbe  CG  und  DF  noch  weitere  starre  Stabe 
und  Scheiben  angereiht  werden  sollen.  Ebenso  wie  nun  die  Scheibe  II 
in  Abb.  160  an  den  Stab  DF  und  an  die  Scheibe  I  so  angeschlossen 
wurde,  daß  sich  II  infolge  der  beiden  Belastungszustände  -X,  ^  —  1 
und  Xt  =  —  1  »un  denselben  Pol  L  dreht,  denken  wir  uns  weitere 
Scheiben  ///,  IV,  V  hinzugefügt,  deren  Anzahl  mit  derjenigen  der 
rechts  von  E  sich  anreihenden  Trägeröffnungen  übereinstimmt,  die 
sämtlich  mit  /  und  mit  je  einem  der  von  den  beseitigt«!  Stützpunkten 
ausgehenden  lotrechten  Stäben  so  verbunden  sind,  daß  jeder  Scheibe 
für  die  beiden  Belastungszustände  A^,  =  —  1,  X,,  =  —  1  derselbe  Dreh- 
pol entspricht,  und  zwar  falle  127.  mit  ///»  in  M  zusammen,  IV,  mit 
IV^  in  N  usw.  Es  bleiben  dann  aUe  etwa  noch  an  die  Pnnite  X,  M, 
N, . . .  anzuschließenden  Stäbe  und  Scheiben  bei  Eintreten  jener  beiden 
Belastungszustände  in  Ruhe,  und  es  folgt,  wenn  an  diesen  Gliedeni 
Kräfte  A'„  X^,  .Y„  .  .  .  angreifen:  8„  =  6„  =  0,  S,.  =  S^  =  0,  .  .  . 
i,t  =  5»,  =  0,  hfi  =  iif  =  0,  .  .  .  Gesetzt  nun,  es  sei  der  Träger  fünf- 
fach statisch  unbestimmt,  ein  Fall,  der  vorliegt,  wenn  rechts  von  E  in 
Kg.  160  noch  eine  Öffnung  hinzutritt  Dann  kommen  nur  die  Scheiben 
II  und  ///  in  Betracht;  man  füge  die  in  einem  Gelenke  T  aneinander- 
hängenden  Glieder  LT  und  i^M  hinzu,  bestimme  die  Pole  S,  und  Sj, 
um  welche  sich  die  Scheibe  S  =  TM  infolge  von  X,  =  —  1  bezieh. 
Xt^  —  1  dreht  und  belaste  S  mit  einer  in  die  Gerade  S^Sj  fallenden 
Einzelkraft  A',,  Dann  ergibt  sich  8„^S„  =  0  und  S.j=:5j,  =  0,  und 
es  gelten  die  Gleichungen  (5),  weil  sämtliche  S,  die  in  den  Gleichungen  (4) 
in  Terbindimg  mit  den  X  auftreten  und  deren  Zeiger  aus  zwei  un- 
gleichen Buchstaben  bestehen,  verschwinden. 

Wäre  der  Träger  sechsfach  statisch  unbestimmt,  so  würde  man  au 
die  Scheiben  //,  III,  IV  eine  Scheibe  S'  auf  ii;gendeine  Weise  so 
anzuschließen  haben,  daß  die  Drehpole  S/  und  SJ  sich  decken,  und 
hierauf  würde  man  diesen  gemeinschaftlichen  Pol  zum  Angriffspunkte 
von  zwei  Einzelkräften  A,  und  Xf  wählen,  wobei  die  Bichtung  von  Xy 
rechtwinkhg  zu  der  Richtung  der  ^  ersehlebung  sein  muß,  welche  der 
Angriffepunkt  dieser  Eraft  infolge  X.^  —  1  erfährt  Die  Möglichkeit 
nun,  im  Falle  noch  höheren  Grades  statischer  Unbestimmtheit,  weitere 
Scheiben  S",  S'",  ...  so  anzureihen,  daß  3"  mit  8J'  zusammenfällt, 
S/"  mit  S/"  u.  s.  w.  bildet  die  Handhabe  zur  planmäßigen  Ausbildung 
■unseres  Verfahrens;  denn  alle  an  die  gememschaftliehen  Pole  ange- 
schlossenen folgenden  Stäbe  und  Scheiben  bleiben  nicht  nur  beim  Ein- 
3(an«r-Bre>lau,  Oniphlscbe  Slatik.  II.  1.  H 
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treten  der  Zustände  -X,  =:  —  1,  Xt  =  —  1,  sondern  auch  in  drai  Be- 

lastnngsfällen  X,=  —  1  und  Xt  =  —  1  in  Ruhe. 

67.  Ein  Emitu  Vorfoliieii  zn  Enleluiig  Tonviiiander  nnabUnglger 

ElsBtlzlUtagletohiingUL    Wir  beginnen  mit  einem  einfachen  Bei^ele. 

Es  liege  das  in  Fig.  161  dargestellte  symmetrische  Fachwerk  vor.  Als 
statisch  unbestimmte  Größen  sollen 
zwei  Werte  -X,  und  X^  eingeführt 
werden,  die  mit  den  Sttitzernnder- 
ständen  A  und  B  durch  die  Glei- 
chungen 

W  \B  =  X.  —  X, 
yerbunden  sind.  Die  Belastung*)  'X, 
=  —  1  erzeugt  dann  A  =  B  =  —  1 
und  die  Belastung  -T»  =  —  1  bringt 
Ä^=  —  1,  B:=-(-l  hervor-  Im  ersten 
Falle  mögen  sich  die  Stützpunkte  A 
und  B  senken  um  8j.  =  8*,,  im  zwoi- 
ten  Falle  senkt  sich  A  um  5^»,  wäh- 
rend B  angehoben  wird  um  8^  =  5^». 
Daß  die  Summe  S5,S,p  =  0ist,  folgt 
ohne  weiteres  daiaus,  -daß  jedem  Gliede 
S.iSsp  der  linken  Hälfte  des  Tragwerfcs 
ein  gleich  großes,  aber  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Yorzeichen  behaftete 
Glied  der  rechten  Hälfte  entE5)richL 
Man  findet  dies  aber  auch  aus  der  Anwendung  des  Frinzqts  der  vir- 
tuellen Terrfickmigen  auf  den  Belastungszmtand  X,  =  —  1  nnd  den 
~  1  -Xi  =  —  1,  welche  zu  der  Gleichung  führt 

1 . 5_,^  _  1 . »,,  =  S  5,  S^  p  =  0. 


Fig.  161. 


Nun  folgt: 


X.= 


SP.S«. 


x^  = 


SP,8.» 


wo  h„  und  Sj»  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 
8„  =  SS/p  =  1  •  8^.  +  1  ■  8„  =  28^. 
8„  =  S5»*p  =  1 .  8^,  -i-  1 .  8a.  =  25j». 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  unsymmetrisch  gebauten,  in  Fig.  162 

dargestellten  Tragwerke.    Die  Gleichungen  (1)  ersetzen  wir  durdi  die 

allgemein^^n  Ausdrücke 

{At  =  a,,.X,  +  a^Xi 
At  =  ctiaX,  -|-  Oji-Y,, 


(2) 


]  Sie  ErUanmg  des  Begriffs  Belastung  findüt  man  auf  Geite  81. 
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«0  «1,,  a,t,  tti,,  Oll  XoeffizieiiteQ  sind,  über  die  wir  so  Teifügen 
'wollen,  daß  &,»  =:  0  "wird  und  im  übrigen  mögUcfast  einfache  ZnstäDde 
^.  =  —  1  und  ^  =  - 


Für  den  Znstand  JX,  =  1  ist 
^  =  a,. 


A,  =  a,,. 


Wir  wählen  ot,,=:  1  und  nehmen  o,.  so  groß  an,  daß  die  Mitteltraft 
aiis  «,.  nnd  a»,  durch  den  Schnit^unkt  der  Pfeilergurtungen  geht 
Dum  werden  die  Spannkraft«  in  den  Füllungsstäben  der  Ffeilerwand 
gleich  T^^ulL  Es  sind  diese  Kräfte  also  unabhängig  von  X,,  was  die 
Untersuchung  des  Pfeilers  jedenfalls  sehr  erleichtert  Nach  Aufzeich- 
nung des  Verschiebungsplanes  für  den  Zustand  J^,  ^  —  1,  welcher  für 
die  Stützpunkte  1  und  2  die  Senkungen  S,,  und  ^.  liefert,  wenden 
wir  uns  zum  Zustande  -Xj^  —  1  und  verfügen  über  jli=a,j  und 
A,  =  Ott  so,  daß  5,,  =  0  wird. 


Aus 


folgt 


8,. 


vro  «it  beliebig  groß  (z.  B.  gleich  1)  angenommen  werden  darf. 

Für  X,  und  X^  erhält  man  nach  Darstellung  des  Terschiebungs- 
zustandes  X^  =  —  1,  der  für  1  nnd  2  die  Senkungen  5,»  und  Jj»  liefern 
möge,  die  Werte 


SP-S-, 


A',= 


SP- 5«» 


^  25,»p  =  «,.»„  -|-  ociA. 
=  25t»p  =a„5,i  +«,,5,.. 
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ZweUe»  B0t»pM.  TJntersuchuBg  des  in  Fig.  163  abgebildeten 
Bo^ntra^TS  mit  drei  Öffnungen.  Die  Stützeawiderstfinde  A^,  Ä^,  A^ 
sollen  in  der  Form  dargestellt  werden: 

Ä,  =  a„-X,  -|-  ct,^X^  -\~  ct„X, 
Ai  =  Ot.X,  +  a%tXi  -j-  Ot.X,. 


Die  Belastungszustande  X,^  —  1,  JX*  =  —  1,  X,^  —  1  sind  in  der 
Figur  angegeben.  Die  wagereehte,  nach  rechts  positiv  gezählte  Ver- 
schiebung von  Punkt  1,  sowie  die  Senkungen  der  Funkte  2  luid  3 
infolge  dieser  drei  Belastungen  seien  der  Reihe  nach 

6..,  8,.,  5„. 

"Wir  denken  uns  zunächst  aj.,  Oj.,  a».,  beliebig  groß  augeuommen 
und  die  zugehörige  Biegungslinie  gezeichnet  Hierauf  stellen  wir  die 
Bedingung  auf 

(I)         SS.S»F  =  8,1  =  8,.a,»  +  5,.a.„  +  ft„a,»  =  0, 


..Google 
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16Ö 


welche  gest&ttet,  emen  der  Werte  a,t,  Sn,  sc»  za  berechnen,  während 
die  anderen  zimächBt  wieder  willkürlich  angenommen  werden  dürfen. 
Hierauf  schreiben  wir  noch  die  Bedingungen  an: 
(II)        2  S,S,p  =  S».  =  5,.a,,  +  »,»ix„  +  8„a.,  =  0 
{m)        25.5,?  ==»„  =  J,.au+ »..«„+ 8,.«,,  =  0 
mid  erkennen,  daß  von  den  Werten  a,,,  ot,.,  a,^  nur  ein  einziger  will- 
koriich  gewählt  werden  darf,  weil  zwei  Gleichungen  befriedigt  werden 
müssen.     Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleicliungen  wird  erleichtert, 
wenn  dafür,  gesoigt  wird,  daß  einer  der  drei  Werte  S,»,  8j,,  5,»  gleich 
XuD  wird.    Dazu  benutzen  wir  die  Gleichung 

SS»S,p  =  J».  =  5„a„  +  5„a..  +  S.»a,.  =  0 
and  setzen,  um  beispielsweise  8,»  =  0  zu  erhalten,  «,,  =  0  imd  a,,  =  0. 
Die  Lösung  der  Aufgabe  ist  dann  i         ' 


Mau  nehme  willkürlich  an: 

«)■)    a«ti    0^1»;    Otlci 

setze  o,,  ^0,  a,,  =  0,  berechne  aus  (I)  den  Wert 


«„ -. «„-.-, 


Rodann  aus  (II): 


aj,  =  —  «,, 


schließlich  aus  (III): 
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Dei-  Bogen  sei  symmetrisch.     Wir  setzen 

«1.  =  «1»  =^  ««t  =  «t.  =  1 
und  finden,  wegen  5,o=8„  und  8j»  =  S)», 


-=-^l_ 

--,    «..= 

—  a.,= 

-1, 

«,.  =  0. 

Diebe  drei  Zustände  sind  in 

Fig.  164 

dargestellt  worden.     Es  er- 

gel 

len  sich  die  Werte 

,    ^.= 

i  = 

5«      ' 

WO 

8..=  l-8i., 

8„  =  28, 

»-^t:: 

8i., 

8..  =  28... 

Die  Stiltzenwiderstände  sind 

A  =  X. 

--•" 

!^, 

^  =  JC 

--^, 

^,  =  Jr. 

+i. 

Drittes  Beispiel.  Mgur  165  zeigt  die  Lösung  für  einen  über 
vier  ÖffnuTtgen  gespannten ,  via' fach  statisch  unbestimmten  sym- 
metrischen  Bogenträger.    Es  \rird  gefunden: 


A  =  X.  +  X., 


SP.8.. 


8..  =  1-8,.,  8„=18„  — 1^S„ 

8..  =  28..  ~  2  A^  5..  -  ("2  1?^.  -  2  .|'i .  ^  8..,    8„  =  2S.,. 

Die  Richtigkeit  der  Lösuug  ei;gibt  sich  aus  den  folgenden  Ansätzen, 

welche  nachweisen,  daß  die  Summen 

25,S»p,  2S.5.P,  SS.S^p 
25iS,p,  2S.S.,p 
2Ä,6:.p 
sämtlich  gleich  J^ull  sind. 
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Pur  den  Belastangszustand  ^»  =  —  1   and   den  Terscliiebungs- 
X,  =  —  1  erhalten  wir: 


hierauf  für  den  Belastongszustand  X,  =  —  1  und  den  Verschiebungs- 
zustand  X^  =  —  1  nach  dem  HaxweUschen  Satze 

woi'aus  sich  die  Zeicbenprobe  S,,^0  ergibt 


Durch  Verbindung  des  BelastungszustandtiS  X,^  —  1  mit  den 
Yerschiebungszuständen  X,^=  —  1  und  X»^  —  1  erhalten  wir  jetzt 
(wegen  84,  =  »,.,  8.»  =  S„  und  5,»  =  0) 

SS.S.|.  =  25..-2i;;5,.-(2-^-2{---.-y8,.  =  0 
2  S.S.f  =  28„  —  2  ^  8„  =  0. 


Dijiiiz=db,Google 
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Die  Verbindung  der  ErSftezustände  ^,  =  —  1  und  ^,  =  —  1  mit 
dem  Terschiebungszostende  X,  =  —  1  liefert  die  Proben: 

2S»S,p  =  l.»..  — 1^&„  =  0. 
Es  mtissen  also  S,,  und  S,,  gleich  Null  sein. 

Daß  die  Summen  SS.St^,  SSjÄ^p,  SS.S^p  gleich  Null  sind,  folgt 
ohne  weiteres  aus  der  Symmetrie  der  Zustände  X,  =  —  1,  Xt  =  —  1, 
X,^  —  1  und  der  AntLsymmetrie  des  Zustandes  Xt  =  —  1- 

Dorch  Verbindung  der  Kraftezustände  X.:=  —  1,  Xi  =  —  1, 
J\^,  =  —  1  mit  dem  Terschiebungszustande  X<  =  —  1  findet  man  die 
Proben: 

Ä,^  =  0  uud  S„  =  0, 
die  aber  wohl  selbstverständlich  sind. 


Fig.  lee. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  daß  wir  es  hier  mit  einem  allgemeineu,  stets 
zum  Ziele  führenden  Verfahren  zu  tun  haben.  Freilich  muß  auch  vor 
Einschlagen  dieses  Wef^s  geprüft  werden,  ob  es  nicht  besser  ist,  eine 
gi-ößere  Anzahl  von  Gleichungen  aufzulösen  und  dafür  einfachere 
Biegungslinien  und  Verschiebungspläne  einzutauschen. 

Führt  man  z.  B.  bei  dem  über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogen- 
tritger  (Fig.  166)  als  statisch  unbestimmte  (jrößen  außer  dem  Horizontal- 
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Schübe  A't  noch  die  StützeDmomente  A'.  und  X^  ein,  so  erhält  maii 
sehr  einfache  Zustände  X^  —  1.  Das  statisch  bestimmte  Hanpteystem 
beütdbt  aas  drei  gelenkartig  miteinander  verbundenen  einfachen  Balken. 
Jede  der  beiden  Biegnngslinien  fiir  Xa  =  —  1  und  X,  =  —  1  erstreckt 
ädi  nur  über  zwei  Offnungen.  Beim  symmetrischen  Trfiger  ist  die 
A'.-Linie  das  Spiegelbild  der  JC,-Linie.  Ferner  ist  im  Falle  der  Sym- 
metrie 

K  =  K„    »,*  =  »*.- 

Man  erhält  dann  fUr  eine  Einzellast  die  Bedingungen 
X.h.,  +  A'»8..  +  A',»„  =  P.S.. 
A.5.,  +  A'.Sti  +  A",»,*  =  P„»„. 
A',R„  +  A»»,t  -j-  XX,  =  P-i-t. 
aus  denen  die  Gleiehungflo  folgen: 

(A'.  +  A.)  (S,.  +  8,.)  +  2  A',8..  =  /'.  (8..  -f-  8.,) 
{A-.+  AJ8,.  +    A".8„  =  i'.8.. 

(A'.  ~  X,)  (8„  —  8„)  =  i>.  (8„.  —  8..). 

.Die  geringe  Mühe,  welche  die  Auflösung  dieser  ßleichungen  ver- 
niüacht.  wird,  wenn  es  sich  um  eine .  Vergleiehung  mit  den  vorhin  an- 
gt^benen  Lösungen  handelt,  reichlich  aufgewogen  durch  die  Zeit- 
ersparnis bei  der  Darstellung  der  A'"erschiebung8pläne  für  die  Zustände 
X,  =  —  1  und  X,  =  —  1.  Dazu  kommt  noch,  wie  wir  i^päter  zeigen 
werden,  daß  sich  die  Einflußlinien  für  die  Stabkräfte  au.s  den  Einfluß- 
linien  für  die  Stützflnmoniente  besonders  bequem  herleiten  lassen. 


c.   Anwendung  der  Elastizitfittgleichungen: 

!X'^S'*p  +X''1S'S"p  -|-A""SS'.S-'"p-l-...=S/'_8.'  +-iüS-tt3—I,' 
X'SS-A-p+JS-SÄ-'p  -|-X"S.^".S"p4-...=SP„«."-f-5:S"t(8— z." 
x'ss*"s'p-i-x-s.s-".s"p+x'"'E-s'"'p  +...-=-SP„K"+'s,s"'z.is~rr 

«eiche  voraussetzen,  daß  sämtliche  Spannkräfte  S  und  (nach  festen 
Richtungen  wirkenden)  Stützenwiderstände  C  des  statisch  unbestimmten 
Fachwerks  auf  die  Form  gebracht  worden  sind: 

S=Sa  —  S' X' —  S"  X"  —  S'" X'"  —  . . . 
C=  Co  —  C'X'  —  C"X"—  C'"X"'—. . .. 
wobei  X\  A",  X'"  ...  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  be- 
deaten.*) 

8_',  5_",  .  .  .  sind  die  Verschiebungen,  welche  der  Angriffspunkt  «/ 
einer  Last  P^  erfährt,  sobald  auf  das  Fachwerk  beziehungsweise  nur 
die  Ursache  X'  =  —  1  oder  nur  die  Ursache  X"  =  —  1  u.  s.  w.  wirkt. 


•)  Vergl.  Seite  25  bis  27, 
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während  L\  L".  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der  Stützenmderständf 
C",  C"  .  .  .  bedeuten.  Alle  in  den  obigen  Gleichungen  enthalteaen. 
von  den  S\  8",  S'"  .  .  .  abhängigen  Sununenausdrücke  erstreckrai  sich 
über  sämüidie  Stäbe  des  Fachwerks,  über  die  notwend^n  und  über- 
zähligen.   Der  Wert  p  ist 

s 
'  =  EF- 
Meistens  werden  die  Widerlager  starr  angenommen  und  die  virtuelleii 
Arbeiten  X  =  0  gesetzt 

In  der  Kegel  hat  man  es  mit  lotrechten  Lasten  zu  tun;  die  SJ. 
hj',  bj",  .  . .  sind  dann  Ordinalen  von  Biegungslinien,  deren  Berech- 
nung sieh  (uaeh  Nr.  49)  stets  auf  die  ErmitÜung  von  Angriffsmomenten 
einfacher  Balken  zurückführen  läßt.  Aber  auch  der  Einfluß  sclirai: 
gerichteter,  nicht  paralleler  Kräfte  P  kann  auf  dem  am  Schluß  vuii 
5r.  51  angegebenen  Wege  leicht  durch  Bechniing  erledigt  weniea, 
nachdem  die  den  Zuständen  X'  =  —  1,  X"  ^  —  1,  ...  entsprecheo- 
den  Bieguugslinien  für  irgendeine  Vei-schiebungsriehtung  bestiinint 
worden  sind.  Wenn  wir  also  in  den  folgenden  Beispielen  durchweg 
lotrechte  Lasteu  annehmen,  so  geschieht  dies  nur  der  kürzeren  Dar- 
stellnngsweise  wegen.     Vergl.  auch  Nr.  76. 

67.  UntersiLohiiDg  eines  aber  drei  ÖfbLongen  geapaiuiteiL  Bogen- 
trägers,  Fig.  167,  mit  Scheitelgelenken  in  den  Heltenöffnungen,  festen 
Kämpfei^ouken  und  wagerechten  Gleitlagern  über  den  Mittelpfeilem. 

Der  Träger  ist  einfach  statisch  unbestimrat;  als  statisch  nicht  Iw- 
stimmbare  Größe  wird  zweckmäßig  der  Horizoiitalschub  X  eingeführt. 
Die  Spannkräfte  S  sollen  in  der  Form 

S=Sa  —  S'X 
dargestellt  werden.  Wird  X^O  gesetzt,  so  geht  der  Bogen  in  einen 
Gerbersohea  Balken  über,  dessen  Spannkräfte  S^  sich  leicht  bestininieu 
lassen.  S'  bedeutet  den  Wert,  welchen  S  annimmt,  sobald  JV  =  —  1 
gemacht  wird.  Diesen  Belastuiigsziistand  zeigt  Fig.  168.  In  A  und  B 
greifen  die  wagerechten,  nach  außen  gerichteten  Kräfte  1  an;  außer- 
dem müssen  —  damit  sich  die  Bogenteile  AE  rmd  BF  nicht  um  tlit' 
Gelente  E  und  F  drehen  —  die  lotrechte»,    nach  unten  gerichteteu 

Kräfte     j —  angebracht  werden.    Letztere  bedingen  bei  C  und  D  gleich 

große,  nach  oben  wirkende  Widerstände. 

Nachdem  die  Spannkräfte  S'  für  sämtliche  Stäbe  bestimmt  worden 
sind  (beispielsweise  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Eiäfteplanes),  kann 
X  mit  Hilfe  der  Elastizitätsbedingung 

A'2  S'*p  =  2  i',8.'  +  2.SU^  —  L' 
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berechnet  werden.     Arn  besten  bestimmt  man  getrennt: 


den  EinfLuB  einer  Last  P: 
„         ,,  ,.      Temperaturänderung 


SÄ'*o 


SS'«p 
von  Verschiebimgen  der  Stützen  ^.X^ v^-i    ' 


Fig.  168.        ^ 


Die  Werte  X,  und  iX  können  bereits  nach  Ermittlung  der  .S' 
ausgerechnet  werden.  L'  bedeutet  die  virtuelle  Arbeit  der  an  den 
Stützpunkten  ^i,  i?,  0.  D  angreifenden  äußeren  Ejäften  des  Zuatandes 
JC  ^  —  1.  "Wird  z.  B.  der  Einfluß  einer  Vei^ßenmg  der  Stützweit« 
AB  xim  \l  gesucht,  femer  der  Einfluß  von  Senkungen  der  Punkte  C 
und  D  lun  Strecken  i]'  und  ij",  so  hat  man  zu  setzen: 

i-  =  iii-:^,*(i  +1"), 

■weil  den  in  A  und  Ji  angreifenden  wagerechten  Kräften  1  die  positive 
virtueUe  Arbeit  1  ■  i  i  entspricht  und  den  nach  oben  gerichteten  Kröfteu 

—  die  negative  Arbeit  I  —        i] j—  i)   I  ■ 

Zur  Bestimmung  von  X  infolge  von  /'  muß  —  da  P  an  der  obei-eu 
Gurtung  angreift  —  die  Biegungslinie  dieser  oberen  Gurtung  ermittelt 
werden,  und  zwar  für  den  Zustäud  X  =  —  1.    Entscheidet  man  sich 
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beispielsweise  für  den  in  Kr.  46  (Seite  100)  angegebenen  Weg,  so  be- 

recbne  man  die  von  den  Spannungen  a'  =  -=-  abhängigen  Änderungen 

l"i  der  Boadwinkel  %  schreibe  den  Knoten  1,  2,  3  ...  die  Gewichte 
Mj  =  4'^,,  «(  =  i'^i,  Kg  =  i'S^g,  ...  zu  (denn  die  obere  Gurtimg 
ist  wngerecht  und  es  verschwinden  in  Gleich.  3,  Seite  101  die  Glieder 
mit  ia)  und  verfahre  im  übrigen  nach  Beispiel  3  auf  Seite  123.  In 
Fig.  169  wurden  die  Gewichte  w,,  w,,  ?f,,,  w„  positiv,  die  anderen 
w  negativ  vorausgesetzt 

Die  Linienzüge  Ä'LE',  K'C'RD'F'  und  F'TB'  sind  die  Momen- 
tenkurven  einfacher  Balken  A'E\  E'F'  und  F'B^  welche  beziehxings- 
weise  belastet  sind  mit  u^,,  w,,  mit  w,  bis  w^,  und  mit  «",,.  w^^. 
Der  Schlußünienzug  A"E'  F"B"  ist  bestimmt  durch  die  lÄngenände- 
rungen  der  yertikalen  ÄÄ^,  CQ,  DD^  und  BB,,;  es  ist  nämlich: 
Ä^=KäT^\   Ö^'  =  ICC^;  D"D'  =  Kl)Da;  B^'^^SBBa- 

Diese  Yertiialen  werden  gedrückt,  und  es  liegen  daher  die  Punkte 
A",  C",  D",  B"  oberhalb  A',  C,  D',  B.*)  Die  in  Kg.  169  schraffierte 
Flache  ist  die  gesuchte  Biegungsfläche  und  gleichzeitig  Einfluöfläcbe 
fftr  X  (mit  dem  Multiplikator  l;SiS"»p);  der  mittlere  Teil  dereelben 
ist  negativ,  weshalb  Lasten,  die  in  den  Ejioten  6  bis  8  angreifen,  einea 
negativen  Horizontalschub  X  hervorbringen. 

Hinzuzufügen  bleibt,  daß  der  für  X,  abgeleitete  Ausdruck  sich  für 
den  in  der  Regel  vorausgesetzten  Fall  einer  gleichmäßigen  Erwärmung 
des  Bogens  noch  vereinfachen  läßt  Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir 
den  Stabl&igen  a  des  bei  B  auf  wagere<Jiter  Bahn  verschiebbar  ge- 
dachten Bogens  die  verschwindend  kleinen  Änderungen  Äs  =  us  zu, 
wobei  a  für  alle  Stäbe  gleich  sein  soll,  und  wenden  auf  diesen  Ter- 
schiebungszustand  und  auf  den  Belastungszustand  X:=:^  —  1  das  Gesetz 
dervirtuellen  Verschiebungen  an.  Wir  erhalten  danu,  da  sich  t  =  l^-\-2li 
um  &.l  =  ial  ändert,  die  Beziehung 

l-täl  =  2.8'as,  d.h.  ^S's=l 
und  finden  nun  {falls  neben  /  auch  s  einen  festen  Wert  besitzt) 
etSS's  _  j«_ 

68.  Kette,  Teratelft  dnroh  einen  GerberBohen  Balken.  Wir  knüpfen 
an  die  im  engten  Bande  (t;  49)  durchgeführte  Untersuchung  an,  welche 
lehrte,  daß  eine  über  beliebig  viele  Öffnungen  gespannte  Kette  mit 
durchgehendem  YersteifungsbaJken  ein  statisch  bestimmtes  Tragwerk 
ist,    sobald  der  Versteifungsbaiken  ebensoviel  Mittelgelenke  erhält  als 


*)  Wir  erinnern   daran,   daß  wir   die   lotrechten  Verechiebungen   stets  r 
unffti  positie  zählen. 
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die  Brücke  Offaungen  besitzt,  und  die  Mittelgelenke  so  verteilt  siud, 
daß  nach  Weglassung  irgendeines  derselben  (welches  wir  kurz  das 
(jelenk  G'  nennen  wollen)  der  Yersteifungsbalken  ein  Gerberecher 
wird.*)  Wir  zeigten  auch,  daß  nach  Bestimmung  des  Horizontal- 
zuges H  der  Kette  die  Spannkräfte  Z  der  Hängestangen  sich  mittels 
des  Gesetzes  leicht  angeben  lassen,  daß  die  £ette  das  Seilpol7gon  der 
Kräfte  Z  ist,  womit  dann  alle  am  Balken  angreifenden  KxäÄe  bestimmt 
sind;  und  scblieBUch  ermittelten  wir  M,  indem  wir  das  ^grif&moment 
für  den  Balkenqnerscimitt-  Q'  gleich  Null  setzten.  Fehlt  nun  das  Ge- 
lenk (?',  wird  also  die  Kett«  durch  einen  Gerberschen  Balken  Toisteif^ 
so  entsteht  ein  einfach  statisch  unbestimmtes  Tragwerk,  als  dessen 
statisch  nicht  bestimmbare  Große  X  am  zweckmäßigsten  der  Horizon- 
talzog  der  Kette  gewählt  wird.  Zur  Berechnimg  Ton  X  dienen,  weiui 
sämtUche  Spannkräfte  S  auf  die  Form 

S=S^  —  S'X 
gebracht  werden,  die  Formeln: 

Einfluß  einer  Einzdlast:  X  =  -^v^'**) 

,,  .,     Temperatnranderung:  A,  =        „., — 

,.       von  "Verschiebungen  der  Stützen:  ^.X^ —  v  g-s  " 

Das  Verfahren  möge  an  dem  in  Fig.  170  abgebildeten  Träger  ei'- 
läutert  werden.  Der  Versteifungsbalken  besitzt  hier  zwei  in  der  Mittel- 
öffnimg liegende  Gelenke  G  und  J.  Um  den  Belastungszustand  X  =  —  1 
zu  erhalten,  denke  man  in  den  Kettenghedem  Prilcke  6',',  S,',  S,',  .  ,  . 
erzeugt,  denen  ein  Horizontalschub  von  der  Größe  Eins  entspricht 
rig.  170b  gibt  an,  wie  diese  Kräfte  und  die  zugehörigen  Drücke 
'^»1  "^loi  '^117  ■  ■  1  iii  ^^^  Hängestangen  dajgestellt  werden  können, 
wobei  es  genügte,  die  linke  Trägerhälfte  zu  behandeln.  Die  Drücke 
jS,',  iSio',  S,i',  . . .  bilden  die  Belastungen  des  Versteifungsbalkens,  dessen 
Stützenwiderstände  A',  B',  C,  D'  nach  Abschnitt  VI,  Band  I,  zu  be- 
stimmen sind,  worauf  die  Spannkräfte  S'  der  Stäbe  des  Balkens  mit 
Hilfe  eines  Cremonaseben  Kriäteplanes  gezeichnet  werden  können.    Ist 

S' 
dies  geschehen,  so  werden  die  Spannungen  a'  =  ^  oder  die  Längeu- 

iinderungen  (As)'  =  -vr.—   samtUcher   Balkenstabe    berechnet,    hierauf 

•)  Wie  beim  (jerhersrhen  Biilken  die  Oelenie  über  die  verschiedenen  öffminf;i'ii 
zu  verteilen  sind,  lehrt  Äbsehnitt  VI  von  Band  I. 

")  Es  handelt  t,ich  bter  nur  um  diejenii^n  Lasten,  welche  nach  Ausfübnuig 
der  VetBteifuiig  der  Kette  aufgebracht  wenten,  in  der  Kegel  also  nur  um  die  Iw- 
wegliche  Belastung-,     Vergl.  Band  1,  §  49t 
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nach  Xr,  46  oder  Xr.  47  die  Gewichte  u-  ermittelt  und  die  in  Fig.  170d 
schraffierte  Biegungsfläche  der  Gurtung  Jf^Dg  bestimmt     Dieselbe  ist 

die  Einfloßfläche  für  JC  1  Multiplikator  =  -  -^.-^ —  1  und  vrird  begrenzt 

durch  die  Momentenlinlen  A'B'G',  O'LJ',  J'C'D'  der  mit  den  entr 
sprechenden  Gewichten  w  belasteten  einfachen  B&lken  A'G',  0'J', 
J'D'  und  den  SchlaßLmienzug  A'G"J"D\  welcher  bestimmt  ist  durch 
die  Verkürzungen  li"B'  und  C"C  der  Vertikalen  £„£  und  i\C*) 
Zu  beachten  ist,  daß  sich  der  Ausdruck  25''p  auf  samtliche  Stäbe 
des  Tragwerks  (Balkenstäbe,  Hängestangen,  Glieder  der  Tragketten  und 
Eückhaltketten)  bezieht 


Fig.  170. 

Bei  der  Berechnung  von  X,  wird  meistens  angenommen,  daß  sich 
die  dem  spanuungslosen  Anfangszustande  entsprechenden  Temperatarea 
sämtlicher  Stäbe  um  den  gleichen  Betrag  t  ändern.  Es  stellt  sich  dann 
heraus,  daß  der  EinQuß  der  Temperaturänderungen  der  Balkenstäbe 
und  Hängestangen  ein  verhältnismäßig  sehr  geringer  ist,  und  daß  es 
genügt,  im  Zähler  des  für  X,  erhaltenen  Ausdruckes  nur  die  Glieder 
der  Tragketten  und  Rückhaltketten  zu  berücksichtigen.    Für  ein  unter 


')  Die  Vertikden  .^1,^1  und  D,Z)  des  in  der  Fig.  170  abgebildeten  Ti^geis 
sind  für  den  Belashingszustond  X=  —  1  spnnnnngslos;  ihre  lüngenändeningen  sind 
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a  gegen  die  Wagerecbte  geneigtes  Glied  der  Tragkette  erhält  man 
,S"=:  —  1  •  See  a,  Tind  für  die  Glieder  der  Kückhaltketten  ergeben 
sich  z.  B.  bei  der  in  Eig.  171  veranschaulichten  Anordnung  die  Werte 
■S*^  —  Isecn'.    Daraus  folgt  dum: 

X,  =  —  -=-nr|—  I  Sß  sec  a  -f-  2  (a,  -|-  s»)  sec  a')  L 

worin  8,  =  KKi  und  «a  =  f,ir,.    Die  Summe  23secot  erstreckt  sich 
nur  über  die  Glieder  der  Tragkette.    Infolge  einer  Erhöhung  der  Tem- 
peratur wird  der  Horizontalzug  der  Kette 
verkleinert  ^I^s.. 

Verschiebungen  der  "Widerlager  blei-  '"J^SS^"" 

ben  meistens  imberücksichtigt,  obgleich  '^k^*  T 

lÄngenänderungen  schlanker  Mittelpfeiler  ^uSi 

und  ein  Nachgeben  der  Verankerungen        "i^'  ^ 
von    merklichem    Einfluß    auf    ^    sein       il^'' 
können.    Es  senke  sich  z.  B.  der  Sttitz-  y 

punkt  ^"um  t\^,   F  um  i),,   auch  ver-  ^^-  !'''■ 

schiebe  sich  der  Stützpunkt  K  im  Sinne 

KKx  um  1),  und  der  entsprechende  Stützpunkt  des  rechten  Endpfeilers 
um  T^.  In  den  Punkten  E  und  K  greifen  beim  Eintreten  des  Zu- 
standes  X  ^  —  1  die  Stützenwideretände  an : 

^'=l{tga^-|-tgii5),  nach  abwärts  gerichtet 
K'^=  1  see  a'  1     51     obfiQ  n      *) 

und  entsprechend  gleiche  "Widerstände  wirken  bei  F  und  N. 

Die  virtuelle  Arbeit  dieser  Auflagerkräfte  ist: 

^'=ClÄ«4  +  tga5)  (■li  +  l«)  +  seca'(-.),  +  7iJ 
und  man  erhält  daher: 

^^  =  —  Y5'^  V^  «*  +  *«^  «s)  (■ni  +  »1»)  +  sec  a'  (ij,  +  t)JJ- 

89.  Kette,  aber  eine  ÖffDUig  geapumt  und  daroh  einen  Bogen- 
trSger  mit  2  Xämpfergelenken  versteift,  Fig.  172.  Dieses  Tragwerk 
ist  ziceifach  statisch  unbestimmt  Als  statisch  nicht  bestimmbare 
Grrößen  werden  zweckmäßig  der  Horizontalzug  X'  der  Kette  und  der 
Horizontalschub  X"  des  Bogens  eingeführt  Die  Spannkräfte  werden 
auf  die  Poim  S=  S„~  8'X'—  S"X"  gebracht 

*)  Wir  setzen  voraus,  daß  bei  JT,  und  K,  bewegliche  Lager  angeordnet  aind. 
Der  WideiBtand  des  auf  wagerechter  Bahn  geführten  StützpunMes  K^  ist  lotrecht, 
der  Wideistaud  bei  JT,  halbiere  den  Winkel  KK,K,.  Dann  wird  jedes  der  beiden 
Kettenglieder  £^,  und  K,K,  durch  eine  Spannbraft^seca'  beansprucht,  wo  k' den 
XeigangBwinliel  von  f,  K,  gegen  die  Wagerechte  bedeutet  In  £  greift  also  ein  von 
X,  nach  f,  gerichteter  Widerstattd  JCseca'  an  und  im  Falle  X:=  —  1  ein  von  A^ 
nach  E^  gerichteter  von  der  Größe  1  sec  a'. 
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Fig.  176  zeigt  den  einfacbeu  Balken  AB,  in  welchen  das  Fach- 
werk  im  Falle  X'^0  und  X"=0  übergeht,  während  die  Figuren 
173  und  174  diesen  Balken  im  BelastungsziLstande  A"^  —  1  bezw, 
X"=  —  1  darstellen. 


Bei  Eintreten  des  Zustande«  X'=  —  1  greifen  am  Balken  Ali 
die  lotrechten  Lasten  S^',  Sg',  ...  an  {d.  h.  die  Drücke  in  den  Hängi'- 
stangen,  welche  genau  so  bestimmt  werden  wie  im  vorigen  Beispiele), 
und  im  Belastungsfalle  X"=  —  1  befindet  sich  der  Balken  unter 
dem  Einflüsse  zweier  wagerecliter  Kräfte  I.  Xach  Berechnung  der 
den  Spannkräften  .S"'  und  S"  entsprechenden  Knotenpunktsge^vichte  «' 
und  w"  werden  die  Biegnngslinieu  {8'  und  6")  als  Momentenlinien 
einfacher  Balken  AB  ermittelt*)  und  schließlich  die  Elasti2ität<- 
gleichungen  aufgelöst: 

-T'2S"'p  +  X"2S'S"g  =  PS'  +  S.r«(s  — L' 
X2  S"Ä'p  +  X"-S.  S"»p   =  P8"+  2  S"its  —  L". 

•)  In  Fig.  173  und  174  wurdou  die  lÄngeniiiidenmgen  der  Endstäuder  A\ 
und  BBt  vernachlässigt. 
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Man  erhält  den  Einfluß  der  Belastong 

X'  =  P{a"i'—ai") 

X"=P(a'i"—ab') 

,      2S'*p        „       SS"»?  SiS'5"p 

N     ^  N      '  N 

A'=  SS'»p  ■  SS"»p  —  (2S*S"p)», 

femer  den  EinQuB  einer  Temperaturändening: 

X,'=a"SS'&ts  —  ütSS"tts 
X,"=  a'SS"tts  —  oSS'sis 
und  den  Einfluß  einer  Bewegung  der  Stützen: 
AX'  =  —  a"L'-\-aL" 

Die  von  8'  abhängigen  Sununenausdrücke  erstrecken  sich  über 
die  Stäbe  des  Bogens,  die  Hängestangen,  die  Tragkette  und  die  Bilck- 
haltketten,  die  von  8"  abhängigen  nur  über  den  Bogen,  da  für  die 
Kettenglieder  und  HSngestangen  ^"^0  ist 

Wird  eine  gleichmäßige  Temperaturändening  angenommen,  so  darf 
man,  wie  im  voiigen  Beispiele, 

S  iS's  (5  =  Ss  sec  a  +  2«' sec  a' 
setzen,  worin  sich  2a  sec  ot  nur  über  die  Glieder  der  Tragkette  er- 
streckt und  s'  die  Länge  einer  Rückhaltkette  (bis  zur  Ankeiplatte 
gemessen!)  bedeutet  D^ei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Bückhaltkette 
entweder  geradlinig  oder,  wenn  gebrochen,  derart  mit  Zwischenstützen 
versehen  ist,  daß  die  Spannkraft  in  der  ganzen  Kette  gleich  groß  ist 
Tergl.  Rg.  171.  Weiter  darf  man  (ähnlich  wie  beim  eisten  Beispiel, 
Fig.  167) 

2S"sts  =  stt 
setzen. 

Solleu  ^X'  und  iJt"  unter  der  Voraussetzung  berechnet  werden, 
daß  sich  die  Stützpunkte  C  imd  D  um  -»ji  beziehungsweise  i],  senken, 
daß  femer  die  Ankerplatten  links  und  rechts  in  der  Richtung  der  Bück- 
haltketten um  i]j  beziehungsweise  -^^  nachgeben  und  /  sich  um  äl 
ändert,  so  hat  man  zu  setzen: 

r  =  1 .  (tg  «„ -I- tg  O  (^i  +  1a)  +  1  ■  sec  a' (i], -I- -o,) 
t"=  1  ■  Äi  (vergl.  das  vorige  Beispiel). 

70.  Übnngsaiifgabeii.  Die  durch  einen  einfachen  Balken  versteifte 
Kette  in  Kg.  176  ist  einfach  statisch  unbestimmt  Kennt  mau  den 
Horizontalzug  X,  so  kann  man  die  Spannkräfte  in  den  Hängestangen 
mittels  der  Bedingung  finden,  daß  die  Kette  das  Seilpolygoa  dieser 
Kräfte  ist 

Haller-Brealm,  GraphJBcbe  Statik.   IL  I.  12 
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Figur  177  stellt  ein  dreifach  statisch  uiibestimmtes  Hängeweit 
(System  Ordish-Lefeuvre)  dar.  Sind  die  Spannkräfte  X',  X",  X'"  der 
lotrechten  Hängestangen  bekannt,  so  sind  die  in  den  Tragketten  AC, 
CD,  EB,  ED,  AD,    DB  und   in    den  ■  Rückhaltketten   auftretenden 


^'';^4:1VM\MViyKL^^ 


Fig.  180. 


Fig.  161. 


Kräfte  gegeben.  Die  durch  eine  gestrichelte  Linie  angedeutete  Kette 
hat  nur  das  Gewicht  der  Tragketten  aufzunehmen.  Bei  symmetrischer 
Anordnung  ist  die  Biegungslinie  für  A"'=  —  1  das  Spiegelbild  der 
Biegungslinie  für  X'=  —  1. 

Ein  ähnliches  Hängewerk  zeigt  Figur  178;   dasselbe  ist  viei&cb 
statisch  unbestimmt     Die  Belastungszustände  X'=  —  1,  X"=  —  1, 
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X"'=  —  1,  X""^  —  1  des  Versteifungsbalkens  sind  in  der  Figur 
dargestellt  worden;  es  ist  ?u  beachten,  daß  am  festen  Auflager  Ä 
schräge  Widerstände  hervorgerufen  werden. 

Bas  Balkeufachwerk  in  Eig.  179  besitzt  in  jedem  Felde  zwei  sich 
kreuzende  Diagonalen,  welche  aber  beide  imstande  sind,  Zug-  und 
Drockbräfte  zu  übertragen.  Hat  das  Fachwerk  also  n  Felder,  so  ist 
es  n-fach  statisch  unbestimmt  In  der  Figur  ist  der  Kräfteplau  für. 
X'"^  —  1  vorgeführt  worden;  die  Wirkung  dieser  Kraft  erstreckt 
sich  nur  über  die  Stäbe  9,  10,  11,  12,  13,  und  es  treten  daher  nur 
zwei  Gewichte  w  auf,  nämlich  w^'"  und  «"3",  welche  am  besten  nach 
Nr.  47  Gleich,  10  berechnet  werden.  Man  erhält  für  w^'"  einen  posi- 
tiven, für  Wg"'  einen  negativen  Wert  und  gelangt  daher  zu  der  in  der 
Abbildung  angedenteten  Biegungslinie  (&'").  Ebenso  werden  die  Zu- 
stände X'^  —  1,  JC"=  —  1  usw.  untersucht 

Die  Figuren  180  und  181  zeigen  zweifach  statisch  unbestimmte 
Tragwerke,  welche  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden  -me  die  ver- 
steiften Kettenbrücken  in  Fig.  170,  172,  176. 

Wir  heben  zum  Schluß  noch  einmal  hervor,  daß  bei  Anwendung 
der  Gleichungen  T  auf  Seite  163  die  Summe  2  sich  über  sämtliche 
Stäbe  erstreckt,  über  die  notwendigen  mid  überzähligen.  So  entsprechen 
beispielsweise  dem  überzätüigen  Stabe  des  ersten  Feldes  des  Trägers 
in  Fig.  179  die  Werte:  S'=  — 1;  Ä"=  0;  S"'=0;  .S""'=  0;  usw. 
dem  des  zweiten  Feldes:  .S'=0;  ,S"=— l;  S"'=0;  S""=0  usw. 
Man  vergi  auch  Seite  26  der  Einleitung. 


Allgemeines  fiber  das  Auftragen  der  Einflufilinien. 

71.  Sind  die  Einflußlinien  für  die  Größen  X  eines  duich  parallele 
Lasten  P  beanspruchten  Fachwerks  nach  einem  der  in  Nr.  66  bis  69 
ange^benen  Yerfahren  bestimmt  worden,  so  lassen  sich  die  Einfliißlinien 
der  Spannkräfte  S  und  Stützenwiderstände  C  mittels  der  zwischen  den 
S,  C  und  X  bestehenden  Beziehungen  ersten  Grades  darstellen.  Soll 
beispielsweise  die  Einflußlinie  für  eine  Spannkraft 

,s  = .%  —  s.  A'„  -  s,  A'.  —  -s;  A',  —  , , .  . 

angetragen  werden,  so  nehme  man  zuerst  sämtliche  A  ^  0  an,  zeichne 
die  ^g-Linie  des  statisch  bestimmten  Hauptsjstems  auf  die  im  I.  Bande 
gezeigte  Weise  mid  verkleinere  die  Ordinaten  derselben  um  die  Summe 
der  beziehungsweise  mit  S„  S^,  S„  , .  .  midtiplizierten  entsprechenden 
Ordinaten  der  Einflafllinien  für  X,,  X^,  X„  .  .  ,  .,  wobei  es  sich 
empfiehlt,  die  Multiplikation  mit  Hilfe  von  Winkeln  ( 
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zufübren,  welche  der  KeUie  nach  durch 

bestiinint  sind.*) 

In  Fig.  182  ist  dieses  allgemeine  Verfahren  an  einem  Bogenträger 
mit  festen  Kämpfergelenken  {A,  B)  und  auf  wagerechter  Bahn  bew^- 
Ijchem  Auflagei^gelenke  C  erläutert  worden.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  sind  eingeführt:  der  Horizontalschub  X,  und  der 
Widerstand  A'*  der  Mittelstütze.     Gesucht  sei  die  Eünflußliuie  für  die 


Spannkraft  S  im  Stabe  i  —  A:  der  oberen  Gurtung.  Werden  X,  und 
Xi'=^  gesetzt,  so  liegt  ein  einfacher  Balken  AB  vor,  und  es  besteht 
deshalb    die  S(,-Linie   aus  zwei  Geraden  A  C  und  CB,  welche    nach 

Fig.  182c  durch  Auftragung  von  AJ  =:  —  1  — "   bestimmt  sind,  wobei 

r„  das  Lot  vom  Knotenpunkt  m  auf  den  Stab  ik  bedeutet  Die  den 
Belastongszuständen  A'„  =  —  1  und  Aj  =  —  1  entsprechenden  Spann- 
kräfte S,  und  Si,  stellen  sich  hier  negaÜv  heraus,  während  X,  und 
^1  nur  positive  Werte  besitzen;  das  Glied:  — (S,X^-\-  S^X^  ist  also 
positiv;  addiert  man  dasselbe  zu  dem  negativen  Werte  S^,  so  erhält 
man  für  P=\: 

S  =  .%  —  S.X^  —  S,X,  =  Pt] 

und  gekngt  zu  der  in  der  Fig.  182  c  voll  schraffierten  Einflußfläche  für  S. 

Dieselbe  ermöglicht  für  jeden  Belastungszustand  die  Ermittlung  von 

S=2Pfl. 

72.   Die  ziemlicli  umfangreiche  Arbeit,  welche  die  Auftragung  der 

Einßußlinien  für  sämtliche  Spannkräfte  S  eines  mehrfach  statisch,  un- 


•)  Auch  der  Proport ionalzirkel  leistet  giite  Bienste. 
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bestimmten  Fachwerks  verursacht,  läßt  sich  durch  Verwertung  der 
zwischen  den  einzehien  Qrößeu  S  Btattfindendea  statischen  Beziehungea 
meistens  erheblich  abkürzen.  In  der  Begel  liegen  Fachwerke  vor,  die 
aus  aneinander  gereihten  Dreiecken  bestehen;  es  ist  dann  zu  empfehlen, 
die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  durch  die  Gurtkräfte  auszudrücken. 
Bei  belasteter  oberer  Gortung  betrachte  man  einen  onteren  Knoten- 
punkt m  (Fig.  183),  nehme  zuerst  f/i,.,  :=  -f- 1  und  U„+,  =  0  an  und 
bestimme  mit  Hilfe  des  in  Fig.  183a  dargestellten  Kräftepolygons  die 
entsprechenden  Spannkräfte:  —  x.  (Druck)  und  +  x™+ ,  (Zug)  der  "Wand- 
glieder i>_  und  !>_+,.  Ganz  ebenso  ermittie  man  für  den  Zustand 
r7__,  =  0  und  Z7„+i  =  +  l  die  Spannkräfte  -|- v„  und  — v.+,  jener 
Glieder,  um  hierauf  die  für  jeden  Belastnngszustand  gültigen  Formeln 
zu  erhalten: 


Ö-t.  =  +  >«-+. D-.. 


v..,c;..,  =  v,,.(+^ü,.,-cr.,.). 


Hg.  183. 


Die  Einflußlinien  für  die  Klammerausdrücke  wollen  wir  kurz  die 
Einflußlinien  für  Z>_  beziehungsweise  D^+,  nennen  und  die  Faktoren 
v_  und  v_+ ,  als  Multiplikatoren  dieser  Linien  bezeichnen.  Die  i>„-Iinie 
erhält  man,  wenn  man  die  mit  it„ :  v„  multiplizierte  f/".., -Linie  ^oa  der 
CC+i-Linie  in  Abzug  bringt,  und  ganz  entsprechend  ergibt  sich  die 
I>„+,-Linie.  Zur  Ausführung  der  Multiplikationen  mit  x« :  v„  und 
x_+i:v_+,  benutze  man  Hilfswinkel  oder  den  ProportionalzirkeL 

Bei  belasteter  unterer  Gurtung  drücke  man  die  Spannkräfte  D 
durch  die  Spannkräfte  0  aus. 

Die  o^n  für  Z>„  und  B^+i  abgeleiteten  Glaiohnngen  gelten  auch  für  den  Fall 
belasteter  tiuteror  Gortong,  so  lange  im  Knoten  ?n  keine  La-st  angreift  Ijegt  die  Laat- 
eönheit  bei  m,  so  treten  rechts  noch  Glieder  p«  beziehnngsweif^e  p.+i  hinzn,  die  der 
Hg.  184c  zu  enbiehmen  sind.  Hierauf  ist  zu  aohlen,  wenn  beide  Garte  belastet  sind. 
Vergl.  auch  das  ähnliche  allgemeine  Verfahren  in  Band  I,  g  30,  Seite  242. 
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Sind  nicht  nur  die  Lasten,  sondern  überhaupt  alle  äufierem  Kräfte 
(also  auch  die  Stützenwiderstäude)  einander  parallel,  ein  EoU,  der  bei 
Balken  auf  mehreren  Stützen,  sowie  bei  isa  Yersteifungsbalken  von 
Kettenbrücken  in  der  Regel  vorliegen  wird,  so  gehe  man,  falls  Bämtlicbe 
Wandglieder  gegen  die  Richtung  der  Lasten  geneigt  sind  (Pig.  184), 
von  den  bereits  im  I.  Bande  benutzten  Gleichungen  aaa: 
I>„cos9«  =  —  f^_iCos-r._i  —  O^cosß. 
D-+iC08(p.+,  =  —  ?7.+  ,cosY,+i  —  O.cosß.. 

Sind  dann  mittels  des  in  Nr.  71  beschriebenen  Verfahrens  die  Ein- 
flußlinien für  die  Ocosß  und  Ucosy  gefunden  worden,  so  sind  auch 
die  Ihnflußlinien  für  die  D  cos  9  bestimmt 


Kg,  185. 


Fig.  186. 


Für  das  in  Fig.  185  dai;gcstellte,  von  parallelen  finßeren  Kräften 
angegriffeae  Fachwerk,  dessen  Stäbe  zum  Teil  in  die  Kraftrichtang 
fallen,  gelten  die  Beziehungen: 

—  0„  cos  ß„  =  -j-  t7_+ ,  cos  Y.+ 1  =  -r— ^ 
Ü.C0B9.  =  -^^-^-- 

-  — ; —  l  —, ,- i —    Last  am  Obergurt 

- — ■— '        — j~       h"'^\  ^*^   '"^  Untergurt; 

*)  Mk  bedeutet  d,is  Angriff snioment  für  den  Knoten  m;  dasselbe  wird  in  der 
Form:  M^  =  M^^— M^'X' —  .V^~X"  — . . . .  dargesteUt,  weim  X',  i",  ...  die 
statisch  niebt  besitininibaren  Grüßen  sind.  Die  Formeln  für  0,  D  and  V  sind  im 
I.  Bande.  §  34  u.  38,  abgeleitet  worden.  Die  Ausdrücke  für  die  F  wurden  oben  in 
anderer  Form  gesuhiieben  wie  früher.  Die  Formeln  für  0  und  U  gelten  b^  beliebii; 
gerichteten  äußeren  Kraften. 
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ans  denen  heiroi^ht,  daß  es  zweckmäßig  sein  wird,  zuuädist  die  Ein- 
floBfläcfaen  f6r  die  Werte  -;-   darzusteUen,   um  in  dem  Unterschiede 


h 
halten.     Auch    die    F„-Fläche    ist    durch    zwei    aufeinanderfolgende 

-r--nächen,  von  denen  aber  die  eine  mit  einem  Höhenverhältniß  multi- 

plisert  werden  muß,  bestimmt;  femer  treten  bei  den  F-Hächen  Multi- 
I^ikatoren  auf. 

Bei  geradfir  Gortung  wird  die  Ermittlung  der  Kraft«  V  wesentlich 
einfacher.  So  findet  man  z.  B.  für  den  in  Fig..  186  dargestellten  Fall 
einer  geraden  unteren  Gurtung  die  Gleichgewichtsbedingung: 

(  F.  —  JO  sin  a„  +  i)„  sin  i|^.  =  0 
und  hieraus: 

am  o_  sm  d^,co8  9„  \  '  sin  y,       / 

Solange   die   über   den   Träger   wandernde   Lasteinheit   außerhalb 

der  Felder  \„  und  X„+,  liegt,  unterscheidet  sieh  die  Einflußfläche  für 

den  Klammerausdruck  von  der  D_cos9„-PIäche  nur  durch  das  Tor- 

Eeichen;    an  der  Stelle  m  ist  zu   der  in  ent^^engesetztem  Sinne  zn 

nehmenden  Ordinate  der  I>_  cos  «.-Linie  noch  der  Betrag: :^-^| 

sun^_ 

ta  addieren.     Ist  die  untere  Gurtung  rechtwinklig  zur  Richtung  der 

lüsten,  so  wird  -; — —  =  tR  *.. 

sm  a„  cos  9„      ^  ^ 
Besonders  einfach  wird  die  ganze  TJutersuchung  för  Fu^llelträger, 
deren  änßere  Kräfte  rechtwinklig  zu  den  Gurtungen  sind.    Hier  kommt 
es  nur  du^uf  an,  die  Momente  und  Querkr^te  zu  bestimmen,  aus  denen 
sich  dann  sämtliche  Stabkrafte  berechnen  lassen. 

Für  das  in  Fig.  187  dargestellte  Fach  werk  ergibt  sich  z.  B.,  wenn 
0.  die  Querkraft  für  das  »*»«  Feld  bedeutet, 

—  O.Ä  =  +  r/.+  ,A  =  3f.;         Z>.  sin  9.  =  (?. 
F.  =  — ö.,  Last  oben, 
V^  =  —  Ö-+I,  Last  unten. 

Da  nun  §_  =  — —  (M„ — M^-i)  ist,  so  kann  man  nach  Emiitt- 

long  der  Jf-Flächein  jede  ©X-Fläche  ais  den  Unterschied  zweier  auf- 
einanderfolgender 3f- Flächen  gewinnen,  oder  man  zeichnet  zuerst  die 
QX-Flächen  und  benutzt  hierauf  die  Sezieliung 

lf.  =  Jf.-,  +  0.x., 

um  aus  der  einen  Jf-Fläche  schrittweise  alle  übrigen  abzuleiten. 
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Li^  das  EEichwerk  in  Fig.  188  vor,  nud  sind  m  —  1  und  m-^l 

Enotenpoiitte  der  belasteten  Gurtang,  ferner  Q  die  Querkraft  für  das 

Feld  (m  —  1)  —  (m  +  1),  so  beachte  mau  die  Beziehungen: 

Jf.+,  =  Jf,.,  +  Q\;        JM.  =  Jtf..,  +  Qe. 

0..,h  =  —  M^.„     tr,A  =  +  Jf.,     0.+,A  =  — 3<.  +  , 

D^  sin  (p_  ^  —  -D-+I  sin  9_+i  =  -{-  Q. 


73.  Auf  eine  sehr  übersichtliche  Weise  lassen  sich  die  Einfluß- 
flächen  für  die  Spannkräfte  einfach  statisch  unbestimmter  Träger  ge- 
winnen; denn  hier  erscheint  S  in  der  Form 


=  «0- 


s-x  =  s-{^—x). 


und  es  ist  daher  möglich,  wenn  S'  als  Mnltiplikator  herausgezogen  wird, 
jede  S^FIäche  als  den  Unterschied  der  ^-Fläche  und  einer  meistais 
von  nur  wenigen  Geraden  begrenzten  So/5'-Fläche  (deren  Aufzeichnung 
ebenso  schnell  vor  sich  geht,  wie  die  der  S(,-Pläche)  darzustellen. 

Wir  werden  meistens  die  X  und  die  ■r^' =  SJS'  (Figur  189a) 
von  derselben  Geraden  N'K  aus  auftragen  und  erhalten  dann  die  i*^ 
Fläche  (deren  Ordinaten  mit  ij  bezeichnet  werden  mögen)  gewisser- 
maßen auf  die  X-Linie  als  gebrochene  Xull-Aehse  bezogen.  Gibt  man 
aber  der  Einführung  eiuer  allen  iS-Flächen  gemeinsamen  geraden  NuJl- 
linie  (die  bei  lotrechter  Belastung  meistens  wagerecht  gewählt  wird) 
den  Vorzug,  so  gelangt  man  zu  der  Darstellungsweise  in  Fig.  189b,  in 
welcher  die  Ordinaten  i\'  von  der  JX-Linie  aus  aufgetragen  wurden, 
und  aus  welcher  ohne  weiteres  das  Gesetz  abgelesen  werden  kann,  dafl 
innerhalb  eines  Gebietes,  in  weleliem  die  ^'o/Ä'-Linie  der  Fig.  189b)  ge- 
radlinig verläuft,  entsprechende  Seiten  der  S-Linie  und  .X-Linie  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  welche  durch  den  Nullpunkt  der 
iSo/5'-Linie  geht  imd  parallel  zu  P  ist.*)    Auf  Grund  dieser  Mgenschait 

a  einer  geraden  S^-Iinie  beherrschteo 
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läßt  sich  die  ^-Linie  aus  der  ^-Linie  ableiten,  sobald  eine  Ordinate 
und  die  Nullpunkte  der  So/5'-Linie  bekannt  sind.*) 


Fig.  189, 


£eij^tieL  Für  den  in  Fig.  190  abgebildeten,  einfach  statisch 
unbestimmten  Bogenträger  sei  nach  dem  in  Nr.  67  beschriebenen  Ver- 
fahren die  Einflußlinie  für  den  Horizontalsehub  X  ermittelt  und  von 
der  geraden  NuHinie  A'B'  aus  auftragen  worden.**)  Es  soll  die  Ein- 
flußflache für  die  Spannkraft  0  des  dem  Knotenpunkte  m  gegenüber- 
liegenden Stabes  der  oberen  Gurtung  gezeichnet  werden. 

Den  Belastongszustand  X  =  —  1  zeigt  Fig.  193.  hi  A  uud  B 
wurden  Kräfte  {K')  angebracht,  deren  wagerechte  nach  außen  gerichtete 
f^eitenkiäfte  von  der  Größe  1  sind  und  welche  durch  die  Gelenke  E 
und  F  gehen  müssen,  damit  sich  die  Bogenteile  AE  und  BF  nicht 
um  E  beziehungsweise  F  drehen.  Sodann  wurden  die  einander  gleichen 
Kräfte  (C)  und  {D')  hinzugefügt,  welche  den  (£"')  das  Gleichgewicht 
halten.  Der  aus  drei  Geraden  bestehende  Liidenzug  A,  C,,  D„  £  ist 
das  Seilpolygon  (Mittelkraftspolygon)  der  Kräfte  K\  C,  D\  K'. 


*)  Wir  erinnern  hier  u.  a.  au  die  EnuittLung  der  KuJpnukte  der  S^-Linien  mit 
Hilfe  von  FolWtininiungen  kinematischer  Ketten.    Band  I,  XIII.  Abschnitt 

**)  In  Figar  190  Ternachlässigten  vir  die  dem  Zustande  X  =  —  1  entsprechenden 
langenSndeningen  der  Ton  den  Stützpunkten  A,  C,  D,  B  ausgebenden  lotrecbten 
FüUongsBtäbe.    Vergl.  Fig.  169,  Seite  171. 
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Ein  behufs  BestdaimuDg  der  Spannkraft  0'  durch  das  Fachweib 
geführter  Schnitt  tt  trifft  die  Seilpolygonseite  Cjl),,  welche  die  Lage 
der  Mittelkraft  (Ä)  der  links  von  U  ^virksamen  äußeren  Kräfte  K'  und 
C  bestimmt     Mißt  man  also  den  lotrechten  Abstand  ««  des  Punktes 


Fig.  190.  191,  192,  198. 

m  von  der  Seite  (7,  D,  und  envägt,  daß  die  wagerechte  Seitenkraft  von 
It  die  Größe  1  besitzt,  so  lautet  die  Bittersche  Momentengleichung  ffir 
den  Drehpunkt  m: 


O'r.  —  1 .  ;/„  =  0,  woraus  0'  =  +  1  ^, 
weshalb  schließlich 
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[Die  vorstehende  Beschreibung  der  Besönunongsweise  der  Spann- 
kräfte S'  berücksichtigt  eine  beliebige  Neigung  der  vom  Schnitte  tt  ge- 
troffenen Seite  des  Mittelkraftspolygona;  sie  liefert  z.  B.  für  den  Ober- 
gurtstab des  ersten  Feldes:  0'  =  —  1  — ,  für  den  Unteigurtstab  des 
5*™  Feldes:  ü"'  =  —  1  •  — ,  für  die  vom  Schnitte  tt  getroffene  Dia- 
gonale: D'  ^  —  1  ■  — ,  wo  r,  das  Lot  von  i  auf  D'  bedeutet] 

Im  Falle  X  =  0  geht  der  Träger  in  einen  Gerbeischen  Balken 
über,  und  es  besteht  deshalb  (nach  Band  I,  §  40)  die  Eünflußlinie  für 

—  Oo  aus  4  Geraden  A'E",  E"C'm",  m"D'F"  und  F"B'  (Fig.  191), 

deren  Nullpunkte  den  Anflagergelenken  entsprechen  und  deren  Schnittr 
punkte  in  den  Senkrechten  durch  E,  m,  F  liegen.  Die  Gerade  D'm" 
muß  auf  der  Senkrechten  durch  C  die  Strecke: 


abschneiden.    Bringt  man  nun  von  der  -^  ■  0„-Fläche   die  X- Fläche 

in  Abzug,  so  eriiält  man  die  in  Fig.  191  durch  Schraffierung  hervor- 
gehobene 0-Fläche;  der  Multiplikator  derselben  ist  =  y„lr„.  Lotrechte 
Lasten  P  erzeugen: 

In  Fig.  192  ist  die  0-Fläche  noch  einmal,  auf  eine  wagerechte 
Nullinie  bezogen,  dargestellt  worden  Nach  Auftragung  der  J?-Linie 
wurde  die  Gerade  D'm'  mit  der  Senkrechten  durch  C  in  J  zum  Schnitt 

gebracht,  die  Strecke  JJ"  =  1  -^  abgetrageu  und  mittels  der  Geraden 

J"D'  der  Punkt  m"  der  0-Linie  bestimmt  Zur  Festlegung  der  Punkte 
F"  und  E"  dienten  die  aus  dem  Verlauf  der  Oo-Linie  (welche  man 
für  diesen  Zweck  nur  zu  skizzieren  braucht)  gefolgerten  Bedingungen, 
daß  sich  die  Geraden  m"F"  und  m'F'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  D'  schneiden  müssen  und  die  (in  unserer  Figur  nicht 
ausgezogenen)  Geraden  m"E"  und  vi'E'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  C,  und  schließlich  wurden  die  sechs  Zweige  der  0-Linie 
in  der  auf  Seite  185  beschriebenen  "Weise  (vergl.  auch  Fig.  189)  aus 
den  entsprechenden  Zweigen  der  JV-Linie  abgeleitet 

Die  Darstellungs weise  in  Fig.  191  ist  unbedingt  die  übersichtlichere 
Und  verdient  stets  den  Vorzug.  Nach  den  Erfahrungen,  welche  der 
Verfasser  bei  den  von  ihm  selbst  und  von  den  Hörern  seiner  Vortrage 
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durchgeführten  Berechnungen  gesammelt  hat,  empfiehlt  sich  folgendes 
Voi;gehen. 

Man  verteile  die  Zeichnungen  im  allgemeinen*)  auf  4  Blatter, 
welche  der  Reihe  nach  zur  Auftragung  der  Einflußlinien  für  die  Ober- 
gortstäbe,  Untergurtstäbe,  Diagonalen  und  Tertikaien  benutzt  werden. 
Auf  jedem  dieser  Blätter  bestimme  man  mit  Hilfe  einer  einzigen  X- 
Linie  nach  dem  in  Fig.  191  angewandten  Terfahren  die  £influfilimen 
für  die  in  Frage  kommenden  Spannkräfte,  und  trage  schließlich  jede 
EinfluBlinie  ron  einer  besonderen,  geraden  Nullinie  ans  auf,  wobd 
die  Ordinaten  der  nach  Fig.  191  angefertigten  Zeichnimg  zu  entnehmen 


^nrnri^- 


Fig,  194. 

sind.  Nun  gebe  man  die  gefährUchsten  Zugstellungen  (weldie  am 
besten  durch  Tersuche  bestimmt  werden)  an  und  schreibe  neben  jede 
Einflußlinie  die  folgenden  Werte: 

1.  den  Multiplikator  (den  wir  von  jetzt  an  stets  mit  [l  bezeichnen 
werden), 

2.  die  den  Lasten  P  entsprechenden  Werte  SPtj,  wobei  es  sidi 
empfiehlt,  durch  einen  an  das  Zeichen  2  gesetzten  Zeiger  +  od« 
—  anzudeuten,  daß  es  sich  um  den  Einfluß  der  auf  den  positiven 
oder  den  negativen  Beitragsstrecken  liegenden  Lasten  P  bandelt, 

3.  diejenigen  Größen,  durch  welche  der  Einfluß  der  ständigen  Be- 
lastung bestimmt  wird.  Bei  ungleichen  Peldweiten  ist  es  am 
zweckmäßigsten,  die  Inhalte  F  und  F  des  positiven  beziehungs- 
weise negativen  Teiles  der  Sinflußfläche  zu  berechnen  und  die 
von  der  ständigen  Belastung  (j  für  die  Längeneinheit)  herrührende 
Spannkraft  S,  mittels   der  Formel  S,  =  g  (F — F)  zu  ermitteln. 

wobei  die  unter  den  F  stehenden  -|-  "od  —  nwJit  Vorxeiehtn, 
sondern  nur  Zeiger  bedeuten.  Haben  sämtliche  Felder  die  gleiche 
Länge  X,  so  ist  die  Bechmmg  mit  Knotenlasten  g'k  vorzuziehen. 
Man  bestimme  dann  die  Summe  aller  positiven,  an  den  Knoten- 
punkten gemessenen  Ordinaten,  desgleichen  die  Summe  aller  n^ 
tiven  Ordinaten,  bezeichne  diese  Summen  kurz  mit  2  und  2£  und 
setze  schließlich  S,  =  jX  (S  —  2).  * 

•)  Auf  Vereinfachmige»,  die  sich  im  der  Hand  der  Betrachtungen  in  Sr.  TS 
ergeben,  werden  wir  in  dem  von  den  wichtigsten  Trägern  handelnden  Abschnitt  H 
hinweisen. 
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Auf  diese  Weise  erhält  man  sehr  übersichtliche  Kiäftepläue,  die 
Ton  jedermann  schnell  geprüft  werden  können. 

Die  Tormehi  zur  Berechnung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte 
lauten  mit  den  vorstehenden  Bezeichnungen  nnd  mit  BerücWchtigung 
des  Einflusses  iS,^  ±S'X,  =  ±^X,)  einer  Erwärmung  beziehungs- 
weise Abkühlung: 

I    ^S=f.l+^P7,+siF-F)  +  X.] 

nnd  bei  gleichlangen  Feldern: 

Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  neben  die  Einflnßünien  zu  schreiben- 
den: jj-,  SPt),  SPT],  F,  F,  2,  S  die  absoluten  Werte  der  fraglichen 

Größen  voistellen. 

Ähnlich  verfahre  man  bei  mehrfach  statisch  unbestimmten  Fach- 
werken. Den  Maßstab  für  die  Einflußlinien  (den  man  für  die  Gurt^ 
kräfte  und  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  im  allgemeinen  rer< 
schieden  annehmen  muß)  wähle  man  nicht  zu  groß,  damit  man  mög- 
lichst viele  Ordinalen  mit  dem  Zirkel  addieren  kann.  Bei  Bestimmung 
der  SPt)  und  2Pi]  beachte   man  das  auf  Seite  120  des  I  Bandes 

agte. 
Bei  gleichförmiger  Terkehrslast  p  erhält  man  (mit  der  Bezeichnung 

\^S=v^qF-9F+X:^ 

\^.S=JgF—qF-XX 
wofür  man  bei  gleichlangen  Feldern  auch  setzen  darf:*) 

^,S  =  fi  [9X2  —  q\S  —  xl 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  es  manchmal  zweckmäßig  ist,  den 
Einfluß  S,  der  ständigen  Belastung  nach  Ermittlung  von  X,  gesondert 
mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  zu  bestimmen,  und  im  Falle 
gleichförmiger  Terkehrslast  die  folgenden  für  alle  Träger  von  unver- 


(3) 


W 


*)  Band  I,  Seite  118. 
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üuiierlicher  GliederuDp  und  Stützimgsart  (veigL  Seite  6  u,  7)  gdtaiden 
Beziehangen  zu  beuutzen. 

Die  Spannkraft  ,^8  entsteht,  wenn  die  positiven  Beitragsstrecken 
mit  q,  die  negativen  mit  g  belastet  werden,  und  die  Spannkraft  ^.S 
erhält  man,  wemi  man  die  positiven  Beitragsstrecken  mit  g  ond  die 
negativen  mit  q  belastet  Die  Znsanunenzählung  beider  Belastungen 
führt  zur  gänzlichen  Belastung  des  Trägers  mit  q-\--g.  Hat  man  nnn 
iS,  in  der  Form 

(6)        S,  =  gC, 
dargestellt,  wo  C^  den  Wert  bedeutet,  den  S,  im  Falle  g^l  annehmen 
würde,  so  findet  man 

(6)        _S+-.S  =  (?+J)C., 
kann  also  nach  Berechnung  des  einen  Grenzwertes  ohne  weitere«  den 
anderen  angeben. 

Ist  die  Berechnung  von  ,„S  einöicher  als  die  von  ,^S,  so  wird 
man  den  Einfluß  von  p  in  der  Form 

(7)         ~S,=pC\ 
ermitteln  und  erhält  dann 

,„,        l-.S  =  gC.+pO, 


Probe:  „S  +  ^.S=ig  + q)  ü,. 
Sollte  die  Berechnunf^  von  ^,S  die  einfachere  sein,  60  sacbe  nun 
(9)         ^.S=-pC, 
auf,  um  dann  zu  erhalten: 

(10)        (-"«  =  ^'0-?'^. 

Die  Gesetze  (6)  bis  (10)  gelten  nicht  nur  für  Spannkräfte,  scmdem 
aucli  für  die  nach  festen  Richtungen  gebildeten  Seitenkräfte  von  Stfitzen- 
widerständen,  für  Angriffsmomente  und  Querkräfte;  sie  gestatten  in 
vielen  Fällen  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung.  Zu  beachten 
ist,  daß  die  nach  den  Oleichmigen  (8)  und  (10)  berechneten  {rreiu- 
werte  S  noch  um  den  Einfluß  5,  einer  Tcmperaturändening  zu  ver- 
größern sind. 

Annahmen,  behufs  Vereinfachung  der  Berechnung  ven  neu  zu  entwerfenden 
statisch  unbestimmten  TrSgern. 

74.  Die  genaue  Berechuang  von  neu  zu  entwerfenden  statisdi  un- 
bestimmten Fachwerken  wird  durch  den  Umstand  sehr  erschwert,  daB 
die  Größen  X  von  den  vorläufig  unbekannten  Stabquerscbnitteu  oder  — 
wenn  es  sich  nur  um  den  Einfloß  der  Belastung  handelt  —  von  dem 

gegenseitigen  Verhältnisse  dieser  Querschnitte  abhängen.     Es  müssen 
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deshalb  im  aUgemeinen  die  QaerschnittOSchen  ztinäcbst  abgeschätzt 
und  hierauf  an  der  Hand  der  Ergebnisse  der  schärferen  Untersuchung 
geändert  werden.  Bei  wesentlichen  Abweicbangen  zwischen  den  so 
erhaltenen  und  den  zueist  angenommenen  Querschnitten  muß  die  ganze 
Rechnung  wiederholt  werden. 

In  vielen  wichtigen  Fällen  läßt  sich  nun  eine  Abkürzung  (ohne  daä 
die  Ergebnisse  der  Rechnung  an  Zureilässigkeit  einbüßen)  dadurch 
erzielen,  daß  bei  der  Berechnung  der  Größen  X  die  Formänderungen 
der  FfiUungsglieder  des  statisch  bestinunteu  Hauptsystems  vernachlässigt 
und  hinsidiÜich  der  Gurtungen  vereinfachende  Annahmen  (z.  B.  Ein- 
fühning  eines  gleichen  Querschnitts  für  die  Stäbe  einer  oder  auch  beider 
liurtungen)  gemacht  werden. 

Es  liege  z.  B.  der  in  Nr.  67  untersuchte  Fadiwerkbogen  vor. 
Behufs  Bestimmimg  von  X  muß  für  den  Zustand  JE  =  —  1,  welchem 

die  Längenänderungen  (Äa)'  =  wp  entsprechen,  ein  "Williofscher  Ver- 
schiebungsplan gezeichnet  werden.  Hierbei  weise  man  jedem  Füllungs- 
stabe zunächst  den  Wert  (Äa)'  =  0  zu,  was  zur  Folge  hat,  daß  einem 
zwei  Knoten  i  und  k  verbindenden  Wandgliede  ik  im  Yeiscbiebungs- 
plane  eine  zu  ik  rechtwinklige  Gerade  i'k'  entspricht,  und  femer  nehme 

j  ^=-ii-  «u.    Setzt  man  nun 
(4«)'=  5's(anstatt  is'=:-==-\  so  hefert  der  Verschiebungsplan  die 

i"^- fachen  Knotenpunktsverschiebnngen ;  es  bleibt  aber  die  Gleichung 

SP  5  ' 
-X^ C'-^^  bestehen,   da  in  Zähler  und  Nenner  die  in  gleichem 

Malle  vergrößerten  Verschiebungen  S„'  und  5'  eingeführt  werden.  Hin- 
gegen ist  die  (einer  gleichmäßigen  Temperaturerhöhung  entsprechende) 

Formel  X,=-  ^  -r,- 

die  Feldweiten  annähernd  gleich  und  dann  empfiehlt  es  sich,  den  Wert 

^TcT  für  alle  Gurtstäbe  gleich  groß  anzunehmen  und  mit  (4s)'  =  S' 

zu  rechnen.     Der  Einfluß   von  /  ist  jetzt:   X,  = r, Will  man 

'  so 

für  die  obere  und  die  untere  (Jurtung  verschieden  große  Quei-scbnitte 

f\  und  F^  einführen  imd  einem  Obergurtstabe  den  Wert  (4;*)'  =  S' 


nehmen  und  X,  =  '-^  ° —  setzen.     Hervorzuheben   bleibt  aber,    daß 
im  allgemeinen  unter  F,  und  F^  nicht  die  mittleren  Querschnitte  der 
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oberen  und  unteren  Gnrtung  zu  verstehen  sind  und  unter  s  nicht  eine 
mittlere  Stablange,  sondern  daß  häufig  die  Längenänderongen  gewisser 
Stäbe  von  ganz  hervorragendem  Einflüsse  auf  die  Fonnänderung  des 
Fachwerkes  sind  und  die  Abmessungen  dieser  Stäbe  daher  besonders 
ins  Gewicht  fallen.  Erhält  z.  B.  der  betrachtete  Bogenträger  im  Seheitel 
eine  wesentlich  geringere  Höhe  wie  an  den  E&npfem,  so  muß  -man 
für  F„  F^  und  s  die  Qurtquerschnitte  und  die  Schlänge  im  Scheitel 
wählen. 

Indem  wir  hinsichtlich  der  bei  den  wichtigsten  Eachwerken  ein- 
zuführenden Annahmen  auf  den  folgenden  Abschnitt  verweisen,  heben 
wir  noch  her\'or,  daß  die  dort  bevorzugte  Benutzung  der  Biegungslinien 
den  Torteil  bietet,  bereits  bei  Berechnung  der  Werte  w  häufig  das 
besondere  Gewicht  einzelner  Stäbe  erkennen  zu  Ussen.  Es  ist  dieser 
Weg  nach  den  Erfahrungen  des  Yerfassers  unbedingt  dann  vorzuziehen, 
wenn  nur  Lasten  gleicher  Richtung  in  Betracht  kommen,  wenn  es  sich 
also  beispielsweise  um  den  besonders  wichtigen  Fall  lotrechter  Lasten 
handelt 

In  der  R^el  greifen  die  Lasten  P  in  den  Knotenpunkten  des 
statisch  bestimmten  Haupt^ystems  an,  und  dieses  Hanptsystem  ist 
meistens  ein  einfaches  Dreiwjknetz.  Werden  die  Gleichungen  (V)  auf 
Seite  163  angewendet,  so  handelt  es  sich  zunächst  darum,  die  den 
Behistungszustanden  ^'  =  —  1,  X"  —  —  1,  .  .  .  entsprechenden  Bie- 
gungslinien (5',  h"  .  .  .)  dieses  Dreiecknetzes  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  nun  MJ  das  durch  die  Ursache  X'  =:  —  1  hervor- 
gerufene Angriffsmoment  für  den  Knotenpunkt  m,  so  ergibt  sich  für 
den  dem  Punkte  m  gegenüberliegenden  Gurtstab  s.   die  Spannkraft 

S,'=  ^—^,  wobei  r.  die  Länge  des  Lotes  von  m  auf  s„  bedeutet 

Das  obere  Yorzeichen  bezieht  sich  auf  die  obere,  das  untere  auf  die 
untere  Gurtong.    Das  Gewicht  wj  des  Knotens  m  ist  (nach  Nr.  47) 

und  ebenso  erhält  man  für  die  Zustände  X"  =  —  1,  X'"  =  —  1, .  ,  . 
die  Gewichte 

„_   M^J^_  ,.._  MJ"s,  ' 

"-   -  EF„r^'''       "■''    -'EF,rj''  '  '  ' 
Hat  E  für  alle  Stäbe  denselben  Wert,  so  multipliziere  man  die  w', 
w'\  . . .  mit  E.    Außerdem  empfiehlt  sich  stets  noch  die  Multiplikation 
mit  einer  vorläufig  beliebigen  Quersclmittsgröße  F,  (die  aber  für  alle 
w  gleich  genommen  werden  muß),  womit  sich  dann 
,„.  ,      M:s.   f.  „        MJ^'s.     F. 

(2)         w  =-^  -^-  ;        w^   =-rJ-   F,'  "  "  "  " 
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ergibt  Legt  man  diese  Gewichte  der  Berechnung  der  Ordinaten  S', 
i",  .  .  .  der  den  Zuständen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1, .  .  .  entsprechenden 
Siegungslinien  zugrunde,  so  muß 
man  alle  Glieder  der  Gleichungen  (V) 
(mit  Ausnahme  der  GUeder  2/*^  5.', 
2P^K"  .  .  .  .)  ™it  ■^■^.  multipli- 
zieren. Auch  ist  zu  beachten,  daß 
eine  weitere  Uultiplikation  mit  v  er- 
forderlich wird,  sobald  die  Werte 
w',  w"  .  . .  aus  irgendeinem  Grunde 
mit  V  multipliziert  werden .*) 

Wendet  man  diese  Regeln  bei- 
spielsweise auf  das  einfach  statisch 
unbestimmte  Fachwerk  an,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  von  X  die 
Gleichung: 

EF,L'=  SP.V- 

und  findet  hieraus  für  den  Einfluß  einer  Lest  P,  für  den  Einfluß  von 
Temperaturändemngen  und  für  den  Einfluß  von  Yerschiebungen  der 
Widerlager  der  Beihe  nach  die  Werte: 


F5g.  196. 


(3) 


wo   91  =  SS'*«-, 


Diese  Gleichungen  (2)  und  (3)  werden  wir  im  folgend«!  Ab- 
schnitte vorzugsweise  anwenden, 

Verwertung  von  stellvertretenden,  aus  steifen  Gliedern  gebildeten  StabzUgen. 

75.  Bedeutet  X  die  Spannkraft  eines  Stabes  ik,  der  als  überzahlig 
bezeichnet  werden  darf,  durch  dessen  Beseitigung  also  das  x-fach 
statisch  unbestimmt  angenommene  Fachwerk  seine  Steifigkeit  nicht 
verliert,  und  werden  alle  Spannkräfte  auf  die  Form 

(1)        S=B„  —  B'X 
gebracht^  unter  ©^  und  ©'  die  den  Zuständen  X  =  0  und  X^  —  1 


*)  'WUre  z.  B.  das  Fachwerk  in  Fig.  195  ein  Paralleltrilger  von  der  Höhe  A,  and 
hätten  sämüiche  Oortstäbe  diö  gleiche  länge  X,   so  wäre  -  "  =  -^  •    Man  würde 
dann  die  u',  te",  ....  mit  t  =^  —r—  multipliäeren  und  einfachei*  «•' —  Mm  -sr  "■  ^-  "• 
HfllUr-BreaUu,  OnpbiKhe  Statik.  II.  1.  13 
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entsprechendea  Werte  von  S  veistandeu.  so  lautet  die  Arbeitsgleichung 
far  den  Zustand  X  =  —  1 : 

(2)  0  =  S©'äs, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  daß  Bewegimgen  der  Widerlager  auBgeschlossen 
sind  und  die  Summe  in  (2)  auch  den  Stab  ik,  dem  ©'=—1  ent- 
spricht,  umschließt  Die  Einführung  von  As^iSp:^(©o  —  @'-X)p, 
wo  p  =  s  :  EF,  und  die  Beachtung  der  Oleichimgen  (30)  auf  Seite  27 
liefert  den  Ausdruck 

in  welchem  5/  die  Verschiebung  bedeutet,  die  der  Angriffspunkt  vi 
von  P„  im  Sinne  von  i*_  erfährt,  sobald  auf  das  nunmehr  (x  —  l)fach 
statisch  imbestimmte  Eachwerk  nur  die  Ursache  X=  —  1  wiiit*) 

Auf  Grund  dieses  Gesetzes  darf  die  Einflußlinie  für  jede  Stabkraft 
und  —  wie  ohne  weiteres  einleuchtet  —  auch  für  jeden  nach  einer 
festen  Richtung  wirkenden  Stützenwideistand  als  BiegungsUnie  (derrai 
Multiplikator  in  dem  hier  betrachteten  Falle  =  1 :  S©'*p  ist)  gedeutet 
werden,  wobei  nur  die  Einschränkung  besteht,  daß  das  Fachwerk  in- 
folge Beseitigung  des  fraglichen  Stabes  nicht  seine  Steifigkeit  und  in- 
folge Aufhebung  des  fraglichen  Stützenwiderstandes  nicht  seine  Stand- 
festigkeit einbüßt**)  Zu  beachten  ist  allerdings,  daß  die  Anwendtmg 
der  Gleichung  (3)  zur  Aufsuchung  der  X-Linie  die  Auftragung  der 
Biegungslinie  für  ein  durch  die  Ursache  X  ^  —  1  belastetes  {x  —  l)£ach 
statisch  unbestimmtes  Fachwerk  erheischt;  sie  bietet  nur  in  ganz  be- 
stimmten Fällen  (die  wir  bei  den  späteren  Anwendungen  behandeln 
wollen)  einen  Ersatz  für  den  früher  gewiesenen  Weg:  die  Einflußlinien 
für  X  passend  ausgewählte  Größen  X',  X",  .  .  .  mit  Hilfe  von  x 
Biegungslinieu  eines  statisch  bestimmten  Fachwerks  zu  ermitteln  imd 
hierauf  die  Einflußlinien  aller  übrigen  Grüßen  mittels  der  Oleich- 
gewichtsbedingungen  zu  gewinnen. 

Trotzdem  ist  die  in  Gleichung  (3)  ausgesprochene  Deutui^  jeder 
Einflußlinie  als  Biegungslinie  stets  von  Torteil;  denn  sie  gestattet  eine 
unmittelbare  Verwertung  der  in  Nr.  51  behandelten  Beziehungen  zwischen 
den  vollständigen  Verschiebungsplänen  und  den  Biegungslinien  —  Ge- 
setze, die  uns  bei  Beachtung  des  in  Nr.  52  gelehrten  Euus^;riffs  der 
Einführung  von  stellvertretenden  steifen  Stabzügen  in  den  Stand  setzen, 
nach  Auftragung  der  Einflußlinien  für  eine  feste  Lastrichtuug  schnell 
Figuren  zu  zeichnen,  welche  auch  die  Wirkung  anders  gerichteter 
Kräfte  P  bestimmen. 

*}  Gleichung  (3)  hat  dieselbe  Fonn  nie  die  früher  für  das  einfadi  statisch  un- 
bestJmmte  Fachwerk  aulgeetellte  Beziehung:  X  =        .^    ;  vergL  S.  166  xt.  167. 
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§  6.   Das  statisch  unbestiminte  I^bwerk.  195 

Zwei  Beispiele  «erden  genügen,  dieses  Terfahren  zu  erläutern.  In 
Figur  196  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  des  rechtsseitigen  wage- 
rechten StützenwideistaDdes  H  eines  Bogenträgers  mit  festen  Eämpfer- 
gelenken.  Nach  Einschaltung  der  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  . . .  15  sei 
die  einer  lotrechten  Belastung  entsprechende  Eiuflußlinie  nach  einem 
der  früher  beschriebenen  Verfahren  aus  der  dem  Zustande  X^  —  1 
entsprechenden  Biegungslinie  des  ans  starren  Gliedern  bestehenden  Stab- 
zuges 0-1-2-3-4-  .  .  .  -16  abgeleitet  und  der  besseren  Übereicht  wegen 
von  einer  wagerechteo  Geraden  aus  aufgetragen.  Zieht  man  dann  durch 
die  Punkte  0,  1,  2,  ,  .  .  der  fl-Linie  wagerecht©  Geraden  g^,  p,,  j?j,  .  .  ., 


Fig.  196. 

wählt  in  Qf,  einen  beliebigen  Pol  O^^O'  und  zeichnet  von  0'  aus  einen 
LinieDzug  0'1'2'3'.  .  .  16',  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  ent- 
sprechenden Seiten  des  Stabzuges  0  1  2  3  ...  16  sind,  nnd  dessen  Eck- 
punkte in  den  Geraden  ffn  ffs,  ffj)  ■  ■  ■  liegen,  so  sind  die  Polstrahlen 
Ol',  02',  03',  . . ,  proportional  den  Verschiebungen,  welche  die  Punkte 
1',  2',  3',  ,  .  .  infolge  des  Belastungszustandes  H^  —  1  erfahren,  und 
ihre  Eichtungen  stimmen  (auch  dem  Sinne  nach)  mit  den  Verschiebungs- 
richtungen  überein.  Greift  also  in  2  eine  Last  Pj  an  und  ist  \  die 
Projektion  des  Strahles  02'  auf  die  Richtung  von  Pj,  so  ist  der  E^influß 
von  Pj  auf  H: 

Fig.  197  zeigt  die  Einflußliuie  für  die  Spannkraft  U  im  Unter- 
gurtstabe eines  Bogenträgers  der  eben  behandelten  Art,  setzt  aber  voraus, 
daß  die  Berechnung  des  Trägers  auf  Grund  der  Annahme  starrer 
Füllungsglieder  durchgeführt  werden  darf.  Bei  Bestimmung  der  einer 
lotrechten  Belastung  entsprechenden  g-Linie  und  der  hieraus  nach  lN'r.73 
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Erste  Abtailnag.    Erster  Abeolmitt 


abgeleiteten  17-Lime  wird  dann  nur  die  Einschidtang  von  zwei  Enoten- 
punkten  (1  nnd  9)  und  von  vier  starren  Stäben  erforderlich.*)  Der 
Limenzug  0'1'2'3'.  .  .  9' 10'  muß  sich  bei  Boi:gftiltiger  Ausführung 
der  ZeichnoDg  schließen,  weil   er  als  Yeischiebnngsplan  fUr  den  Zn- 


Hg.  197. 


stand  U=  —  1  au^efaSt  werden  kann  und  fOr  diesen  Bebstnngslall 
die  Punkte  0  und  10  fesfliegen.  Die  Lasten  P,  und  P^  in  Vig.  197 
erzeugen,  wenn  die  ^-Linie  einen  Mult^libator  {t  besitzt, 

B  =  !-•«% +?.».). 

*)  EoDunen  lotrechte  Füllimgsstäbe  vor,  bo  beaobte  man  die  Löaoiig  der  Auf- 
gabe 4  aal  Seite  186. 
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II.  Abschnitt. 

Formeln,  Regeln  und  Beispiele  für  die  Berechnung 
der  wichtigsten  statisch  unbestimmten  Fachwerke. 

78.  Mit  Hilie  der  im  g  5  entlialteiien  Untersuchungen  läßt  sich 
die  BerechnuDg  jedes  ebenen  statisch  unbestimmten  Fachwerks,  das 
dnrdi  Kräfte  von  beliebiger  Richtung  beansprucht  wird,  durchführen. 
Zweck  des  yorliegenden  Abschnittes  ist  es  nun,  die  wichtigsten  TrSger- 
artea  etwas  eingehender  zu  untersuchen. 

§7- 
Der  Bogea  mit  zwei  Geleoken. 
a.  Bestimmung  des  Horizontalschubs. 

77.  Allgemeines  Verfahren.  Wirkt  auf  einen  Fachwerkbogen  mit 
2  Eämpfergelenken  and  ohne  Scheitelgelenk  eine  Kinzellast  P  in  den 
Abständen  a  und  b  von  den  Anflagerlotrechten  (Fig.  198),  so  entstehen 
Stätzenwiderstände,  deren  jede  sich  in  eine  lotrechte  Seiteukraft  A 
beziehungsweise  B  und  in  eine  Seiteukraft  IT  nach  der  Richtung  der 
Schloßlinie  AB  zerlegen  läßt  Die  wagerechte  Seitenkraft  von  H' 
(d.  L  der  Sonzonialscfmb)  ist 

//  =  //'  cos  a, 
Tobei  a  den  Neigungswinkel  der  Schlußlinie  bedeutet 

Die  Kräfte  A  und  B  stimmen  mit  den  Auflagerwiderständen  eines 
eingehen  Balkens  tiberein  und  sind 

Die  statisch  nicht  bestimmbare  Kraft  H  ist  von  den  Längen- 
iaderoDgen  sämtlicher  Stäbe  abhängig  und  wird,  falls  die  fhrm^ide- 
rangen  der  FäUungsaiäbe  vernachlässigt  werden,  iffos  meistens  xuiässig 
itt,  wie  folgt  ermittelt 
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I  .       Eiste  Abteiloog.    Zweiter  Abschnitt 

Man  berechne  für  jeden  Gortstab  die  Ausdrücke: 


(l) 


s^y^     F.       , 

«'-  =  —  ,-    -^-  und  ^„  =  V-i 


wobei  8„  die  Länge  des  Gurtstabes  bedeutet, 

m  die  Orduungsziffer  des  gegenüberliegenden  Knotenpunktes, 
r.  das  Lot  von  m  auf  «„, 

y.  den  lotrechten  Abstand  des  Punktes  m  von  der  Schlußünie, 
F^  die  Querschniösfläche  des  Stabes  ä„, 

,F,  eine  beliebige,  aber  für  alle  Stäbe  gleiche  QuerschnittsfUche, 
welche  im  allgemeinen  gleich  dem  am  häufigsten  vorkommen- 
den Gurtquerschnitte  g^etzt  wird,  damit  möglichst  viele  der 
TerhältniKe  F.:F,:=1  werden. 


Kg.  199.     A^iji  j  —  ■ 


Kg.  200.     ^^        'f 


Nun  bestimme  man  (durch  Rechnung  oder  Zeichnung)  die  Biegongs- 
momente  M^^,  M^,  .  .  .  M^^,  ...  für  einen  einfachen  (d.  h.  einen 
bei  A'  und  B',  Eig.  199,  frei  aufliegenden)  Balken,  dessen  Stützpunkte 
lotrecht  unter  A  beziehungsweise  B  liegen,  xmd  auf  welchen  lotrechte, 
durch  die  entsprechenden  Eiiotenpunkte  des  Bogens  gehende  Lasten  w^, 
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$  7,   Der  Bogen  mit  z 


a  Gelenken. 


201 


w,,  . . .  u'h,  .  .  .  wirken,  worauf  mtai  für  eine  im  Kuoten  k  des  Bogeos 
angreifende  Last  P  den  Horizontalschub  erhält 

(2)  B.^P^. 

Darin  ist:  S*.  =  %  +  Xj  +  x,  +  . . .  +  «.. 

EsfolgtdiesesTerfahrena(isGleichuii(f{V)S.169.  Hiernach  wird  Ä'»=P  ^^i 
wo  p^-  ,T,  ferner  8'  die  Ordinate  der  Biegungslinie  für  den  Zustand  H=:  —  1 
und  S'  die  Stabkraft  für  H=:  —  I  ist.  >  Mim  erhält  für  einen  Stab  der  oberen  be- 
ziehungRweise  unteren  Gurtung:  .S'  = —  und  S'^-|-  — ,  so  daB  der  Nenner 


des  für  /T»  angegebene 
_       y»«       -J".    __ 

eines  mit  den  Gewichten 


Bruches  n 


1  Multiplikation  mit  EF,  in  EF.y.S'* 


EF 


ibergeht.  Bie  S'-Linie  darf  nach  Nr.  74  als  Momentenlinie 
«■„=  — -.—  -°-  ■  l«la,steten  einfachen  Balkens  aufce- 
1  ist.    Damit  er- 


faßt werden,  wobei  -V_'=Ty_  das  Angriffsraoment  infolge  H=- 
■  geben  sich  die  oben  angeführten  Gewichte  w«. 

Die  auf  diese  Weise  berechneten  Werte  i?,,  H^. 
in  Figur  200  die  aus  Geraden  bestehende  Einflußlinie  fUr  den  Fall 
oben  angreifender  Ijasten,  und  ganz  entsprechend  würden  S^,  fl^,  . . . 
die  Einflußlinie  für  unten  wirkende  Lasten  liefern.  Der  erstere  Fall 
liegt  in  der  Regel  vor,  und  es  ist  dann  meistens  zulässig,  auch  die 
st^dige  Last  ausschließlich  auf  die  oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen. 
Man  kommt  dann  mit  der  EinflaßUnie  A"S"B"  in  Fig.  200  aus. 


Fig.  201. 

Will  man  die  //'-Linie  durch  Zeichnung  bestimmen,  so  nehme  man 
die  Polweite  w»  des  die  Gewichte  w  verbindenden  Seilpolygons  so  an, 
daß  dessen  Ordinate  -n^  (Fig.  201)  den  Horizontalschub  H^  angibt 
Stellt  man  dann  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke  c  dai',  so  erhält 
nun  (wegen  3f«»  :=  w^-iit)  die  Bedingung 
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Erst«  Abteilung.    Zveiter  Abschnitt. 


Tind  hieraus  folgt  die  Polweita 


St, 


Drückt  msD  bei  Berechnung  der  x_  alle  Abmessungen  in  Metern 
aus,  so  muß  man  auch  c  in  Metern  angeben.  Wird  beispielsweise  der 
Kräftemaßstab  50™  =;  1'  gewählt,  und  ist  die  Trägerzeichnimg  im 
Maßstabe  1 :  76  gefertigt,  so  wird  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke 
von  der  Länge  c  =  75  •  0,050  =  3,75"  dai^stellt,  imd  man  muß  dann 


«'»  = 


3,75 


wählen,     w^  und  tv„  enthalten  dieselbe  Einheit;    sie  sind. 


wenn  die  Gleichung  (1)  angewandt  wird,  Zahlen  und  bedingen  die  An- 
fertigung eines  besonderen  Zahlenmaßstabes.*) 

Wati  kannte  ftuch  den  Auadnick  Sx»  =  Sy.iTn  als  das  auf  die  Achse  AB 
bezogene  Uoment  von  Kräften  w.,  velcho  parallel  zu  AB  sind,  auffassen  und  mittels 
eines  Seilpolygona  bestimmen,  jedoch  führt  die  Berechnung  Ton  Sit„  schneller  und 
übersichtlicher  zum  Ziele.  Ebenso  unzwecbnäßig  wäre  es,  die  Geivichte  Wm  durch 
Zeichnung  za  ermitteln. 

Hinsichtlich  der  Werte  w  und 
X  ist  noch  folgendes  zu  bemerken. 
Werden  die  Gurtungen  nach  Fig.  202 
am  Auflager  zusammengeführt,  so 
weise  man  den  Stab  s^  dem  lot- 
recht über  2  gelegenen  Punkte  1 
des  Stabes  s^  zu.  Bezeichnet  dum 
r^  die  Länge  des  Lotes  von  1  auf 
ä),  so  findet  man  fUr  den  Funkt  2 
des  Balkens  AB  das  von  den  Stäben 
s,  und  s.  herrührende  Gewicht: 


Fig.  202. 


,  =_Ei£L. 


(3) 


.1»?» 


t\ 


Vi^i 


,-    femer: 


Beim  Ständerfackwerk  in  Fig.  203  geben  wir  zwei  lotre»dit  über- 
einandergelegenen  Knotenpunkten  dieselbe  Ordnungsziffer  und  bezeichnen 
die  lotrechten  Abstände  der  Knotenpunkte  von  der  Schlußlinie  mit 

y„  für  den  unteren  Knoten  m  und  mit 

«_,    „      „    oberen        „       m. 


•)  Infolge   von  Kürzungen  wird   die  Bnheit  der  tm  und  w„  später  saweilm 
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§  7.  Der  Bogen  mit  z 

Femer  nennen  wir: 
A_  die  lotrechte  Trägerhöhe 
in  m, 
p«,  Y«  den  Neigungswinkel  des 
ra""  Stabes  der  oberen 


Gurtung  gegen  die  Wage- 
rechte, 
i.  die     Weite     des    m**" 
Feldes, 

f„  den  Qaerschnitt  des  ni*™ 
Obergurts  tabes, 

F,„  den  Querschnitt  des  m^™ 
Unteigurtstabes, 


I        1"^     |t       1*^ 


und  erhalten  für  deu  oberen  Knotenpunkt  m,  welchem  der  {m  -\-  1)'* 
Stab  der  onteren  Gurtung  gegenüberliegt,  (aus  Gleich.  (1)  nach  einfacher 
Umformung): 

^, 

während  dem  unteren  Knoten  m  entspricht: 

Durch  Zusammenfassung  der  in  dieselbe  Lotrechte  fallenden  Ge- 
-mf^ie  w  ergibt  sich: 


'.  =  ;^r  (  »--^  '«=*  ^-  :fe  +  y-'^*'  ^'  T" .  jt^t;,) 


Bildet  der  Ständer  bei  m,  Fig.  204,  die  Grenze  zwischen  den  links- 
nnd  recbtssteigenden  Diagonalen,  so  liegen  dem  Knoten  m  zwei  Ober- 
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gortstSbe  gegenüber  und  man  erhält; 

(ö)  «'-  =  ^(>,8ec'ß,-y^  +  X,^,sec'ß,^..  ^    °     );    s.  =  j/„«'.. 

!Bbenso  ergibt  sich  für  den  Fall  in  Fig.  205: 
(6)  w.  =  |=;-()L.Bec»Tf.jr^+^.+  ,sec«Tf,+.-ji.^  );   «„  =  &-.«'-. 

liegt  die  Lotrechte  durch  einen  Knoten  r  rechts  von  r  +  1  (oder  links  von 
r  —  1)  —  vei^l.  Fig.  99  auf  Seite  113  —,  so  ist  bei  der  zeichnerischen  Bestimmung 
der  Momente  ^  zu  beachten,  daß  die  Gewichte  in  der  Keiheniolge  «V— ii  «V,  Vp+i 
durch  das  Seilpolygon  verbunden   werden  müssen.     Will   man  rechnen,   so  verteile 

man  im  FaJIe  -i- — -  angreifender  Belastung  sämtliche  Gewichte  ic  auf  die  

unten  unteren 

Knotenpunkte.    Aul  die  Punkte  r  —  1  imd  r  +  1  würden  z.  B.  bei  Zerlegung  von  w, 

die  Anteile;  —  u-,  ---  '^ und  -f-  <*,  (l  —  t — "^ 1  kommen.    Dieses  Terfahrvn 

ist  Euweilen  auch  diuin  zu  empfehlen,  wenn  r  zniRchen  r  —  1  und  r  -{- 1  li^L 

78.  Einfloß  der  Temperator.  Wächst  die  bei  der  Aufstellung  des 
Bogens  hetrschende  Temperatur  überall  uni  den  gleichen  Betrag  t,  so 
ändert  sich  der  Horizontalschub  um 

._,         „       tEtlF.  sec'  g 
(7)        H.  =  -~-^^^ 

Meistens  genügt  ee,  mit  (5=^36°  Gels,  zu  rechnen.  Dann  ist 
für  Schmiedeeisen  und  Stahl  (mit  «E^2i{f  für  das  qm): 

(8)        fl;  =  ±8400^5_ 

worin  die  Abmessungen  in  Metern  einzuführen  sind. 

Die  Formel  (7)  folgt  aas  Gleich.  (V),   Seite  169-     Danach  igt  B,  =  ^J^ 

=  - — ^ Wendet  man  mm  das  Gesetz  der  virtueUen  Tetsohiebungen  oof 

den  Zustand  H=  —  1  an,  und  führt  als  mögliche  Formändernngett  die  Ändemngsn 
As^ttt  der  Stabläugen  ein,  femer  die  ihnen  entsprechende  Änderung  tf/seoa  der 
Weite  iB=isecB,  so  erhält  nnn:  1  sec  «-t(sef!(i  =  i;S'i(s  und  gelangt  zur 
Formel  (7). 

7».  Der  Siohelträger,  Fig.  206.  Bei  der  Ermittlung  der  if-Linie 
sichelförmiger  Träger  empfiehlt  sich  die  Annahme  eines  überall  gleichen 
Gnrtquerschnitts.  Man  verstehe  dann  unter  F.  den  Mittelwert  aller 
F,  und  F,  und  setze  die  in  den  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  auftretenden 
Querschnittsverhältnisse  =:  1.  Haben  alle  Felder  gleiche  (oder  annähernd 
gleiche)  "Weite,  so  weichen  bei  nicht  zu  großer  Pfeilhöhe  aach  die 
Längen  der  Gurtstäbe  wenig  voneinander  ab,  und  es  ist  dann  ratsam, 
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für  s^  -=^  einen  festen  Mittelwert  einzuführen  und  sämtliche  w  und  z 

durch  diesen  Wert  zu  dividieren.     Man  setze  also  z.  B.  für  den  in 
Rg.  206  dar^esteUten  TrSger 

(9)       "'-=;'■;-.  »-=»-«'-. 

berechne  dann  aber  ^  mittels  der  Formel: 

(10)     a^^^n- 

ZdMenbeixpiete.  I-  IKe  Enotenpnnkte  der  Oortimgen  des  in  Fig.  206  ab- 
gebildeten Sichalträgers  liegen  in  Parabeln  Von  4,0  besieh.  2,&*'  PfeUhöhe.  Die  Btutz- 
weite  ist  ^  SO*! ,  die  Feldweits  ^  2" .  Die  Ordinalen  y,  Strecken  r,  Gewichte  te  und 
GröSen  x  änd  in  der  folgenden  Tabelle  angegeben.  Für  tc,  bis  lo,,  und  «,  bis  «,« 
gelten  die  Oläch.  (9),  während  Ki  und  x,  nach  den  Gleich.  (5)  z  ~ 
Der  erste  üntergnrtstab  ist  als  halber  Stab  behanddt  worden. 


. 

y- 

'- 

'-=^ 

«-=y-w- 

0^75 

030 

_ 

_ 

1,440 

032 

6,38 

7,67 

0,475        1     0,72  _,„,,„, 

1,276 

0,63 

3,21 

4,10 

2,&€0 

0,94 

2,90 

7,42 

0,476'    ^    1    0,72-       „^ 
*!  =  ■«  «aT  +  ^  77S5r  =  1130 

1376 

1,01 

1,84 

3,46 

33» 

136 

2,12 

7,11 

^      0,20»       2  0,22» 

2376 

1,29 

137 

3,11 

3340 

1,46 

1,83 

7,01 

Uth 

1,44 

1,19 

2,96 

10 

4300 

1385 

1,72 

638 

St,=  S'S«  +  X,-,  =  2  ■  63,82  -J-  6,88  =  114,62. 


Yät  den  mit  den  Gewichten  vi  betasteten  Balten  Jl^  wurden  jetzt  von  der 

Kitte  ans  die  Qaerkilfte  naoh  der  Formel  Q„  =  0.+ 1  -|-  w.  berechnet,  biaraof  die 


Komente  Mm  =  M.-i  +  ^«V  und   schließlich  die  Ordinatem  Ä,  = 


-*-)  der 


^liuie.  Wegen  ^  =  1  ist  iC>  =  if_.,-|-  Q_.  "WMre  X'  nicht  =1,  aber  konstant, 
»  wönle  man  trotzdem  3l'  ^  1  setzen,  dafür  aber  2»«  durch  X'  dividieren.  Wir 
whreiben  den  Tollstilndigen  Ansatz  der  Rechnung  hin. 


•)  Streng  genommen  wäre  X  durch  den  iCttelwert  von  (s»  -=^1  za   ersetzen, 

dodi  erwige  man  die  Schwierigkeit,  t  zutreffend  eu  schätzen  und  rechne  daher  so 
anfaoh  wie  möglich.  Ans  diesem  Grunde  wird  man  auch,  falls  s  klein  ist,  sec*  et  ^  1 
setzen. 

**)  Die  Ordinate  des  lotrecht  über  1  gelegenen  Ponktes  1'  der  oberen  Onrtung 
ist  =  0,72  and  das  Lot  von  1'  auf  die  Verlängerung  des  ersten  Untergurtstahea  =;  0,22. 
***)  Bei  den  M^  und  9«  haben  wir  den  Zeiger  w  hier  for^elassen. 
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+    1,19 

II  +11 

Qi 

H»  = 

eaei 

114752 

*-=?ä 

Jf, 

=    76,93" 
12,11 

E.= 

88,04 

<^=iS 

M, 

9,21 

114,52 

1,84 

ft=  9,21 

2,90 

=   97,26 
737 

=  104,62 
6,26 

H,- 

104,62 
"114,52 

=  109,87 
3,88 

=  113,75 
2,05 

B,= 

118,76 
114,52 

«,  =  20,66 
19,31 

Ä, 

=  11530 
0,86 

ff,.= 

116,66 

9,  =39,96 

3f„ 

=  116,66 

114,52 

i^'  ia"  g.g* 


Flg.  206. 


Die  gleichförmig  angenommene  ständige  Belastang  sei  jr^l,46'  t,  d.  m,  also 
für  ein  Feld;  g\  =  %,%Ü'\  sie  erzeugt: 

ff,  =  ffX  |2  ( /A  +  J3i  +  Ä".  +  ^.t  +  ^n)  =  2,90  -  7,48  =  21,6'. 
Yiü  vom  reichten  Auflager  bia  zum  Quertrtger  12  vorgeschobener  Ijotening 
(mit  den  in  der  Fig.  angegebenen  Achtend  rücken  und  Gadst&nden)  ruft  hervor: 
Ä^=SPii  =  S9,0'. 
Der  Eioflufl  einer  gleichmäßigen  Temperaturerliöhiiiin:  lua  (:=35*  C.  ist  nach 
Oleich.  (10): 

240  ■  20  ■  F. 


fl,=  - 


■  35  =  733  F., 


2,0  ■  114,5; 
wobei  F,  den  mittleren  Ourtquerschsitt  in  ipn  bedeutet 
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II.  In  neuerer  Zeit  sind  mehrfach  Sichelträger  von  bedeutender  Reilhöhe  aus- 
geführt worden,  z.  B.  für  die  Douro-Brücte  bei  Porto  und  den  Garabit -Viadukt 
Ee  iBt  hier  zulässig,  die  AVeite  ym ,  »m  und  ^m  zur  Yereinfachung  der  fiachcuug  auf 
eine  durch  die  Mitten  der  Höhen  ^  geführte  Bogenachse  zu  beziehen  und,  mit  Hin- 
ireis  auf  Figur  307,  die  Gleichungen  (4) 
zu  ersetzen  durch  j\~ 

21/«    e-*    F.  ~* 


'  ft-' 


F„' 


Kürzt  man  sämtliche  a  durch  2,  und 
nimmt  man  für  Fm  einen  testen  Mittel- 
wert F,  an,  so  erhält  man: 


'"'  "■—■».•■».•" — »— 

und  für  den  Einfluß  von  t'. 

Wir  wenden  die  Formeln  (11)  und 
(12)  auf  die  Berechnung  des  Horizontal- 
schubes der  Eisenbahnbrücke  über  den  Dmm 
Qilfte  des  sichelförmigen  Bogenträgers  dar. 

fc -- St^- 


bei  Porfo  an.  ■.  Figur  208  ateilt  die 
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Die  folgende  Tabelle  gibt  an: 

die  in  den  Mitten  der  Felder  gemeeeenen  lotrechten  Höhen  A«, 

die  langen  a«  der  VetbindungBliniea   der  Mittelpunkte  der  anfeinaader- 

folgenden  Vertikalen, 
die  Ordinaten  der  Mittelpunkte  der  Strecken  »m, 
die  Feldweiten  1. ,  Gewichte  icm  nnd  "Werte  z« . 


ffi 

9- 

-- 

A. 

X. 

««=y„tt. 

1 

3,20 

8,61 

2,17 

6,60 

13« 

42,74 

933 

8,07 

5,19 

6,56 

5,91 

66,14 

15,06 

8,17 

6,79 

6,96 

6,03 

76,76 

4 

20,61 

8,62 

8,02 

6,65 

4^64 

»ö,66 

& 

24,45 

3,72 

8,64 

3,00 

1,87 

46,70 

6 

28,23 

10,01 

9,01 

8,46 

4,88 

137,90 

7 

33,16 

10,14 

9,38 

9,10 

4,74 

167,26 

8 

37,13 

1031 

9,63 

9,70 

4,66 

173,16 

9 

40,09 

10,68 

9,80 

10,40 

4,71 

188,98 

10 

41,90 

10,47 

9,89 

10,40 

4,66 

11 

42,60 

10,40 

993 

10,40 

448 

190,61 

St,.=  2S«„ -f  t,,  =  2  .  1162,66  +  190,51  =  2616,83. 


«I 

Qtterkrafte 

n. 

Momente 

^-"ITieTK 

11 

ft,  =  ^„  +  "'„=  6,79 

1 

A(;  =  0,2,8  =158,42 

0^063 

10 

2 

At  =  M,  +  0, 6,58  =  399,65 

^  =  3t  4-  0, 5,74  =  61336 

M=  817,29 

0,169 

9 

ft=C„  +  «.  =11,60 

a 

0,244 

H 

0  =  16,16 

4 

0326 

7 

30,90 

6 

950,84 

0378 

H 

25,78 

6 

1098,56 

0,437 

ft 

27,65 

V 

I28130 

4 

32,29 

K 

,t 

3732 

9 

1549,33 

0,615 

2 

43,23 

10 

1619,95 

0,644 

1 

56,68 

11 

1643,24 

0,653 

Nach  Aufzeiclmung  der  EinÜufilinie  für  R  mißt  man,  entspnchend  den  A&- 
griffsponkten  C,  D,  E,  F  der  Fahrbahnbelastung,  die  Ordinaten 

0,378  0392  0,630  0,649, 

iriUirend  Seyrig  in  seiner  Veröffentlichung:  /*  pont  aur  le  Doaro  ä  Pbrto  (Fans 
1878)  auf  Seite  31  nutlels  einer  wesentlich  mnständLcheren  Berechnung  der  "Wert» 

0,370  0392  0.637  0,650 

findet.  Die  Abweichungen  beider  Ergebnisse  sind  ganz  unwesentlich.  Bei  gliiz- 
lioher  Belastung  der  Brücke  werden  in  den  Punkten  C,  D,  E,  F  «if  den  Bogen 
Butens  der  Verkehrslaat  die  senkrechten  Drücke  1263'i  62,4';  47,0';  403'  (vei^ 
die  angezogene  Quelle,  Seite  34)  ausgeübt  Dieselben  erzeugen  —  nach  unserer 
Berechnung  — 

ir=  2  [1263  ■  0378  +  62,4  ■  0392  +  47,0  •  0330  +  403  •  0,649]  =  28138'. 
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Seyrig  findet  2S0,62'.  Es  ist  dies  die  i^umme  der  Horizonlalschübe  der  beiden  das 
Gleis  stützenden  Bugenträgei-. 

Bei  Bei-echnung  von  //,  darf  der  mittlere  Querschnitt  der  einen  (jurtung  eines 
Eogens  F, = 0,0060  9/n   gesetzt   werden   (ver^.    die  QueUe,   Seite  26,   Mittelwert 
von  ^w,)  und  es  folgt  dann  für  (  =  30°  für  jeden  Bogenträger: 
tEtlF,        240 -30. 160- 0,0560  „.„„o. 
*' -    2 2ir ~  2^251553  "  ^'"'^  ' 

Dabei  ist  ^=^2000000*»  für  den  5cm  angenommen  wordön.  Setzt  man,  wie 
dies  bei  der  Berechnung  der  Donro-Briicke  gesoheben  ist.  £=1600000,  so  erhält 
man  Ä  =  H  12,82  =  10,26',  während  Si^ig  (Seite  11)  den  Wert  if,  =  J.  17,74 
=  8,87'  findet,. 

Es  ist  hier  hervorzuheben,  daß  bei  Ternaohlässigung  der  Formänderung  der 
.  Gilturstäbe  dei'  aus  SS'*  -j.g-  hervorgegangene  Wert  Ss  stet«  ein  größeres  H,  üefei-t, 

da  in  jener  Somme  nur  <Iie  Quadrate  von  S'  auftreten,  da£  es  aber  bei  der  groÜen 
Unsicherheit,  in  welcher  man  sich  bezüglich  der  anzunehmenden  Temperaturänderung  ( 
befindet,  nur  zu  empfehlen  ist,  H,  reichlich  groß  zu  rechnen. 

80.    Formel    fttr    des    HoriEont&lBobnb    p&rabaUOrmiger   Sioheltiikger. 

Liefjen  die  Knotenpunkte  beider  Gurtungen  in  Parabeln,  so  läßt  sich  für  IT  ein  ein- 
facher  Ausdruck  herleiten,  welcher 
.sehr  zuverlässige  Ergebnisse  liefert. 
Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  un- 
endlich kleine  Felder  an,  und  ersetzen 
die  nach  Gleichung  (9)  KU  berechnenden 
Einzelgewichte  w  durch  eine  stetige 
Belastung,  welche  dem  Gesetze  folgt; 

Die  Bezeichnungen  sind  aus  der 
Fig.  209  eisichüicb.  Die  Kämpfer 
fiind  in  derselben  Wagerechten  ge- 
dacht Das  erst»?  Glied  entspricht 
dem  Teilchen  du  der  oberen  Gurtung 
und  ergibt  sich  durch  Einführung  von 
r.  (d.  i.  Abstand  des  Punktes  u  von  der  Tangente  in  o] 
steht  das  «weite  (Jlied.     Die  Summe:  1x„  ist 


isß.  lind  ebenso  ent- 


-U-f  und  f/o :  A  =  /i  : /;    Führt  man  e 


so   erhält  I 
Ziehung: 


,  nach  Ausfüiimüg  der  Integration   und    nach   gehöriger  Zus 
esltu,  QrBpbische  Statik.   II.  1.  14 
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s»=  äJ/T  [3i*{r.'+/.')+32/;v.»]- 

Bie  DifferentJAlgleichaog  der  Uamentenlinie  (3/_)  lautet,  da  diese  Linie  dm  mit 
der  I'olweite  1  gezeichnete  Seilpolygon  der  Belaatungsflfiche  ist: 

(13)  -rf(tg9)  =  i.dx,    oder   -^^  =  -,r, 

wo  9  den  Neigungswinkel  des  auf  eine  wagerecbte  SchluBlinie  bezogenen  Seilpolygons 
bedeutet.    Denn  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  müssen  auf  einer  Lotrechten 
im  Abstände  1  von  der!  Stelle  {jc)  das  Distteilchen  tedx  abschneidm. 
^ird  nun  die  Differentialgleichung 


[d^ 


-HHi{'+'^r.r.)-,-^-^^] 


integriert,   und   werden  die   beiden  Konstanten   mittels  der  Bedingungen 
it 

1^0  und  j-  ^  (  muß  liefern  M^  ^  0 
(deren  eine  auch  durch  die  Fordei-ung  ersetzt  werden  darf,  daß  für  x^\l  der 
Wert  —j —  =  0  werden  muß),  so  ergibt  sich: 


=  '-;;'-[|('-+«^4(t'-«-7 


i) 


Für  eine  in  den  Abständen  n  wnd  b  von  ji  bezw.  S  gelegene  Last  P  erhält 
1  jetst  (nacb  der  Forme!  n=P^  =  r  ^-^■■ 


SPIIf,  +  f.1\ff^-Kf,f.)t,i-f.f.^] 


:,=  [(yl«g.n 


log.  nat. 


1)^ 


l     l 


Zur  Erleiohteriing  der  Benutzung  dieser  Formel  diene  die  folgende  Tabelle, 
welche  gestattet,  zwischen  Kampfer  und  Scheitel  10  Punlrte  der  .H-Linie  schnell 
festzul^^.  Im  allgemeinen  wird  man  diese  Punkte  durch  eine  knunme  linie 
verbinden  und  in  diese  ein  Polygon  l)eschreil>en ,  dessen  Ecken  den  QuertrSgem 
entsprechen. 


^ 

^ 

/ 

0. 

/ 

o. 

". 

0.05 

0,0496 

0.38 

0.30 

0,1527 

1,68 

0.10 

0,0813 

0,72 

0,35 

0.1619 

i;82 

0.15 

0.1057 

1,02 

0.40 

0.1683 

0.20 

0.1251 

1.28 

0.45 

0,1720 

1,98 

0.25 

0.1406 

1.50 

0.50 

0.1733 

2.00 

Für  den  in  Figur  206  dargestellten  pai-abolischen  S. 
/■.  =  2,6-;   1  =  20-,  mithin 
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und  man  erhält  demnach  für  y  =  0,1    0,2    0,3    0,4    0,5  die  Werte 

H=  0,50  0,75  0,89  0,97  1,01, 

weiche  sith  von  den  vorhin  berechneten: 

H=  0,53  0,77  0,91  0.99  1,02 

nur  unwesentlich  untei^cheiden. 

Für    den    von    Temperotuitlnderangen    parabelfoimiger    Bögen    herrührenden 
Horizontalschub   Hi   findet  man,  indem   man   in  Gleichung  (10)   den  Wert  IS%« 

durch    /(^",  SB.;' ß  +  ^°- sec«  T  j  rfx  ersetzt,  die  einfache  Fonnel: 

(15)       «='^^.'ä7,-^!(^27?73f 

niid  beispiebweise  für  den  Bogenträger  in  Fig.  206  (mit  e£^240',   f  =  3Ö°): 
Vorhin  ergab  sich  der  hiervon  nur  wenig  verschiedene  Wert  H,^133F,. 

81.  Bogenträger  mit  fost  wagereehter  oberer  GartnBg.  Zu  den 
am  häufigsten  ausgeführten  Arten  von  Bogentragern  gehört  der  in 
Figur  210  dargestellte  Träger 
mit  annähernd  oder  genau 
wagerechter  oberer  Gurtung. 
Meistens  wird  die  Höhe  im 
Scheitel   sehr  klein  gewählt, 

und  es  stellt  sich  dann  heraus,  Fig.  210. 

daß    die    Quei-schnittsverhält- 

nisse  der  dem  Scheitel  zunächst  gelegenen  Gurtstäbe  von  wesentlichem 
Einfluß  auf  die  Ergebnisse  sind.  Die  Gewichte  w  der  Knoten  in  der 
Kähe  der  Auflager  spielen  eine  untergeordnete  Kolle.  Wir  empfehlen 
bei  Berechnung  der  Ä-Linie  folgende  Annahmen: 

Man  benutze  die  Gleichungen  (4),  ersetze  die  veränderlichen  Glieder 

sec>ß_-  —  und8ec*Y-+i^— ^—  durch  die  festen  Werte  '  bezw. 
-^,  nehme  die  willkürliclie  Querschnittsfläche  1',  =  i^o  an  und  kürze 

die  u-  und  x  durch  die  (konstant  gedachte)  Feldweite  X.  Man  erhält 
dann: 

(16)     -.  =  (,..  +  i,..^)-i  und  .•.=  (»..■  +  »..>  1;)^, 

WO  für  F, :  F.  das  Verhältnis  der  Quereclmitte  der  oberen  und  unteren 
Gurtung  in  der  Nähe  des  Scheitels  einzusetzen  ist 
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Für  den  KnoteDpimkt  0  und  für  den  Scheitel  s  bat  man  bezw. 
zu  setzen: 

F.     1  F. 

"■=  F.-K'  --=-f: 


(17) 
(18) 


= l^  X '  -■• = ^  i-  <'"'«'■  ^°""'  *'■ 


Der  Einfluß  einer  Temperaturäuderiuig  ist: 

(19)  "■=-!ä"- 


ZaiMetibeiapiel,  I.  Für  dea  Echmiedeeisemen  Bogentiäger  in  Fig.  Sil 
erhält  man  mit  F,:F^  =  \  (ein  Querechnittsverhältnis,  für  wejohes  der  Verfasser  in 
einer  ganzen  Reihe  von  Fällen  recht  befriedigencle  Ei^bnisse  erzielt  hat): 


0,9  +  3,0 


_  1,6  +  3,0 
"'  1,4' 

ebenso  »c,  =  6,30 ;    w.  =  16,00 
2. 2,5 


achlieQlich  u,  = 


0,5» 


-  =  20,00 


»,= 


=  16,566-,  *,  =  41,000 
_  2  ■  2,6' 


Sa.  =  66,678 


0,6" 


=  50,00 


St.  =  2  •  66,678  +  60,000  =  183,356, 
Die  Momente   des  mit  den  Gewkhtea  to  belasteten  Balteos  A'B"  sind,  wenn 
e  Feldweite  X  =  1  gesetzt  wird ; 

Jf,  =  34,53;    ,1^=68,18;    Jf,^99,48;    X  =  124,48;    Ja;  =  134,48. 


Der   durch  X  dividiert«  Wert  2t«  ist 
sich  daher: 

ebenso  fl,  =  1,09;    .^  =  1,36;    ^»=1,47. 


183,366 


2,0 


8,18 


-^91,678,   und 
=  0,74; 


e^bt 
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die  Belastang  eine» 


Ist  die  ständige   Belastung  g 
Knotens:  , 

j7l  =  l,45-2,0^2,9*. 
Der  HorizonteJschub  infolge  des  Eigengewichtes  beträgt  dann: 

H,=g\[2  (fli  +  ^  +  ^  +  fl.)  +  fl,]  =  2,9 . 8,61  =  25,0'. 
Der  EinilnS  einer  Temperaturändening  um  f:=3ö*  ist: 
_       tEilF.         240.35.20./'.       ,„„„,,. 
^'  =  ^S^-=      2,0-188356      ='^^'  («bgerondet). 
U.     'Will  man   die   Uutersuchnng  für  verachiedene   Qnersobnittsverhältnisse 
Ft :  JC   durchführen,    so    berechne    man    (unter    der    Voraussetzong;    1^1)    die 

Uomeate  Mm    infolge  der  Gewichte:  ir„'  =  ^~  and  die  Momente  iUT  infolge  der 
itm'^  -ß^,   und  bestimme  Hm  mittels  der  Formel: 


iC 


Jür  den  Scheitel  ist  te,' : 


ß  und  «■."  =  0 
tEllFt 


m 

W 

w-" 

*' 

'■' 

«.- 

älm" 

0 

0 

1,000 

1 

0,30 

0,68 

0,184 

2,041 

20,29 

14,24 

7.i- 

=  96,868 

« 

0^ 

1,63 

1,306 

4,592 

4038 

27,80 

•A 

2,60 

3,70 

5,444 

11,111 

59,66 

39,83 

■s»' 

=  87,488 

4 

6,67 

833 

16,000 

26,000 

7632 

48,16 

b 

au,ou 

0 

50,000 

0 

8632 

48,16 

Die  nach  Gleichung  (20)  berechneten  Werte  Um  sind  für  versohiedene  Ter- 
b&ltnisse  F,:Fa  in  der  folgenden  Tabelle  zuBammengestellt  worden. 


-  I  ».' 

0.8 

0,9 

.,0 

1,1 

1,2 

1 

039 

039 

0,38 

OÄ 

0,87 

037 

2 

0,77 

0,76 

0,75 

0,74 

0,73 

0,73 

3 

1,13 

1.11 

1,09 

1,07 

1,0« 

4 

1.42 

1,3« 

134 

132 

ö 

1,56 

1,62 

1.49 

1,44 

1,42 

Der  Hnflufl  von  (  =  35"  C.  wird  der  Reihe  nach  (abgerundet): 

fli  =  640F,;     610n-,     480F.;     460F.;     440F,;     410F.. 
In  dej'  Nähe  des  Scheitels  weichen  also  die  ,£F-Iinien  wesentlich  voneinander 
ab.    Den  Einfluß   dieser  Unterschiede   auf   die  Spannträtte  werden  wir  BpSter  be- 
sprechen.   Vergl.  Nr.  86. 
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t/m^i^-'- 


H,= 


82.  Bogeatritger  tob  oahazn  nsTer&nderllaher  Höhs.  Die  in  den 
Figarea  212  und  213  dargestellten  Bogenträger  mit  annähernd  kon- 
Btantem  r_,  ivelcbe  häufig  der  Kürae  wegen  ParaUeUräger  genannt 
werden,  sind  meistens  so  gebildet,  daß  die  oberen  und  unt^u  Knoten- 
punkte in  Kreisbögen  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte  liegen.  Be- 
deutet dann  k  den  Cnteischied 
der  beiden  Kreishalbmesser,  so 
darf  man  r_  durch  h  ersetzen 
und,  bei  gleichen  (oder  an- 
nähernd gleichen)  Feld^veiten. 
die  Formeln 

Man  vergl.  die  Begründung  von  (9)  und  (10).  Kürzt  man 
alle  w  und  x  durch  1 :  A„*  und  nimmt  einen  überall  gleichen  Gurt- 
qneischnitt  an,  so  erhält  man  sehr  einfach: 

(22)  u:  =  y.;   ,.  =  ,..,    3.=  '-^',. 

In  den  Formeln  für  R,  bedeutet  F,  einen  mittleren  Gurtquerschnitt 
Die  Gleichungen  (22)  liefern  auch  dann  noch  brauchbare  "Werte, 
wenn  die  Trägerhöhe  h  sich  vom  Scheitel  nach  dem  Kämpfer  hin  etwas 
ändert  In  den  Ausdruck  für  H,  muß  dann  ein  Mittelwert  h  einge- 
setzt werden. 

Will  man  für  die  obere  und  untere  Gurtong  verschiedene  mittlere 
Querschnitte  F,  und  F,  einführen,  so  wähle  man  F.  =  F,  tind  setze 
für  einen  Knoten  m  der  unteien  und  einen  Knoten  k  der  oberen 
Gurtuug  beziehungsweise: 

F,  .  F, 


(23) 


'  und  ■: 


Für  I'arabdbägen  latwen  sich  die  gewonnenen  Ergebnisse  noch  erheblich  Ter- 
einfachen.    Dazu  nehmen  wir  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  214  an,  ea  folgen  (üe  Gvr- 

tungen  den  Gesetzen: 

y„^y-\-ht  bezw.  yu=^y  —  h,, 
wobei 

die  Oleiohung  einer  Parabel  von  der  Pfeilhöhe  f  ist.    Sodann  ersatxen  wir  ^hntich 
wie  in  Nr.  80)  die  Einzella&ten  tr  durch  eine  stetig  Belastung,  welche  an  der  Stelle 
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K  =  y.  +  y,-j^=y  —  K+(l/  +  h„')-~- 
h&i,  und  welcher  dann  die  Momentengleicliuiig 

entspricht.    Durch  iweimaMge  Integration  dieser  Beziehung  finden  wir 

.«.  =  J^  (il- - 2 i»? +  !•)  (l  +  ^r-) +  ♦('• -J;- -»-)»(' -'). 


«=/[(,-*.)-+(.+*.).i^]..=^S'  -i:^-' 


r  Temperaturändenang  l  hernUu'eiide  Wert  H  ist: 
zEFJhH     j    . 


(25) 


M 


Indem  wir  dann  üchlieSIich  r  durch  a  ei'setien,  erhalten  u 
Enzeltraft  P  auf  H: 


■  den  Einfluß  einer 


H=P 


M^ 


bP 


,,3P  KF,  —  h.F.-\ 


Die  nach  Gleichung  (26)  aufgetnigene  ^-Linie  weicht  so  wenig  von  einer 
Parabel  ab,  daß  der  Gedaäte  nahe  liegt,  sie  durch  eine  Parabel  zu  ersetien,  so 
zwar,  daß  beide  Ejnien  mit  der  Nultinie  gleich  große  l'lächen  einscUießen.  Die 
Bedingung  bierfüi  lautet: 

Z2l        P  f„   , 


nnd  lielert  für  Z  den  Wert; 
(27) 


'-  16/-  •'   ' 
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(28) 


f<F.+  F.)  +  1.26  (ft.F.  —  A.F,)  

f(F.  +  F.)  +  2.6  {h.F.  -  h.F.)  +  -'--  (*.■  F.  +  l,.-F.) 


'V 

Die  Gleichung  der  parabelförniigeu  JZ-Linie  ist; 

(29)  H--^^^,, 

sie  liefert  autk  für  floflie  Sreübögen  sehr  xiirfrläsaigf  Ergebnisse. 

Für  den  in  Fig.  212  dargwtellteii  Fall  ist  h,  =  li  «nd  ft,  =  0.    Man  findet: 

I_              /•(f.  +  F.)  +  1.25Af. 
/■(F.  +  F.)  +  2,5Af;  (l  +  0,75  j) 
jj^^ IbtEth-F.F. 
8;'[/-(F.+  rj+  2,5 AK  (1  +  0.75  A)] 

Setzt  man  einmal  F,  =  F.,  sudann  F,-=2F.,  so  erb^t  mao,  wenn  f=Hi 
ist,  v:=0,84  bezw,  ■(=:0,81  und  erkennt  hieraus,  dafi  das  Queisohnittsverhältnis 
F,:  F.  in  der  Kegel  keinen  wesentlichen  Einfluß  auf  H  haben  wird.  Mit  der  zu- 
laBsigen  Vereinfachung  F,  =  F,  gehen  die  Gleichungfii  (28)  für  den  Träger  in 
Fig.  312  über  in; 

f       _  8f+ö/i 


(31) 
Fig,  212. 


2;'[8/+2.5/<(4+3^)] 


wo  jetzt  F,  einen  Mittelwert  der  Queischnitle  F.  und  F,  bedeutet.*) 

Für  den  zweiten  «iehtiger  Sonderfall  in  Fig.  213  ej'gibt  sich  mit  F>  = 
(wegen  /i,  ^  A,  ^  ^  A) : 

IbsEth^F^i 


(32)  t  =  - p-fcT-  ""''  ^'•= 

Fig.  213.  1  +    " 


16/« 


"  32  /* 
Öer  Verfasser  empßelili  die  Antceiidiing  parabelfSrmigtr  H-Liaien  auf  daa 
Vergi.  des  Vertaasers;   Theorie  und  Berechnung  der  eisernen  Bogen- 
bröcken  (Berlin  1880)  Seite  34. 


b.  bmittlung  der  SpannkrSHe. 

83.  AUg^eine  Beziehangeii.  Nach  Bestimmung  des  Horizontal- 
schubes  H  läßt  sich  das  Ängriffsmoment  M^  für  den  Kaotenpnnkt  m 
(Fig.  198)  in  der  Form  darstellen: 

(33)         J/«  +  J/..  —  H'y.  cofi  a  =  M,„  —  Hy,, 
wo  M,^  den  Wert  des  Momentes  für  den  Fall  S^O  bedeutet,  d.  i. 
das  Angriffsmoineut  für  den  Knoten  m  eines  ein&chen  Balkens  AB. 
Durch   -tf«  aber    ist   die  Spannkraft    des    dem  Knoten  m  gegenüber- 

*)  Maßgebend  sind  bauptsächlirh  <lie  Quei'scbnitte  in  der  Nähe  des  ScheiteU. 
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liegenden  Gurtstabes  bestimmt     So  erhält  i 
und   U^  in  Kg.  198  die  Werte: 


,  fiu-  die  Gurtkräfte  0, 


0,= 


und  Ug  = 


Soll  die  Spannkraft  D  in  Fig.  215  aus  der  Momeut«ugleichung 
für  den  Schnittpunkt  i  der  Gurtk^ffe  U  und  0  ermittelt  -werden,  so 
findet  man: 

(34)        J/,  —  Dn  =  0,  wo  M,  =  M„  —  Ey, 
und  J/„(,  das  Angriffsmoment  der  links  vom  Schnitte  ( — t  wirksamen 
lotrechten  Kräfte  A  und  P  in  bezag  anf  den  Punkt  i  bedeutet,  während 
—  Hy,  den  Elnflnß  von  H'  angibt;  r,  ist  der  Hebelarm  von  Z>. 


Fig.  215. 


Kg.  216. 


Bei  Berechnung    der  Angriffsmomente  und   Spannkräfte    für   das 
Ständerfachwerk  (Fig.  216)  führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 
M^  =  Ängriffsmoment  für  den  oberen  Knotenpunkt  m 
MZ  =  T,  !7      71     unteren  „  m 

and  finden  dann: 

(36)        0.  =  -^^,    U.  =  +-,-''^^^^- 

Ä-COSß„  '      Ä.-1COSY, 


Die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstaben  kann  man  wie  vorhin  mittels 
der  durch  Forme!  (34)  dargestellten  Ritterschen  Momentengleichxmg 
bestimmen,  oder  auch  auf  die  folgende  Weise: 

Man  führt  durch  0„,  D^,  f7.  einen  lotrechten  Schnitt,  setzt  die 
Simune  der  links  vom  Schnitte  wirkenden  wagerecliten  Kräfte  =  0, 
erhält  dami  zunächst 

D„  cos  <p„  +  0.  cos  ß,  +  tr.  cos  Y>  +  H=% 
drückt   nun   0   und   U  mittels    Gleich.   (35)    aus    und    berücksichtigt 
schließlich,  daß 

Ml  =  Mz^Hh„ 
ist,  weil  sich  beim  Übergange  vom  unteren  zmn  oberen  Knoten  m 
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nur  der  Einfluß  von  H  auf  das  Sioment  ändeil     Man  gelangt  dann 
zu  der  übersichtlichen  Formelgruppe : 

^  ^     »  n         _  Ml     m:,  _  m:     3f:.. 

iJ,cos9.—   ^^  ^^^^   _    ^^  ^^^^  . 

Hiernach  ist  man  z.  B.  imstande,  mit  Hilfe  der  Einflußlinien  für 
die  Größen:  M' :  h  und  M°:h  sämtliche  Spannträfte  0,  U-,  D  za 
bestimmen. 

Auch  die  Spannkräfte  in  den  Ständern  la^ea  sich  durch  die  Mo- 
mente M"  und  M'  ausdrücken.  Greift  die  Belastung  oben  an,  auf 
welchen  Fall  wir  ims  hier  beschränken  wollen,  so  folgt  aus  dem  Gleich- 
gewicht der  am  unteren  Enotenpunkt«  m  angreifenden  Krfifte; 

^,4-  -D»  sin  ip_ -|-  f/.+iSiny.y,  —  (/_sin-f_  =  0, 
und  aus  dieser  Bedingung  erhält  man,  wenn  man  D„,  U^+t  und  ü. 
mittels  der  Gleichimgen  (36)  bestimmt  und  die  Beziehungen 

tg9-  +  *g'r-  =  -f^i"id  tg9.-j-tgf.+  ,=— =^ 

belastet,  die  einfache  Formel: 


I  /Af:,.     h^,  _M^\ 


>«    ^  A„_,     A'..,         A„  J 
Darin  bedeutet  Ä',_,  die  obere  der  Strecken, 
in  welche  A__,  durch  die  Terlängerung  des  Stabes 
U„+i  zerl^  wird. 

Auf  ähnliche  Weise  können  auch  die  Spann- 
kräfte D  des  Strebenfachwerks  dargestellt  werden. 
Man  denke  sich  die  punktierten  Ständer  ein- 
Fig.  217.  geschaltet,  Fig.  217,  und  findet: 

(        T,  M:.        M:.  ,        Mz        -3C-. 

)  Ä»  i'm-l  K  A--1 

I  T.  ^i-.       Ml.,        J/:_,        Ml., 

I>..,cos9„_,  =  -; —   =.      . . 

\  ^  A..,         A».,         A..,         A... 

Werden  in  jedem  Felde  zivei  sich  kreuzende  steife  Diagonalen 
angeordnet  (Fig.  218),  so  ist  die  genaue  Berechnnng  der  Spannkräfte 
eine  außerordentlich  mühsame  Arbeit,  weil  außer  H  noch  in  jedem 
Felde  eine  statisch  nicht  bestimmbare  Größe,  nämlich  die  Spaimkraft 
in  einer  der  beiden  Diagonalen,  auftritt  Wir  begnügen  uns  deshalb 
hier  mit  einem  Annäherungsverfahren.*) 

*)  Das  genauere  Yerfalireo  findet  »ich  in:  Müller -Breslau,  Theorie  imd 
Berechnung  der  eisernen  Bogenbrucken  (Berlin  1860),  Seite  72.    Eine  nachtrl^iah« 


(38) 
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Es  bedeuten:  D  die  Spannkraft,  d  die  lÄnge  und  F  den  Quer- 
schnitt der  linkssteigenden  und  D\  d',  F'  die  entsprechenden  Werte 
der  rechtssteigenden  Diagonale  irgendeines  Feldes,  femer  seien  für  die 
übrigen  Stfibl&ngen  und  die  Winkel  die  in  der  Fig.  219  angegebenen 
Bezeichnungen  gewählt  Auf  die  Änderung  Ay  der  Winkel  y  haben 
die  Längenänderungen  ^d  und  \d'  einen  herrorragenden  TJünfluR,  und 
es  sei  deshalb  aus  der  Gleichung 

rf'  =  «;  -j-  n\  —  25,71,  cos  f  i, 


Wl^ 


Rg.  218, 


Fig.  219. 


unter  Temachlässigung  von  i*,,  in,  die  Beziehung 

2dLd  =  2s,7i^  sinYiAfi 
gebildet  und  hieraus  (und  auf  ähnliche  Weise)  sei  erhalten: 

_     d\d  __d'\d'  dAd^  _     cTid^ 

^'"«.«isiu-r, '       *~s.niSiUY,'       *~a.«,sinTi'     ^*~ s.Ti^än  y^' 
Da  nun  die  Summe  der  Tiereckswinkel  Yh  Ys-  Ybi  f*  *i<2li  °*ch 
der  Formänderung  =  360°  ist,  so  ergibt  sieh  iifi  +  4Y»-i-Mj  +  iT*=0, 
und  hieraus  folgt  dann: 

=  _  d'ld'  "'^  ^"^  '^*  "*"  ^-"^  ^^  '^' 
sin  Y,  sm  Yj  sin  f,  sin  ■{^  ' 

oder,  da  der  Inhalt  des  Vierecks  sowohl  =  ^  («.w,  sin  Tg  -|-  s^i 

wie  auch  =^(«,«1  sin  y^ +  »-''1  sin-fi)  gesetzt  werden  darf, 

A</  d' 


BYl) 


Ad' 


Nach  Einführung  von  \d- 

D ( 

D'  ' 


d    sin  Yj  sin  y« 

Dd       .    _,       D'd'        ..^    .  , 
:  ^,^,  und  Ad  =  ^^,-  ei^bt  sich 


d  *    ^    sm  Yi  sm  Yb 
(/»    J"    sinYjSmYs 


schärfere  Berechnung,  die  allerdings  wesentlich  mühsamer  ist,  dürfte  meistens  nioht 
SU  eDtbehren  adn.  Hit  Rücksicht  hierauf  wt  die  Anurdnung^dus  Gitterwerks  nach 
Fig.  218  wenig  za  empfehlen. 
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und,  wenn  s,  ||  s.  ist,  wenn  also  sin  Yi  =  sin  fj  und  sin  f ,  :=  süi  y^  ist, 
(39)  .^,._-.-^—. 

Man  nehme  (wenigstens  bei  der  ersten  Berechnung)  F^F'  an, 
und  benutze  die  vorstehende  Gleichung  auch  dann,  wenn  «,  und  «,  nur 
annähernd  parallel  sind. 

Werden  nun,  vom  Kreuzungspunkte  J  der  Diagonalen  aus,  auf 
diesen  die  Strecken  JC  und  JF  (Big.  218)  so  angetragen,  daß  JC:  JE 
^d'*F:d*F'  ist,  und  wird  das  Farallelogramm  JF  gezeichnet,  so 
gibt  JF  die  Richtung  der  Mittelkraft  'S>  aus  den  Spannkräften  D  und 
jD'  an.  Sind  o  und  u  die  Schnittpunkte  der  Geraden  JF  mit  den 
Gurtongen,  femer  M,  und  M,  die  für  die  Punkte  o  und  «  berechneten 
Angriffsmoniente,  so  ergeben  sich  die  Spannkräfte  für  die  Gurtiingen: 

(40)         0  =  —-^'   und   U=+  ^^°  , 

wenn  r„  das  Lot  von  Punkt  o  auf  die  untere  Gurtung  luid  r.  das  Lot 
von  u  auf  die  obere  Gurtung  bedeutet 

Die  Spannkräfte  D  und  B'  werden  durch  Zerlegung  TOn  35  ge- 
funden, und  bei  Berechnung  Ton  35  verfiQirt  man  genau  so,  als  befände 
sich  in  dem  fraglichen  Felde  nur  eine  die  Punkte  o  und  ii  verbindende 
Diagonale. 

Behufs  Ermittlung  der  ff-Liuie  nach  Nr.  77  werden  den  Punkten 

0  und  u  die  Gewichte  u\  =  — "^  -^  und  w,  =  -^-  ^r  zugeschrieben, 

femer  die  Werte  x,^w,y,;  x.^u\y..  Die  Berechnung  von  H,  er- 
folgt dann  nach  Gleichung  (7).  In  der  Kegel  sind  die  in  "St.  82  au- 
geführten Vereinfachungen  u;  ^  y,  und  tv,  ^  y,  zulässig  oder  —  was 
noch  mehr  zu  empfehlen  Ist  —  die  Benutzung  der  parabelförmigen 
Ö-Linie. 

Zur  Bestimmung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte  bedient  nian 
sich  im  allgemeinen  am  zweckmäßigsten  der  Einflußlinien. 

84.  Elnflnßlinien  ßir  die  AngritEsmomflnte  und  Spumkräfte.  Die 
Einflußfläche  für  da«  Angrifbrnoment 

(41)        3/.  =  Jf.„  — ^,/.=  *,„(^^-ff) 

ergibt  sich  —  wenn  y„  als  Multiplikator  angesehen  wird*)  —  als  der 
Unterschied  der  iM,„ :  y ^-Fläche  imd  der  H-Fi&cbe.  Nach  An&eichnung 
der  H-Linie  A'  S'B'  (Eig.  220)  trage  man  auf  der  Lotrechten  durch  A 
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die  Strecke  ÄÄ'  =  1  — ^  ab ,*)  verbinde  Ä'  und  B'  durch  eine  Geiade, 

bestimme  auf  dieser  senkrecht  unter  m  den  Punkt  m  und  ziehe  Am. 
Die  schraffierte  Fläche  ist  dann  die  Einflußfläche  für  M**)\  sie  ge- 
stattet die  Berechnung  der  Grenzwerte  «J/„  und  ,j.3f_  in  der  Form: 
_  Jf.  =  [t  (2Pl  +  ff  (^- ^)  +  ^.) 

wobei  SPi),  SPi),  J"  und  J>'  die  auf  Seite  188  erklärte  Bedentung 
haben;  dort  ist  anch  gezeigt,  daß  man  im  Falle  gleicli  langer  Felder 
auch  setzen  darf: 

Fignr  220  setzt  voraus,  daß  in  der  oberen  Gurtimg  angehört  und 
die  Belastung  oben  angreift    Ist  m.  ein  Enoteii  der  unbelasteten  Gur- 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


tong  (Fig.  221),  so  beachte  man,  daß  jedem  Felde  F^F^  eine  gerade 
Einflußlinie  L^L^  entsprechen  muß. 

Durch  die  Momente  M^  sind  die  Spannkräfte  in  den  Gurtungen 
bestimmt 

Bei  Ünteraaoliiuig  eines  FfiUnngBStalMS  gehen  wir,  mit  Bezugnahme 
auf  Fig.  215,  von  der  für  jeden  Neigungswinkel  des  Stabes  gültigen 


I')  Die  zeichnerische  Bestiramang  v 


worden.    Der  Verfasser  zieht  die  Bereihniuig  vor, 

*•)  "Wäre  J'jI"^!'^:«,  so  wäre  das  Dreieck -l'm'S'  nach  Band  I, 
EiiiflußfläL-he  für  das  Moment  3/o_. 


der  Fig.  220  angedeutet 
134,  die 
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222  Erste  Äbtölong.    Zweiter  i.bscluiitt. 

Gleichuiig  Br,  =  +  Mi  aus  tmd  ermittelD  zunächst:  die  Einflußfläche 
für  M,^M.,  —  Hy,.    Nach  Aufzeichnung  der  fl"- Linie  machen  wir 

A'A"  =  1 ,  Fig.  222,  ziehen  die  Gerade  A"B',  bestimmen  auf  dieser 


Fig.  224. 


Fig.  225. 


senkrecht  unter  i  den  Punkt  t",  verbinden  /'  uud  A'  und  tragen  schließ- 
lich die  dem  Felde  F^F^  entsprechende  Gerade  LiL^  ein.  Fassen  wir 
jetzt  die  in  Fig.  222  schraffierte  Fläche  als  Einflußfläche  für  die  Spann- 
kraft D  auf,  so  ist  der  Multiplikator  derselben 


./Google 
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i  OelenkeD. 


Die  EünflaßfUchen  für  D  und  M,  habeu  gleiche  oder  eiitgegen- 
gesetzte  Torzeicheii,  je  nachdem  die  Spanntraft  D  in  Fig.  215  links 
oder  rechts  um  t  dreht  Bei  Feststellung  dieser  Vorzeichen  schlage 
man  zur  Vermeidung  von  Irrtümern  folgenden  W^  ein.  Man  nehme 
eine  rechts  von  F,  gelegene  Last  /•  an,  und  setze  zunächst  ff^O, 
betrachte  also  den  Trfiger  als  einfachen  Balken.    Am  linken  Auflager 

greift  dann  nur  A=P-j-  an,    und  man  erhält  aus  der  Gleichung 

Jx,— ßn  =  0  mit  P=l  den  Wert: 

T,         '       l     r,       "^       l     Vi 
wo  1^  die  unter  P  gemessene  Ordinate  der  Geraden  B'A"  bedeutet 
Fflr  den  Einfluß  von  i/'  =  ffseca  hat  man  nun:    Hyi-\- Dr,  =  (i, 
woraus  D^  —  (ifl',  weshalb  sich  im  ganzen 

D  =  (i(ig.  — fl) 
ei^bt,  woraus  für  den  vorliegenden  Fall  folgt:  daß  D  positiv  ist,  so 
lange  ■t\,'^ H  i$i.  Erwägt  man  übrigens,  daß  die  Gerade  B'A"  die 
mit  X, :  tft  multiplizierte  j4-Linie  ist,  so  braucht  man  zur  Entscheidung 
der  Votzeichenfrage  nur  den  Einfluß  von  A  und  H'  =  H  sec  a.  zu 
prüfen.  So  findet  man  in  dem  in  Fig.  223  dargestellten  Falle,  daß 
A  sowohl  wie  H  eine  Zugkraft  D  hervorbringen,  und  folgert  dann, 
daß  die  Ordinaten  der  Geröden  B'A"  zu  denjenigen  der  ff-TiJnie  zu 
fügen  sind,  and  daß  die  Einflußfläche  rechts  von  F,  positiv  ist  Auf 
dieselbe  Weise  prüfe  man  die  Figuren  224  und  226. 

Bislang  haben  wir  vorausgesetzt  daß  der  Punkt  i  auf  dem  Zeiehen- 
blatte  li^  Fällt  er  über  dasselbe  hinaus,  so  läßt  sich  der  zur  Fest- 
igung der  Geraden  B'A"  die- 
nende Wert  X, :  y„  sowie  der 
Multiplikator  (i  =  y^ :  r,  wie  folgt 
mnitteln.  Man  verlängere  die 
Gurtstäbe  0  und  ü"  (Rg.  226) 
und  ziehe  an  beUebiger  Stelle 
äne  Gerade  ST  parallel  zu  dem 
links  an  den  fraglichen  FüUungs- 
stabD  sich  anschließenden  Wand- 
^ede  FiF'.  Hierauf  lege  man 
durch  8  und  T  ParaDelen  zu 
APj  and  AF',  bestimme  deren 

Schnittpunkt  i,  und  messe  die  in  der  Fig.  226  mit  »i;,  i,  p,  bezeichneten 
Strecken,    p,  bedeutet  das  Lot  von  S  auf  den  Stab  D.    Jlan  erhält  dann: 


Fis.  226. 
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224  Ereto  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 

Der  Punkt  i  liegt  in  der  Geraden  Ai,,  was  bei  der  Vorzeächen- 
bestünmung  zu  beachten  ist 

Auf  ähnliche  Weise  ließe  sich  auch  die  von  der  Geraden  A'B" 

(Fig.  222)  auf  der  Lotrechten  durch  B  abgeschnittene  Strecke  1  •  -— 

ermitteln;  doch  ist  dies  nicht  nötig,  da  man  die  Gerade  A'B"  schnelle 
auf  andere  Weise  bestimmen  kann.  Man  muß  nur  daran  denken,  daß 
der  Geradenzug  A'L^L^B'  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  D  des 
einfachen  Balkens  ^iJ  ist 


Fig..  227- 


In  Fig.  227  ist  beispielsweise  die  ZJ-Fläehe  eines  rechtssteigenden 
Füllungsstabes  dargestellt  worden.  Punkt  i  liege  außerhalb  des  Blattes; 
daher  ivurde  x,:  y,^^:-rii  gefunden.  Die  Hilfslinien  zur  EnnitÜung 
von  t,  sind  meder  ausgelöscht  worden,  i.  ergab  sich  oberhalb  der  Ge- 
raden AB,   und  es  liegt  daher  auch  i  oberhalb  AB.    Die  Kräfte  A 

und  ir  ^=  Hsec  a.  ei'zeugen  in  T)  Drücke,  weshalb  A'A"^\—'-  nach 

oben    aufgetragen    \vurtle.*)     Zur  Festlegung  der  Geraden  igZ/j  und 
A'L^    wurden   zwei  Verfahren    angewandt,    erstens    die    Bestimmung 

')  Die  /T-LiniB  wollen  wir  stets  nadi  unten  liegend  zeichnen. 
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des  Xallpuntteü  X  auf  dem  im  1.  Baude,  S  30.  gezeigten  Wege, 
zweitens  durch  EniiitÜung  der  Strecke  L^T,  welche  die  Geraden 
B'A"  und  A'Ii"  auf  der  Senkrechten  durch  den  der  belasteten  Giir- 
tang  aDgehörendeD  Endpunkt  F^  des  Stabes  B  abschneidet  Wir 
wiesen  früher  das  Gesetz  nach:  Zerlegt  man  P=l  nach  den  Sich- 
tangen von  0  und  D  und  ist  die  zu  D  parallele  Seitenki'aft  =  [D],  so  ist 
ir,r=  [D],  vorausgesetzt,  daß  die  Einflußflache  den  Multiplikator  1 
hat*).  Da  nun  im  vorliegenden  Falle  ein  Multiplikator  (i  =:  -^  ein- 
geführt ist,  so  muß  P=  1  ersetzt  werden  durch       !=1— ^.    An  die 

iL  Vi 

Stelle  von  [i>]  tritt  jetzt  der  in  Fig.  227  gefundene  Wert  Z.  Die  zweite  Be- 
stimmnngKirt  der  Geraden  A'L^^  undL^L,  verdient  natürlich  den  Vorzug. 

Femer  ist  zu  beachten,  daß  die  Strecke  j4'>4":=l--      =  J), —^ 

ist,  wo  Dj  den  absoluten  Wert  der  von  einem  Stützenwiderstande 
j1  =  1  im  fraglichen  Wandgliede  erzeugten  Spannkraft  bedeutet,  und 

ebenso  läßt  sich  B'B"  =  Db  -^  aus  der  durch  B  =:  1  hervorgerufeneu 

Spannkraft  D,  berechnen,  während  schließlich  1  —  =  Dh  gleich  dem 

absoluten  Werte  der  Spannkraft  infolge  einer  in  A  angreifenden,  von 
Ä  nach  B  gerichteten  Belastung  1  sec  a  ist  Hiemach  kann  man  den 
Iiimeozug  A'LyL^B'  mit  Hilfe  von  zweien  der  drei  Strecken:  A'A" 
—  S^-.Ds,  B'B"  =  D„:D„  und  Z  bestimmen.**) 

Die  Benutzung  der  Spannkräfte  D^,  D^,  D„  liefert  wohl  die  über- 
sichtlichsten und  schärfsten  Zeichnungen,  vorausgesetzt,  daß  man  die 
geringe  Ifühe  nicht  scheut  diese  ATerte  durch  Rechnung  zu  bestimmen. 
Man  gehe  dann  von  den  Gleichungen  (36)  und  (38)  aus. 

Als  Beispk'l  sei  hier  die  Er- 
mittlung der  Vj,  Db,  Da  fiir  den  ,  I 

«if  S.  206  dw^esteiltea  SicheltrSger  ;  ^J "]  X- ^-^* 

milgefeilt;   denn   gerade   für  diese  !, ..,.,,      J,---nXii/iK     /] 

Träger  ist  das  fragliche  Verfahren  ..Jt^T^K  ^^i-—-^--^ 

liesonders   am  Platze.     Dm-ch  die  ,  £..1^^^^^'^     ''         *' 

unteren  Knoti?npiintte  1',  3',  6',  "•*  ,  ^J^^'^^'T)^  f\  l!s 

'' wnrden  senkrechte  Geraden  ..^^^''''^         ■      ;J 

fBiogen,  welche  die  otwre  Gurtung       Ä'-^^^^r- :l,.j'. '^Z'ä ~  ^ 

in  l.  3.  5,  7,  .  .  .  schneiden.'") 

Ans  den  Angriffsmomenten  .V„  M,,  Fig.  298. 

•t  TeT^I,  Band  I,  §  30. 

")  Terg'.  aneh  Band  I,  §  30;  dort  wurden  die  1)^  und  Bs  mit  B'  beiw.  D". 
biaeichnet. 

•**)  Der  bequemeren  Schreibweise  der  Momente  wegen  ist  die  Ber.eicbimng  der 
unteren  Knotenpunkte  anders  gewählt  wie  Itf  Fig.  206. 

Uflller-BreBlau.  Graphische  Stalik.    II.  1.  lö 
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Erste  Abteilung.    Zvmter  Abschnitt 
findet  man  dann  für  jeden  Belastungszustand  für  eine  linkssteigi^Dde 


Diagonale : 

-1/-       .tft,-, 
A-  A— 1 

nnd  für  eine  rechtssteigende  Diagonale: 


-Z>„c( 


«9,  =  -i-- 


Dmooa^ 


JM. 


1  für  den  Knoten  / 


3  man  z.  B.  für  D»  und  D^  die  Gleiphungen  erhält: 
Einfluß  von  A=l;  D,  cos  9,  =  -^ '^i- ;  I>t  im 9,  = 


„    N=U  2),  0089.  =  ^-- 


;A..,s9,  =  ^^ 


j. 

j.  • 

y» 

r^—l      x„ 

.- 

h„ 

A- 

A- 

1,0 

19,0 

0.245 

0,72 

4,082 

77,650 

2,938 

a,i) 

18,0 

0,565 

1,44 

3,640 

31,866 

2*49 

3,0 

■        17,0 

0,725 

2,00 

4,138 

23,448 

2,759 

4,0 

16,0 

0,980 

2,66 

4,061 

16,244 

2,599 

6,0 

16,0 

1,086 

2,m 

4,608 

13,826 

2,728 

Ö,U 

U,0 

1,285 

H.!« 

4,669 

10,896 

2,615 

7,0 

13,0 

H,(«l 

5,283 

9,811 

2,717 

H 

H,(l 

12,0 

H,H4 

5,461 

9 

9,n 

11,0 

1,445 

3,92 

6,228 

7,612 

2,713 

10 

10,0 

10,0 

1,525 

4,UÜ  1 

6,557 

6,557 

2,623 

.4  =  1 

5=1 

ff=l 

A 

00s  9,  = 

+  0,642 

+  45,692 

-0,390 

ih 

cos  9,  = 

+  0,598 

—  8,410 

—  0,210 

iU 

cos  9^  = 

+  0,077 

+   7,204 

—  0,160 

1>. 

cos  9,  = 

+  0,547 

-   2,419 

-0,129 

i>« 

cos  9a  = 

—  0,061 

+  2,930 

-0,113 

A 

+  0,614 

—   1,084 

—  0,102 

D. 

cos  9,  = 

—  0,178 

+   1,620 

—  0,096 

V, 

COS9,  = 

+  0,767 

—   0,579 

—  0,092 

A 

cos  9,,= 

-0329 

+   1,055 

—  0,090 

Mit  Hilfe  dieser  "Werte  lassen  sich  die  EinfluBlinien  für  die  Spannkräfte  D  oder 
»-as  xu-eckmäßiger  ist  —  für  die  iJ  cos  9  sehr  schnell  auftraigen.    Fig.  229b  zeigt 
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die  ZJj  CDS  (pj-FliicIie.  Die  EinflüsNe  von  A  und  H  haben  gleiche  Vo^eielien  und 
PS  wurde  daher  A'A" ^\--~c^-=\.Sö  auf  der  entgegengeielzten  Sdte  der  //- 
Fläche  abgetragen,  damit  sich  die  Einflüsse  von  Ä  und  H  summieren.  Die  Gerade 
A'B"  konnte  nicht  mittels  der  Strecke  B'B"=:  ,,^^^^.-^=16,08  festgelegt  weiden. 
da  dies  zu  viel  Hatz  erfordert  hiltte,  sondern  wurde  bestimmt  mit  Hilfe  von 
¥Li  =  -A;  ■  1638  =  5,06.  Der  Multiplikator  der  gezeichneten  EinflußflBchc  ist 
(1=0,096. 


f^ 

^ 

»a 

f 

rr 

fl 

ff-i 

h 

4f 

('«^ 

^^f^M- 

\.^XZ^>^. 

/■xsa 

i~^ 

k 

i       i 

<^i> 

■m' 

~~1 — i — j 

hr^ 

«;i 

\p  1 

?. 

(j- 

■i  '  ^TriTfi~Tr^ 

/] 

i 

'^i 

tiiril 

^Tiij 

^"^ 

\ 

i 

/ 

i 

IM 
S.lt 

^Vi^  wollen  an  der  vorliegenden  Figur  nooli  die  Berechnung  der  Spanntrtlfte 
iufolge  einer  gleichförmigen  Belastung  erläutera  und  nehmen  zu  diesem  Zwecke  eine 
ständige  BelH.stung  g  =  1,46'  f.  d.  m  der  Stützweite  und  eine  bewegliche  p  =  2,6'  an. 
Die  Knoteniasten  sind  dann:  yi  =  l,45 -2,0  =  2,9'  und  p)L  =  2,6- 2,0  =  5,2*.  TJm 
„^D,  zu  erhalten,  werden  die  Knoten  rechts  van  £>,  nur  mit  ni,  belastet,  die  Kjioten 
link.s  davon  mit  qX  =  {g-\-p)X  =  8,l'.     Man  mißt  nun: 

^  =  r«  +  ^  +  1.  =  7i92;    S  =  rte  +  >i,.+  Ti,,  +  ,h.  +  T|„  +  iQ„  =  9,10 
wnd  erhält: 

,^J,  i-.)s 9,  ^  n  rtXS  —  yX SV)  =  0,096  (8.1  ■  7,92  —  2,9 ■  9,10)  =  +  3,6'. 

•)  Vei-gl.  Seite  188.  Oenauer  ist  _«Di-es9  =  (i|'g/'— pFV  doch  ist  der  oben 
angegeWnc  Weg  schneller  zum  Ziele  führend  und  sein  Ergebnis  genügend  Rcliorf. 
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Erste  Abteiiung.    Zweiter  Abschnitt. 


Vertaiisuht  man  3  und  5,  so  findet  man: 

»i.P,  CDS9,  =  |i  /gX-Z—q\S\  =  0,096  {S,9  -  7,92  —  8,1  •  9,10)  =  —  -1,9'. 

Zu  diesen  Werten  trittnoirhintolKeEn\-ärramigliezw.AbkülilunKDgL'OS9g^Tiiff'). 

In  den  vorstehenden  Untereutbungen  wurden  sämtliehe  Kinflußflächen  aus 
derselbcii  //-linie  mittels  Ziehen  wenipr  Oeraden  abgeleitet.  Dieses  einfache 
Verfahren  führt  bei  den  Gurtstäben  stets  zum  Ziele,  versagt  aber  zuweilen  bei 
Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Waotlgliedeni;  denn  hier  tann  es  bei  sehr 
nahe  an  dev  Geiwlen  A  B  liefrenden  Punkten  t  vorkommen,  daß  die  Werte  Xt :  yi 
(beiw.  Da:  Da),  welche  bei  endlif^hera  j-j  mit  j*  =  0  imendlich  werden,  sehr  groß 
aasfallen,  und  daß  infolgedessen  die  fraglichen  Einfinßflächen  zu  viel  Hatz  he- 
anspi-ucben.  Das  Herausziehen  eines  Multiplikators  muß  dann  unterbleiben;  die 
Eintluflflitehe  ist  zunächst  für  11=0  aufzutragen,  und  hierauf  muß  der  EinflnU 
von  //  mit  Berücksichägung  der  Tnrzeiclien  hinzugefügt  werden.     In  dem  luletzt 

durchgeführten  Beispiele   (Fig.  229)  würde  man   also  ^'..4"^; 0,178  (statt   ,ffvö?  ) 

3  /  3        1 62  \ 

und  i'V-.  =- „  -1,62  (statt  tt;- •  -» L^n • )  machen,  und  schließlich  wüiiJe  man  die 

lU  \  lU     u.UMb  / 

^•Unie  diu'i'U  die  (0,096  i/j-Liiiie  ersetzen,  n'obei  dio  Multiplikation  der  Ordinaten 
H  mit  0,096  am  üliersichtlichsten  mit  Hilfe  eines  Winkels,  dessen  Tangente  =0,096 
ist,  ausgeführt  wird. 

Der  Varfa.'iser  pflegt  dieser  letzteren  Darstellungs weise  nach  Mögliehkeit  aus 
dem  Wege  zu  gehen,  indem  er  gleich  von  vornherein  die  /f-Linie  nach  zwei  ver- 
schiedenen Maßstaben  (unter  Umstünden  aueh  noch  nach  räiem  dritten  sehr  kleinen 
Maßstabe)  auftragt  und  dann  dio  größere  /f-Linie  zur  TJntersuchimg  aller  Gurtstäbe 
benutzt,  die  kleinere  zur  Berechnung  der  Füllnngsglieder.  Nur  bei  den  Wandgliedem 
von  Sicbeltrtigem  sind  diese  Maßregeln  zuweilen  fruchtlos. 

BuzügUcli  der  Einfühi-ung  wagereehtci-  Xullachsen,  sowie  der  übersichtlichen 
ZusatunienstoUung  der  Einflußfläohen  und  der  Ergebnisse  der  Rechnung  vei-weisen 
wir  auf  Nr.  73. 


c.   Vollständiges  Zahlenbeispiel. 
Berechnung  einer  Eisenbahnbrllcke  mit  Bogentrtigern. 

(Tafel  3  und  4.) 
85.  Eine  eingleisige  Eisenbiihnbrii<'ke  siJl  zwei  Haupttiüger  mit  den  in  Fig.  230 
auf  Tafel  3  angegebenen  Xängeiiabmessungen  erhalten.  Die  Knotenpunkte  der  unteren 
Ourtungen  liegen  auf  einer  Parabel;  die  obere 
(iurtung  ist  wagerecht.  Das  Gewicht  der  nach 
Fig.  231  angeordneten  Brückenbahn  beträgt 
700*»  f.  d.  Meter  Gleis  und  das  Gewicht  der 
ln'iden  HanpttrSger  und  des  Querverbandes 
wird  mit  150 +  30/ =160 +  30 -20  =750*» 
in  Iteohnung  gestellt.  Es  ist  dann' für  jeden 
Hanpttrager  17  =  ^(700+760)'».  mithin  die 
stiindige  Belastung  eines  Trägerfeldes:  jl=: 
1460*»  =  1,45'.  Die  Baddriicke  und  Badstände 
der  Kidirzeugo  sind  in  Fig.  242  (Tafel  3)  ti 


Fig.  231. 


gegeben   «oi'den.  —  ( 
des  Hauptti'agers. 

•)  Wie  man  //,  ii 
voUsIRndigo  Zahienbpi^j 


esui'lit   sind    die   Spimnkräfte   und   Querschnittsabroessungen 


infübrt,  dariibcr  gibt  das  in  Nr.  85  bi'bandelTe 
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1.  hie  B'Linie  des  vorÜegenden  Trügera  wurde  bereits  in  Sr.  81  (Seife  212, 
Fiü.  211)  bOTochnet.  Das  Querechnitteverbaltnia  F,:F.  ist  ^eich  1  gewählt;  dem- 
selbett  eut^rechen  die  in  Fig.  240  eingenchriebenen  Werte  IL 

2.  Die  Spannkräfte  !i,  iu/blfff  der  stüiidigeii  Belantung  wurden,  iiacli  Be- 
rechiLiuig  ron  J7,=  12,5")  ia  %.  232,  mittels  eines  Ci-eini)ii:isclieii  Krätteplaoes 
le^mmt  nnd  hierauf  in  die  Fig.  233  eiiif^etrugen. 

3.  Die  Spannkräfte  S,  infoli/i-  ihr  beireyli'-lirii  Belastung  sind  mit  Hilie  vuu 
Eoflufllimen  nacli  dem  in  Nr.  81  gflebrtfii  Yerfahi-en  bcsiimmt  wojileii.  Dabei  waren 
einige  Tereintachongen  mo^ch,  die  sich  aus  der  gewühlten  TrSgerforra  ergeben. 

Ij^  in  Fig.  221  der  Punkt  m  der  unteren  Gurümg  auf  einer  Parabel  vnu 
der  Gleichung  ym=       -Z 1   so  erhält  man  für  den  Abstand   des  FunkteH  m' 

von  der  Geraden  Ä'B'  den  Ausdrai-k:  .IM" ,     *   :^  l  -~     "    =  1    ■-,-;  und  es  ist 

/  am    i  if 

iliher  der  Ort  von  m'  eine  zu  A'Ö'  parallele  Gerade.    Im  vorliefrenden  Falle  ist 

(=30-  imd  /'=25-,  mithin  — r  =  2,0',  und  durth  diesen  Wert  sind  sümtliehe 

0-Flächen  bestimmt;  vergl.  Fig.  24«.  in  der  die  Oj-iliiehe  durch  S(.'hraffierung 
hervoigehoben  ist.  und  welche  die  Ordiniiten  der  auf  wngL>ii;i'bte  .Nullinieu  benügonen 
O-FBchen  liefert. 

Kg.  241  enthält  die  Darstellung  der  EinflußfÜk'hen  für  l\,  V,.  f.',,  /",.  Behufs 
Ermittlung  der  jsehruffierten)  [j-Fläehu  wui-de  ^14"  gleiirh  dem  für  den  oberen 
Knotenpunkt  4  bereihneten  Werte  j-j;y.,  :^x,  :/(,=:  f'  gemacht,  sodanu  auf  der 
'ieraden  4"-B  der  Punkt  4'  lotreeht  unter  4  bestimmt  und  die  Gerade  J.4'  gezogen. 
Da  nun  y,  den  festen  Wert  h,  besitzt  und  die  Tragerfelder  gleiuh  lang  sind,  so 
lerlegen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  entspreehenden  Punkte  1",  2".  3"  die 
Strecke  Ai~  in  gleiche  Teile**),  und  damit  sind  die  Eiuf lullflächen  für  f'„  l\,  T', 
iHHtimmt  Für  den  eisten  Stab  der  miteivn  (iurtimg  erhält  mnu  r',  =  7/seeY, 
=  lj097//  und.  da  die  in  Fig.  240  oberhalb  der  //-Linie  eingeKeichnete  laststellung 
den  HorizontaLschub  J/,  =  5Pi)  =  43,2'  erzeugt,  !,'„=  1.097- 43.2  =  47,4'. 

Die  Ermittlnng  der  Spannkräfte  In  den  Füllungsstilben  wii-d  duifh  den  I'm- 
stand  vereinfucht,  Aäli  sich  die  Gnrtstälie  0„^i  und  f.  in  demselben  Punkte  / 
"ehneideo  wie  (U  und  U^.  Hat  man  also  in  Fig.  234  die  JV^^'l'^ltB  ""^  ^'^^'^  ^'<^" 
.lA^^Ii^■.lla  als  den  Unterschied  der  von  Geraden  begrenzten  Fläche  ÄLil^DA 
und  der  ^-Fläche  erhalten,  so  findet  man  die  I^,-FläL-he  (iiulera  man  /.,  I^  durch 
L'L"  ersetat)  als  den  Unterschied  der  Fläche  AL'L"BA  und  der  ff-Flädie.  links 
Ton  Ff  und  rechts  von  /',  stimmen  also  die  EinfluHfliii'lien  füi-  i)j  und  \\  nberein: 
ilie  Vorzeichen  sind  jedoch  entgegengesetzte,  aui-h  sind  die  Multiplikntoi'en  versi'hieden, 
nimlich  (i  =  A,:r,  für  die  D^-FIEehe  und  (i  =  A, :  (x,-,  —  j:,)  für  die  r,-Fiikhe.  Es 
liefert  also  die  Fig.  244.  welche  die  auf  die  /f-Iinie  als  gelii'ochene  Kulliichse  be- 
logenen D-FTächen  enthält,  auch  sämtliche  I'-Fläehen"**). 


*|  Vei^t.  Seite  213;  dort  wurde  für  i(l  =  2.90'  der  Wert //,  =  2ö.O'  gefunden. 
**)  Hieraus  folgt.  daB  die  Punkte  1',  2',  3'.  4'  auf  einer  Parabel  liegen,  deren 
Pfeü  =  l-^~  ist 

*••)  Wir  heben  noch  hervor,  daß  sieh  die  ('.-Fläche,  wegen  \\=:A  —  /ftgy, 
~ 's  Ti  (-^  c«*6  Ti -~ -^1  such  ab  den  Unterschied  der  .4i;otg-j,-Pläche  und  der 
Ä-FTäehe  deuten  läßt.  Der  Multiplikator  ist  =  1  tg  y,  =  3,0  :  6,67  =  0,45.  Die 
A  co^  Yi-?^be  ist  ein  Dreieck  vi  J,  B.  welches  bestimmt  ist  durch  .Tj7  =  1  cotg  t, 
=  6,67:3,0  =  2,22. 
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Nach  Aufzeichnung  der  Einflußflacliun  n-urden  auf  den  .Tafeln  S  und  4  die 
fteffihrlichsten  Zugstellungen  durch  I'robieren  bestimmt  ond  die  denselben  ent- 
sprechenden Werte  "SPft  und  SPtj  ermittelt;  letztere  sind  nebst  den  Multiplitotoren 

auf  den  Tafeln  angegeben.  Diu  Multiplikation  der  Ordinaten  tj  mit  den  P  ist  mit 
Hilfe  von  Maßstaben  ausgeführt  worden.  So  wurde  z.  B.  auf  Tafel  3  die  H-IAniä 
im  Maßstäbe  1'^^  25""  aufgetragen,  und  hierauf  wurden  die  den  Baddiücken  6^'  und 
4,5'  entsprechenden  Ordinaten  der  Einflußlinien  mit  den  MÄBstäben  6,6'  =  2d"- 
bezw,  4,5'^^26~"  gemessen.  Für  die  FüUungssläbe  wuiden  auf  Tafel  4  kleinere 
Mattstabe  Ken-öhlt. 

Die  Berochnung  der  voi?  der  bewegiiehen  Belastung  herrührenden  SpannkiSfte 
Sf  erfnigte  nach  den  Formeln; 

.^^„^ii.'SPt,;    ^,Sp  =  —  ii.-SP-n. 
Die  Ergebnisse  wurden  in  ilg-  236  «usammengesteilt. 


Fig,  234. 


4.  Einftiiß  der  Temperaluränderung.  Außer  den  Spannkräften  ä,  und  Sf  ent- 
stehen infolge  einer  (hier  gleichmäßig  vorausgesetzten  Änderung  der  Aufstellungs- 
Temperatur  um  f  noch  Spannkräfte  S,,  deren  absolute  Weite 

S,  =  v.ll, 
sind.  Einsichtlich  der  Vorzeichen  ist  zu  beachten,  daß  ein  po^tives  H,  in  der  oberen 
Gurtung  und  in  den  VertUtalen  Zugspannungen,  in  den  übrigen  Stäben  Druckspan- 
nungen erzeugt  Wird  (  =  ±35»  C,  angenommen,  so  ist  (nach  Seite  206)  abgerundet 
fli  =  ±460>'.,  wo  für  f.  zur  Sicherheit  der  größte  Obeigurtquerechnitt  (der  immer 
einem  der  mittelsten  Felder  angehören  wird)  gesetzt  werden  soll;  dei'selbe  wird  wie 
folgt  berechnet 

Die  obere  Gurtung  wird  vorwiegend  auf  Druck  beansprucht  lat  ^so  a  die 
zulässige  Spannung,  so  muß  sein: 

-.oF,  =  «i.O  =  — [iSFii-i-0,-|-  0,  =  — liSPu-l-O,  — (iH, 

=  — 11 S  Pi] -i- 0,  —  n  460  F. 

und  hieraus  folgt;  f'^pT — O, 


„Google 


^  7,    Der  Bogea  mit  ewei  Gelenken. 


Für  das  6.  Feld  ist  (*  =  5,0,   2Pti  =  8,9,    0,: 


-10,0  mithin, 


5  =  700*' 


F,= 


=  0,0116  qm. 


=  0.0097  <  0,0116, 


f.  d.  5«»  =  7000'  t  i.  qm  gBSbittet  wird, 
5,0-8,9+10,0 
'  7000  — 460-6,0  " 
F(ir  das  4.  Feld  ergibt  sioh: 

p  —    *iO- 10.5 +  8,0 
7000  — 460.  4,0  ^ 
und  man  findet  daher 

ä;  =  +  460-P,««,  =  +  460-0,0116^  +  6,3'  und  S,=±5^tt. 
Die   hiernach  berechneten  SpännkräCte  iS^  sind  in  die  Fig.  235  eingetragen  worden; 
die  oberen  Yorzeichen  gelten  für  den  FaU  einer  Ztcnaftme  der  Temperatur. 

ö.  Die  Oetamtgpofmkräfte,  welche  durch  Zusammenzähhing  der  Einflüsse  der 
Rtündigen  nnd  bew^lichen  Belastung,  sowie  der  Tempcraturändening  erhalten  werden, 
sind  in  die  Fig.  237  eingeechrieben  worden, 

6.  Über  die  gewählten  StabquergeAnilte  und  die  größten  Beanapruchungen  gibt 
die  folgende  Tabelle  Aufschlnß.  Zu  derselben  ist  zu  bemerken,  daB  die  untere  Ourtung 
in  der  N&he  des  Scheitels  denselben  Querschnitt  erhalten  hat  wie  die  obere  Qortung, 
dtimit  die  in  die  Rechnung  eingeführte  Annahme Fa'.Fr  =  t  erfüllt  werde.  Bei  dea 
vorzugsweise  auf  Druct  beanspruchten  Guitstiben  imd  Tertikaien  wurden  die  Hiet- 
lik'her  nicht  in  Abzug  gebracht,  wohl  aber  bei  den  von  groß 
griff enen  Diagonalen. 

Obere  Ovrtung.     |^p  =  QuersclmitLl 


Feld 

TVinteleisen- 
sorte 

Inhalt  des  voUen 

Größte  Spann- 
kraft 6- 

s 

5u.  4 

3 
2n.l 

10- 15.1,2  cm 
10-10-1,0  „ 
7-   7-0,9  „ 

114  qem 
76    „ 
41    » 

SlOOO*» 

50000 

30000 

710'»  f.  d.  5cm 
660     „  „     „ 
640      „  „     „ 

llnleiv  Qurftmg.     l  =  p=Quer8chnitti 


Inhalt  des  vollen        Größte  Spann- 
Querachnittes  F  kraft   " 


IHagonaien.     ("1  f"  ^  Querschnitt.) 


Feld 

BOrte 

Inhalt  des  vollen 

Grüßte  Spann- 
kraft .S- 

'=F^m'^ 

5u.  4 
3 
2 

1 

14  ■  14  - 1,4  ein 
11-11-1,3   „ 
9-   9-1.3  „ 
9-   9-1,1  „ 

74  qen, 
54    „ 
43    „ 
37    ,. 

39000*»      • 
29000 
27000 
21000 

680«»  f.  d.  9«n 
600     „  „     „ 
720     „  „     ., 

660     „  „     „ 

')  d^  Nietdurchmesse 


m:  3  =  Gisenstärke  =  l,4,  1,3  nnd  1,1  c 
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Vertikalen.     H  T  =  Querschnitt.) 
T\'inteleisetisoi-te  durchweg  7^-7,5-l,2;  F=.Z&'icrm;  .s'=21000'» 

5  =  ^^9:  =  640*'f.  d.  q<-m. 

Die  Eni<'kfeBtigkeit  der  gedrückten  Stäbe  wird  am  besten  mittels  der  EulerHcben  Formel 
beiulpilt,  Hiemauh  soll  das  kleinste  Ti-ägheitsmomeiit  J'des  Quersi-hnitls  bei  Sfaoher 
Sicherheit  mindesten»  sein: 


■'  —      in    nruvirviA     —  äIUj 


"  10 -2000000' 
»  die  Stablänge  in  i:m  Ijedeutet.    Für  die  erste  Diaguniile  ist  r..  B.  erfordern '-h: 
•  10000- 290» 
10-2000000 

hingegt'a  vorhanden:  J^  2- 139,7  =  279,4-    Aul  diesell>e  Weise  iil)erzeugt  niuu  sioh, 
daB  auch  die  übrigen  Stäbe  genügende  Sicherheit  gegen  Knicken  bieten. 

7.  Einfluß  des  QueracItuitlacerhiUtnisaes  F, :  F..  Es  sollen  nwh  einige  Ree-h- 
jiangsei:gcbnisse  mitgeteilt  werden,  welche  den  Einfluß  des  Quetsch nittsverbältiiis.<4.-s 
■j^'. :^.  auf  die  [Spannkräfte  klarlegen.  Nimmt  man,  aiwfatt  F,;  F,=^\,  einmal 
j;:f.  =  0,7,  sodann  F,:F,  =  \,2  an,  so  erhält  man  die  folgenden  Ordinateu  der 
J/-Linie  und  Werte  J7,  und  H,:') 

^,=(o|?)..,;  ;,.=(S:;i);  „.=(1;^),  «.=(;g).  ,,.=(!§). 
".=Q»>=(ar)^  «=«'■•■ 

Tmd  hieraus  ergeben  sich  für  den  um  stärksten  beanspruchten  Obergurtstab  (',  die 
Werte: 

Der  erforderliche  Quei-sehnitt  F.  ist  dabcr  (vergl.  t*t'ite  327) 

während  si<-h  für  Fa-.F.^lß  der  Wert  f',  =  O.OllG  jm  ei-gab. 
Der  H'iri/iintalsi'huli  lutiilgt'  eiiiei'  TfiiijieivitHiiinderung  wird 


=+®" 


immt   hIsi)  mit  dem   für  ^".;/",=^l    liei-eclmelen   //,:^  +  5.3'  iiberein,   so   dal! 
1  Flg.  236  zusammengestellten  Spiuinkiüfte  St  gültig  Uleilien. 
Für  den  rntergurtstab   l\   (der  sliirker   beaiispruiht   wird  als   f',)  findet  iiiiui 


-.r.=  _^s;',  +  .'v+«  =  -(g;). 


Diesen  S|)auiik ruften  wüitlen  bei  einer  zulüssjgen  luansiirm-bnabitie  viiii  o  ^  700*' 
f.  d.  qciH  <lie  Quersi'hnitte 

•)  Vergl.  Nr.  81,  S.  213. 

"■)  In  den  folgenden  Wertan^iben  bexielil  virh  die  olwre  Zaiil  auf  F,:  F.^O.'!, 
die  untere  auf  i',  :F„=1.2. 
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§  7.    Der  Bogen  mit  zwei  GeleiLkeu. 


F.= 


76 


=  109  qcm  bezw.  F.  =  TriiT^  =  91  ?c/h 


~  0,7ÖÖ  ~        ^  "  ~  0,700  ~ 

^fiiügen.  Es  ist  jfdofh  erfordfrlieli,  das  in  dif  Beehming  pingeführle  QuerieliiiUts- 
TprMUniK  Fi,:F,  auch  ihr  Autfährutig  xugninde  xu  legen,  oder  siek  doch  dem- 
Kfibm  tnögliehsl  xu  nähern,  da  diesen  Terbttltnis  von  bedeutendem  Sinfliiil  (luf  die 
BeoDspmchung  namentlich  der  oberen  (iiirtiing  ist;  und  es  einiifiehlt  sirh  diihui',  diu 
««heil  berechneten  Querschnitte  F«  zu  ersetzen  durch 

F.  =  -^-°^-  =  -^-  =  142  qcm  l>eKW.  durch  J^-  =  -^  ö  =  Ts  ^  ^^  ''""' 
Für  die  Ausführung  wäre  nun  streng  genommen  derjenige  Wert  J"« ;  F^  zu  er- 
mitteln, der  den  billigsten  Ti'äger  liefert,  welche  Foi-derung  mun  im  vorliegenden 
Fülle  auch  durch,  die  des  kleinsten  Trägergewichtes  ersetzen  darf.  Die  geniiue  Be- 
ttntwortnng  dieser  Fntge  würde  iilier  sehr  mühsame  und  zeitraubende  K»^<.'linungea 
verlangen  und  tann  daher  nur  angenähert  gegeben  wei-den.  Dazu  beachte  iniiu,  dafi 
von  den  iluBei'en  Klüften  nur  der  Uorizuutalschub  H  von  /'. :  /'.  abhängt  und  der 
Xinflnß  einer  Änderung  von  //  desto  gii'ißer  wii'd,  je  größer  p.  ist.  Üa  die  W'eiie  |x 
der  GurLstübe  nach  den  Xämpfem  hin  abnehmen,  su  werden  aui-h  die  l'nterschiede 
der  Stabki-üfte  für  verschiedene  F, :  F,  in  den  äußeren  Feldern  Meiner  sein  als  in 
ileu  mittleren.  Dies  zeigt  in  der  Tat  die  folgende  Tiibelle,  wel''he  die  alisoluten  "Weite 
iler  gi'ößten  S|)annlfrfifte  angibt. 


/; :  F. 

0.  ■  0.  1  0,  ■  r>.^'\_,,  r,  1  [\\  r\ 

f. 

72 
66 

0,7 

ir 

63     46     29     131  69     76  |  73 
tT!  50  jlö  T3'l~6rj  66~   65^ 

70 

Iß 

64 
~68~ 

1,2 

89 

73  1  50  1  32     U  il  57  1  64  j  64 

Tontien 

Da  nun  weiter  eine  .iuderung  von  H  auf  die  S|ianuträtte  in  den  Füllungsstäben 
einen  beilf^utend  geringeren  Einflnß  hat  nU  auf  die  (iurtkräfte,  so  ist  üi-sichtliuh,  daß 
es  hauptsiii'hlicli  darauf  u:dionmien  wird,  das  Gewicht  der  Gurtungen  der  Mittelfelder 
miteinander  ax  vergleichen.  Dieses  Gewicht  ist  proportional  F,-\-F,„  weshalb  wir 
noch  folgende  Zusummeu-'^telluiig  geben. 


F, :  F. 

F, 

F. 

F,  +  F. 

0,7 

99 

142 

241 

0,8 

105 

131 

136 

0,9 

111 

123 

234 

1.0 

116 

116 

232 

1,2 

127 

106 

233 

I  qi-m  I 

auN  welcher  hervorgi'lit,  daß  sich  we>entliche  Unterschiede  in  den  Gewichten  der 
für  die  letzten  vier  (JuerNi'hnittsverhältnisse  1iei-echneten  Träger  nicht  herensstellen 
werden.*)  Das  Ei'gebnis,  daß  in  der  Sähe  von  F,:Fu  =  l  eine  Änderung  dieses 
Wertes  nur  eine  geringe  Änderung  von  F,  -\-  F.  nach  sich  zieht,  fand  der  Verfasser 

•)  Man  erwäge  auch,  daß  sich  bei  .Ausarbeitung  des  Entwurfs  stets  Abweichungen 
zwischen  den  berechneten  und  sibheßÜch  gewählten  Querschnitten  ergeben  werden, 
Z.  B.  haben  wir  vorhin  i''=116  durch  f '=  114  ei-selzt. 
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auch  in  luideceii  Beisjiielen  liestätigt.  und  dies  l-<t  der  (inind.  der  Um  Teraul^ilit' . 
dem  Werte  t\  :/'.=  !  den  Voi-zug  zu  geben,  um  so  mehr,  als  die  gleichartige  Au- 
bildung  der  beiden  (iiirtungen  in  der  Nähe  des  Scheitels  (Verwendung  dersel'»-! 
Esenfiorten)  nur  Vtirteile  bietet. 

8.  Berüek«ieh(igung  itrr  Liingniiiad^ruHgrn  der  Fiälungs»lähe  bei  Ermilitn»! 
ilfr  H-LiniP.  Bei  Berechnung  der  //-Linie  wurden  bislang  die  Formänderangen  d-. 
Wandglieder  vernachlässigt  und  auch  hinsichtlich  der  Qnersctinitts&ndenuig  der  Gar- 
tiingen  Annahmen  gemacht,  welche  der  Wirldichlceit  nicht  ganz  entsprechen.  Y.- 
ei-scbeint  daher  nicht  unwichtig,  die  Zulässigkeit  jener  Voranssetzun|^a  lu  priif<-L. 
Wir  wollen  die  genauere  Berechnimg  der  Ä"-Linie  nach  drei  verschiedenen  Verfahr^-r 
durchführen. 

Rslm  Verfahren.    Es  werden  die  Spannkräfte  S'  für  den  Zustind  JI=  —  I 

(Figur  246.  Tafel  4)  und  die  denselben  entsprecbenden  UngenÄnderungen  A^  ^  ff'' 

(Fig.  247)  berechnet,  am  besten  für  E—l,  nnd  nun  wird  für  diesen  Zustand  <■■,: 
WiUiotscher  Ventchiebungsplan  gezeichnet.  Der  Knotenpontt  V  und  die  Bichniii. 
den  Stabes  Tä  (vergl.  Fig.  245)  werden  zunächst  festli^end  gedacht;  ea  fiUlt  daiii 
V  nnd   (da  der  Stab   Vb    spannungHlos    ist)    auch  6'  mit   dem  Pole  O   znsammrii 

Nach  Bestimmung  der  FuoWe  4',  JV,  3',  ///', 0',  A',  welche  auf  die  i:. 

Nr,  32  beschriebene  Weise  erfnlgt,  ist  man  imstande,  die  Biegungslinie  für  den  Zu- 
stand H^  —  1  zu  zeichnen  und  die  Änderung  8^  der  Stützweite  amagebeD.  Die-r 
letirtere  ist  doppelt  so  gmß.  wie  die  wftpen?<-hte  Vernchieliung  von  Ä  gegen  d-i 
Knotenpunkt  F,  nämlirh 

8j  =»2-2200  =  4400'". 

.  der  Biegungslini' 

der  if-Linie,  nämlich 


'^=sü5i=a»';  ".= 


dieselben  wei<'lien  von  den  früher  herei'hneten  Werten: 

0;   038;   0,74;    1,09;    1^6;    1,47 
nur  unwesentlich  ab.     Man  findet  nun  weiter  .ff,  =  12,6'  (statt  12,5')  und  für  dt-:; 
Stab  O,  :3Pii  =  83'  (statt  8,9 •),  erhält  also  nahezu  dieselben  Spannkräfte  S,  un.1 

Nur  für  Hl  findet  man  einen  wesentlich  andeivn  Wert,  nämlich  (nach  Seite  144i 
1  g».")  „  j_  Ettl  _2W000  ■  O.OO0Q12  ■  36'  ■  200  _^ 
4400 

Im  Obergurtslabe  0,  venirsacht  also  eine  TemperatuiSndenmg  »mi  (  ^^  3&"  Ol-, 
eine  Spannkraft:  .S  =  +  ö  ■33  =  +  19'  (statt  +  26,6').  Worin  diese  Abweichoni: 
ihren  Grund  hat,  ist  bereits  auf  Reite  204  gelegentlich  der  Untersuchung  derDour- 

'I  lu  diese  Formel  sind  dio  vollen  Quei'si^hnitte  einzusetzen;  dieselben  sind  ii 
Figur  238  auf  Tafel  3  zasammengesteilt  worden,  die  Stablängen  in  Fig.  239. 

")  Die  MultipUkotioa  des  Zählers  mit  E  ist  erforderlich,  weil  Z^  für  ff=l 
berechnet  wuixle.  Zu  beai'hten  ist  ferner,  diifl  /  in  dm  und  E  in  Tonnen  f.  d.  t/dm 
AUMudriicken  sind. 


H,  =  ±\~-    '=  +  ^-—  = --^ =  +  3,8' (statt  S^-). 
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Brücke  hervorgehoben  worden;  es  ist  ein  Vorzug  der  Nühenmgatheorie,  für  H,  stets 
1  große  Werte  zu  liefern,  da  gerade  die  Schätzung  von  (  auf  sehr  unsicherer  Grund- 


lage b«rnht,   und  es  sich  deshalb  dringend  empfiehlt,  nicht  z 
Za  beachten  ist  auch,  daß  ein  Ausweichen  der  "Widerlager 

von  H  lim  4ff=  — 1-^  verursneht,  so  daß  beiapielswei 


günstig  zu  rechnen, 
n  A'  eine  Änderung 

dem  kleinen  "W'eile 


Aff=- 


ai  =  5"'-  =  0,05*"  bereits 

200000  ■  0,05 

4400         ~      ^'^ 

entspricht. 

Ah  xireiles  VerfaJiren  wählen  wir  das  im  §  2  beschriebene  Stabzugverfahren 
und    berechnen   zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Ändenmgen  Ai  der  oberen  ßand- 


Fig.  243. 


■ninkel  S.  In  Fig.  243  geben  die  auf  den  einzelnen  Stäben  stehenden  Zahlen  die 
Spannnngen  a'^ -p-  t'i''  den  Zu.'itand  /f=:  —  1  in  Tonnen  für  das  qdm  an  und 
die  in  die  Winkel  eingeschriebenen  Zahlen  die  Cotangenten  dieser  Winkel.*)  Die 
Änderung  von  äi  wird  beispiebtweise  (für  E=  1) 

4S,  =  2,222  (2,43  +  3,07)  -f-  0,450  (2,43  + 1,52)  +  0,150  (2,96  +  1,52)  +  2.122 
(2,96  —  2,36)  +  0,300  {—  0,76  —  2,36)  =  +  16,03, 
und  iiiif  diese  Weise  erhält  man: 

ai,  =  — 2,42;    i5,  =  +  5,33;    iS,=+7,93;    4S,  =  +16,03;    4a.  =  +  33,54; 
ÜB  =  +  46,94. 
Wird  nun  zunäcbKt  der  Stab  Vb  festgehalten,  so  sind  die  Brehungswinkel  iji 
der  )  ilH-rgurtstäbe  (5)  (4)  .  .  .  (1)  sowie  der  Endvertikale  (A„): 


DigitizedbyGoOgIC 


236  £rste  Abteilung.    Zweiter  AbBchnitt. 

*,  =  J4S,  =  23,47;    il'4  =  '>i  +  A&i  =  57,01;    >;.,  =  4-,  + a5,  =  72^  u.  S.  w. 

i|,,  =  79,97 ;  *,  =  86,30;   i^«  =  82,88 

und  die  den  Stäben  entsprenhenden  Werte  p  (d.  i.  Drebungswinkei  mni  StablänK<?)  "> 

Ps  =  20  ■  23,47  =  469,4'-;     p,^  20-  57,01  =  1140,2«-;  p,  =  20  •  72,04  =  1440^*-; 

P,  =  20  ■  79,97  =  1699,4'-;  p,  =  20  ■  85,30  —  1706'";     p„  =  30  •  82,88  =  2486,4'-. 

Berechnet  man  nun  noch  die  (in  Pig.  247  zusamnieiif^estellteii)  Ijingeiiäiidenuigeii 

i(Ö)  =  — 87,7,  i(4)  =  — 70,2, A(l)  =  — 183,  AA.^  — 40.9  der  Stäbe  (5), 

(4), (1),  A,  und  reiht  (nach  Pig.  245)  die  Sti-ecken 

A{6),  p„  A(4),  p.,  A(3),  p„ aA„  p. 

aneinunder,  ao  erhält  man  dieselben  Punkte  4',  3',  . .  .  .  A\  deren  lägen  voi-hin 
mittels  dee  Witliolsohen  Verfahrens  festgel^  worden  sind.  Das  Stabzugverfshren 
erfoidert  etwas  mehr  Zeit,  liefert  nber  übersichfli obere  und  vor  allem  genauere 
Zeichnungen. 

Das  dritte  Verfahren  besteht  in  der  Hedeitung  der  Biegungslinie  aus  den 
Momenten  M  eines  einfachen  Balkena,  der  mit  den  (Jewichten  45,,  A3,.  . . .  45», 
belastet  wird.    Man  findet  für  diese  Momente  die  Werte 

-V.  =  1706,0;    ^4=3305,4;    J/,  =  4746,2;    .«,  =  5886,4;    .l/,  =  6355,8, 
fügt  zu  denselben  die  Verlnir^ung  (40,9)  der  Endvertitale  (Fig.  247)  und  erhält 
Si  =  1746,9;    S,  =  334G,3;   8,  =  4787,1-,   8j  =  5927,3;   1^  =  6396,7. 
Die  dem  Zustande  H^^  —  1  entüprechende  Änderung  der  Stützweite  wird  nin-h 
Cleifh.  (4)  auf  Seite  98  (mit  E=  1) 
B.<  =  A,SAa+XSa' 

=  30  [46.94  +  2  (33.54  +  15,03  +  7,93  +  5,33  —  2,42)] 
—  20  (4,39  +  3.51  +  3,07  +  2,43  +  0,91)  2  =  4400,4 
und  es  ergibt  «ich  daher: 

„_  8.  40,9        _,,,     .,       1746,6       „  ,„ 

«„  =  ^~  =—     —  —  0,01;  //,  =  -T-Tpr^  =  0,40;  n.  s.  w. 
8j        4400,4  4400,4 

Ein  ricrlris  Verfnhreit  würde  in  der  Berechmuig  der  8-IJnie  auf  dem  in 
Nr.  47  gezeigten  Wege  bestehen.  Die  (jewiehte  tr  werden  hier  uninitteilKir  au.-; 
den  Lüngenänderungen  der  Stäbe  berechnet,  während  die  Bestimmung  von  8j  nach 
Xr.  48  zu  erfolgen  hat.  Wir  halten  die  Durchfühmng  der  Zahlenrechnung  für  ent- 
behi'lich,  da  dieses  Verfahren  bereits  auf  Seite  126  bis  128  durch  ein  Beispiel  er- 
läutert wciitlen  ist, 

d.   Einfllhrung  der  Kämpferdrucklinie  und  der  zweiten  .H^Unie. 

86.  Die  Kämpferdraoklinie  ist  der  geomefxische  Ort  des  Punktes 
-f,  Fi^.  248,  in  welchem  die  von  einer  Einzellast  heiTorgerufenen 
Kämpferdriicke  K^  und  Ä'^  diese  Last  treffeu;  zur  BestituDUing  der- 
selben zeichne  man  die  Einflnßlijiien  für  die  Stützenniderstände  A  und 
H  und  setze  AvtätH'  =  H sec  a  zur  Mittelkraft  K^  zusammen.  Der 
in  senkrechter  Richtung  gemessene  Abstand  t)  des  Punktes  F  von  der 
Geraden  A  B  ist  durch  die  Gleich.  t\:a  =  A:  H  gegeben.    Mit  J  =  -  -  - 

')  Vei'gl.  Seite  87.  Nicht  zu  venveiOiseln  mit  der  im  §  6  eingeführten  ]!<■- 
Zeichnung  p  =  -,.-,.  ■ 
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folgt  hieraus: 


(42) 


In  Kg.  248  haben  wir  der  Einfachheit  wegen  die  fl"-Linie  und  aach 
die  Kämpferdrucklinie   stetig  gekrümmt  gezeichnet     Meistens  ist  die 
H-  Linie    ein    Poly- 
gon ,    dessen    Ecken 
den  Quei-trägem  ent- 
sprechen, und  es 
setzt  sich  dann  auch 
die      Kämpfe  rdiTJck- 

linie  A^B^   nach 
Fig.  250  aus  einzel- 
nen   Kurvenstücken 
zusammen,     die     in 

den  Trennungs- 
punkten 2o,  4(1,  .  .  . 
keine    gemeinschaft- 
liehen Tangenten  be- 
sitzen. ' 

Wird    die  Ein-  Fifr  2*8- 

flußlinie  füi-  den  Ho- 
rizontalschub H  eines  Trägers  vou   nahezu  unveränderlicher  Höhe  h 
durch    eine    stetig  gekrümmte  Parabel  ersetzt,   deren  Gleichung  nach 
Seite  211 

3Po6 

"W 

lautet,  so  ergibt  sich 

AI 
3v  ' 


(43) 


H  = 


-^  =  -. 


und  liieraus  folgt  dann,  daß  die  Kämpferdruckliuie  eine  xur  Schluß- 
linie A  B  paraUele  Gerade  ist 

87.  IMastnilgraolieldeD.  Im  I.  Baude  wurde  die  Kampferdruck- 
linie des  Dreigelenkbogens  zur  Ermittlung  von  Belastungsscheiden  be- 
nutzt: sie  lieferte  gewisse  ausgezeichnete  Punkte  der  Einflußlinien  und 
führte  zu  mancher  Vereinfachung  bei  Auftragung  dieser  Linien.  lu 
ähnlicher  Weise  läßt  sich  natürlich  auch  die  Eäropferdrucklinie  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  verwerten.  Wird  z.  B.  die  EinQußlinie 
für  das  Angriffsmoraent  3f„  gesucht,  so  lege  man  durch  das  linke  Ge- 
lenk und  den  Knotenpunkt  m  eine  Gerade  und  bestimme  den  Schnitt- 
punkt E  dei'selben  mit  der  Kämpferdrucklinie.  Einer  durch  E  gehenden 
T^ast  entspricht  ein  durch  m  gehender  Kämpfei-dnick  K^  mid  mithin 
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ein  Moment  Jf„  =  0.  woraus  dann  folgt,  daß  lotrecht  unter  E  der 
Kullpunkt  E^  der  gesuchten  Einfluflfläche  liegen  muß,  und  damit  L«t 
der  Linienzug  A'm'B'  und  infolgedessen  auch  die  schraffierte  .M.- 
Fläche bestimmt  Es  verdient  indes  hervorgehoben  zu  wei-den,  daß 
die  Ermittlung  der  Einflußflächen  auf  dem  in  Nr.  84  gewiesenen  Wege 
im  allgemeinen  den  Vorzug  verdient,  weil  die  Aufzeichnung  der  Kämpfer- 
drucklinie  des  Zweigelenkbogeus  in  der  Kegel  wesentlich  umständlichei- 
ist  als  die  des  Bogens  mit  drei  Gelenken.  Auch  liefert  das  frühei'e 
Verfahren  schärfere  Zeichnungen. 

88.  Die  zweite  If-Lüiie.  Die  A'erkehrslast  eines  Bogeuträgers 
sei  von  B  aus  um  die  Strecke  |  vorgerückt  und  ei'zeuge  in  dieser  Lage 
(big.  249)  am  linken  Auflager  die  Widerstände  A  und  H.  Letzten- 
seien  an  der  Stelle  4  als  Ordinaten  auftragen;  ihre  Endpuukte  he- 
schi-eiben,  während  die  last  von 
B  bis  4  voi^eschoben  wird,  zwei 
Linien,  welche  zur  Untei-scheidung 
von  den  Einflußlinieu  fm^  A  und 
H  die  xueite  A-Linie  bezw.  die 
xumle  R-Linie  genannt  wei"den 
sollen,  und  zuweilen  mit  Vorteil 
zur  Berechnung  der  größten  Spann- 
kräfte in  den  Füllungsstäbeu 
verwendet  werden  können.  Die 
zweite  A  -  Linie  wui-de  bereit-^ 
(imter  der  Bezeichnung:  -i-Po!y- 
gon)  ini  L  Bande  bei  der  Berech- 
nung der  Balkenbrücken  benutzt;  ihre  zeichuerische  und  reclmerische 
Ermittlung  findet  sich  dort  auf  Seite  137  bis  139,  145  bis  152  mid  187 
(Gleich,  6).  Die  zweite  if-Linie  aber  bestinmit  man,  indem  nian  7/  für 
verschiedene  Zugstellungen  mit  Hilfe  der  Einflußlinie  für  H  bereclmet. 
Die  Anwendung  dieser  beiden  Linien  ist  zu  empfehlen,  sobald  sich 
für  die  Mehrzahl  der  Füllungsstähe  nur  eine  Belastungssciieide  ergibt 
und  diese  in  dem  Felde  F^F^  (Fig.  222  bis  226)  liegt,  welches  der 
durch  den  fi-aglichen  Stab  und  anJierdem  noch  durch  zwei  ('■urtstäbe 
geführte  Schnitt  trifft,  ein  Fall,  der  namentlich  bei  parabelfönnigeu 
Sicheltragem  vorkonunt  Hier  sind  die  Belastungsgesetze  meist«uä 
dieselben  wie  für  den  einfachen  Balken,  weil  der  Einfluß  von  H  ver- 
hältnismäßig gering  ist,  und  es  stellt  sich  in  der  Regel  heraus,  daß  in 
einer  linlcssteigenden  Diagonale  D  (Fig.  249)  der  größte  Zug  bezw. 
der  größte  Drack  auftritt,  je  nachdem  die  Belastung  von  B  ans  bis  F^ 
oder  von  A  aus  bis  F^  reicht*) 

*)    üb   dieser  Fiiil  viii'Üegt  oder  iik-bt,   kiinn   auch  mit  Hilfe   <Iei'  Kiiiiiijffr- 
liniekiinie  enla:hieden  werden,  verg),  Nr,  89. 


Fig.  249. 
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ä  Geleuten. 


Wegen  der  verhSltoismäßig  kleinen  Feldweiten  der  Bogeubi-ückeD 
erweisen  sich  in  der  Regel  die  im  I.  Bande  als  GruruisteUungen  be- 
zeichneten Lagen  der  Terkehrslast  als  die  ungünstigsten;  d.  b.  es  ist 
die  erste  Achse  des  von  B  aus  vorrückenden  Zuges  über  F^  zu  setzen 
und  die  eiste  Achse  des  von  A  aus  auffahrenden  über  f,.  Will  man 
bei  größeren  Feldweiten  sicher  gehen,  so  nehme  man  die  erste  Achse 
etwas  stärker  belastet  an.  Hau  vergl  das  im  I.  Bande'  in  Nr.  148 
über  die  Berechnung  von  Balkenbrücken  Gesagte. 

Sind  nun  D^  und  Da  die  Spannkräfte,  welche  in  dem  fraglichen 
Füllungsstabe  D  infolge  ^  =  1  bezw.  11=:  1  hervorgerufen  werden,  ao 
ist  der  Einfloß  der  von  B  bis  F^  vorgeschobenen  Verkehrslast; 

und  ebenso  erhält  man  den  Einfluß  der  von  A  bis  F^  reichenden  Be- 
lastung: 

^.D  =  BD„  +  HD„, 
wo  B  und  H  die  am  rechten  Auflager  hervoi:gerufenen  WJdeistände 
sind  und  Dg  die  Spannkraft  infolge  ß  =  1  bedeutet 


Fig.  250. 


80.  ZahlenbMBpML  Es  liege  der  in  Fig.  2äO  dargestellte  Träger  vor,  desseu 
iZ-tiinie  auf  Suite  206  ennittelt  wurde.  .iln2,4,  ...  i^  ist  die  Xämpferdnicklinie; 
!-i>;  wurde  nach  Xr,  86  bestimmt;  ihre  äiißersteu  Teile  sind  gerade  Linien  A^2a  und 
£|il8s,  welche  bezw.  durch  B  und  J,  gehen,  wie  sich  leii'ht  aus  Gleichung  (42) 
folfrem  läßt. 

Die  ständigö  Belastung  sei  y  r=  1.45'  f.  d.  m,  also  für  ein  Feld:  gX^  1,45 '2,0 
=  2,9';  die  bewegliche  Belastung  bestehe  aus  einem  Eisenbahnznge  mit  den  in 
Fig.  260  angegebenen  Achsenlasten  und  Kadständeu.    Die  in  die  Figur  eingesehrie- 


DigitizedbyGoOglC 


240  Erstt^  Abteilung.     Zweiter  AWhnitt. 

benen,  den  Knnti'ti  der  oberen  Gurtmifi  entsprechenden  Ordinaten  der  zweiten  .4 ■Tim-:' 
worden  mit  Hilfe  der  Tabefle  I  auf  Seite  310  des  1.  Bandes  berechnet,  und  dis 
Ordinaten  der  zweiten  ^-Linie  auf  die  in  Nr.  79  an  einem  Beispiele  gezeigte  W.'i^ 
aus  der  Einflußlinie  für  H.  Gesucht  seien  die  Grenzwertp  der  Spannkraft  />, 
Die  Einflüsse  ZJj,  Da,  Dg  von  .4  =  1.  B  =  l,  H=l  sind  bereits  auf  S^-ite  236 
berechnet  worden. 

Zui^hst  ist  luwiigeben,  bei  welchen  I^itsteLuntteu  diese  Orentwerte  eni- 
stehen.  Bewegt  sich  über  den  Träger  eine  Einzellast  von  B  bis  8.  so  best'hreilit 
der  zugehörige  linke  Kämpferdruck  den  Winkel  B^AS^;  er  dreht  stets  links  um  den 
Schnitö>unkt  i  von  O  und  U,  und  es  kann  ihm  daher  nur  durch  einen  reohts  um  j 
drehenden,  am  linken  TrSgei-stücke  angreifenrfen  iVwfA  D,  das  Gleichgewicht  gehiilrn: 
werden.  Rückt  die  I*ist  von  jI  bis  6  vor,  so  beschreibt  der  rechte  Känipferdni-  L 
den  Winkel  J,£6«.  ei-  dreht  links  um  i  imd  erzeugt  einen  Zug  i\,  weli-her.  ajj 
rechten  Trägerstüi;ke  imgreifeiwl,  rechts  nm  i  di-eht,  es  entsteht  also  ■<■/>  oder  _/'. 
je  nachdem  der  Eisenb^mzng  von  B  bis  8  oder  von  j1  bis  6  vorgerückt  ist. 

Der  von  B  bis  zum  Knoten  8  voi-gesohobene  Eisenbahnzug  erzeugt  am  linkt-» 
Allflager:  ^1^25,7  und  H=b9'.  Infolge  von  A^l  würde  entstehen:  D,cfc-s, 
=  —  0.178  und  if=l  würde  erzeugen:  />,  cos  q»,  =  — 0,096.  Daher  entsteht  inf-..!-.' 
der  Verkehrslist: 

_£>»  cos  ip,  =  —  0,178  ■  26.7  —  0.096  ■  59  =  —  10,24'. 

Zur  Hör  vorbringung  von  „P,  muß  der  Eisenbahnzug  von  vi  tris  6  Toi^erü._-Lt 
werden;  es  entsteht  dann  am  rechten  .iiiflagev:  h=.%Si'.  ff^31'*)  imd  man  eriiäli 
<da  B=l  den  Einfluß  />, cos q»,  =  + 1.620  misülit): 

„/),  cos  9,  ^  +  1,620 . 9,0  —  0.096  ■  31  =  +  11.60'. 

Der  Einfluß  der  ständigen  Belastung  wird  nun  wie  folgt  bestimmt  Die  re<hi- 
vom  Schnitte  ((  in  den  Knotenpnnk-ten  8  bis  18  angreifenden  Lasten  g\  erzeogen: 

''="(io+n+5i+iö+ro+fo)=^-'"=w' """  ■■"  «■^  "- "  "■ 

greifenden  jX  nifen  S;^yl(^~  +  ^y  +  ^+j^=I,0ffX  =  2,9    hervor:    fenit-r 

ist  nach  Seite  201  der  von  der  gesimiten  ständigen  Litst  hervorgerufene  Horizoni.ii- 
Schub  fl;  =  21,6',  wesliiilb  der  Einfluß  von  ij  auf  ZJ,: 

ö,  cos  q),  =  —  0.178  ■  6.1  +  1.620  ■  2,9  —  0,096  ■  21.5  =  +  1.53' 
gefimdeu  wirf.    Im  pinzen  erzeugt  also  die  Belastung: 

.^,  cos  9,  ^  -  10,24  +  1,53  =  —  8.7 ' 
«P,  cos  9,  =  4-  11,80  + 1,53  =  +  13,1', 
wozu  noch  der  Einfluß  der  Tempei'nturtndening  mit  D,  cos  9»  ^  —  0J)96  B' 
=  T  0,096  -  733  F,  hinzutritt,  wenn  F,  den  Mittelweil  der  Gurtquerschnitte  bedent--. 
In  derselben  "Weise  dürfen  die  Rpatiiiknifte  7)«,  1)^,  D^  D„  D,.  D„  bereehci 
werfen.  Für  D,  und  /\  gelaugt  man  zu  auderi'n  Belastnngsgesetzen;  es  verdiv-ni 
dann  die  AnwcTidung  der  Eiaflußlinien  den  VorzL^;,**) 

90.  NfthemngBformel  fflr  di«  sweit«  jH'-Linie  im  Falle  gUioluB&fiig« 
B«lastiuig.  Die  \'erkehrslast  sei  ^p  f.  d.  lÄngeoeinheit  der  Stützweite  /  nnd  Iw^ 
decke  die  Stretke  £,  Fig.  251;  einem  Ijistteilchen  pilx  entspreche  der  Homfintil- 

•)  Diese  Werte  sind  den  Spiegeibildem  der  in  Fig.  2ä0  gezeichneten  Lini-a 
zu  entnehmen;  sie  erscheinen  in  Fig.  250  unter  dem  Knotenpunki»  14. 

")  Die  Beiwhiintig  von  J>,  ist  überflüssig,  da  man  am  Bogencnde  ein  \-"''.'^ 
Stuhblech  anorfnen  winl. 
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§  7.    D«r  Bogen  mit  zwei  Oelenken. 


st'bub  dff.    Dann  ist 


H' 


dS,  and  es  läBt  sii^h  H  als  FunIctioD  von  £  darstellen, 


sobald  dH  a]s  Fnnktion  von  x  ausgedrüukt  «erden  kann,  eine  Aufgabe,  deren  Lösung 
für  den  in  Nr.  80  behandelten  paiabelförmigeu  SictieltrSger  und  den  in  Nr.  82 
untersuchten  Bogenträger  mit  nahezu  unTetänderl  icher  Höhe  A  zu  einfachen  Er- 
gebnissen führt. 

IL   Der  paraboliaelie  SiöheUräger.    Ersetzt  man  in  QleichuDg  (14)  (Seite  206) 
P  durch  pdx,  femer  a  durch  l  —  x  und  b  durch  x,  so  erhüt  man 
Spdxljf.  +  f.) 


(iH= 


3P(/;'+/'.')  +  32/-.Y.> 


{ (P+ 16/; 


/.)i(ylf«n' 


r  +  - 


I  l- 


ignat. 


h) 


und,  indem  man  diesen  Ausdruet  von  o  bis  £  integrieit: 

f  „       3pJ'(f.  +  f.)[(l-+16f.fl.'-f./.. 


3C  (/•.•  + /■.•)  + 


^7^-»'T-ij 


Zur  Erieicht«rang  der  Beredh- 
niing  diene  die  folgende  Tabelle,  in 
welcher  die  Werte  n'  nnd  a"  für 
6^0  bis  E  ^  0,6  i  angegeben  sind 
und  zwar  für  10  Teilpunkte  der 
halben  Stützweite.  Der  Verlauf  der 
zweiten  ff-Iinie  für  £  '>  0,6  (  er- 
gibt sich  aus  der  folgenden  Be- 
trachtung, 

Ist  G,  Ei  (Fig.  251)  dieOi'dinate 
der  ge:^uchten  Ijnie  für  £^0,6/, 
s«  eiit'ipricht  der  vollen  Belastung 
die  Ordinale  Xr=2C^..     Be-  ,1- 

devtt  nun  die  Last  von  B  aus  die 
Strecke  l  —  £,  so  nehme  man  zu- 
nächst f^UizUche  Belastung  des  Trä- 
gers an  nnd  bringe  den  Einfloß  einer  von  i 
in  Abzug,  indem  man  von   einer  durch  Ä 
Strecke  CE'=  CE  abträgt.    Es  ist  dann  E" 


ans  um  £  vorgeschobenen  Belastung 
L  AB  gezogenen  Parallelen  aus  die 
n  Punk-t  der  zweiten  ff-Linie. 


% 

T 

«' 

"" 

l 

-' 

.- 

0,05 

0,00140 

0,0097 

0,30 

0J)2920 

0,2880 

0,10 

0,00471 

0,0373 

0^6 

0,03707 

0,3767 

0,1Ö 

0,00941 

0,0810 

0,40 

0,04634 

0,4693 

0,20 

0,01620 

0,1387 

0,45 

0,05386 

0,6670 

0,25 

0,02185 

0,2083 

0,60 

0,06350 

0,6667 

I,  Orsphische  Bl«tik.   II.  1. 
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(45) 


Infolge  günzÜcher  Belastung  (S  =  /)  eutsteht: 

/»f*  (/-.  +  /•.)  (3^ +16^/•-) 
'  8  [3/- (T.* +  /.')  + 32/, "/;*]■ 
Ersetzt  mun   in  dieser  Formel  p  duii:ti  g,  RO  erUilt  maa  den  !Knflu&   der 
stäudigen  Belastung.    Für  den  in  Nr.  79  in  anderer  Weise  behandelten  Sicheltrager 
ergibt  sich  z.  B.  wejien  g  =  1,45': 

1.45- 20*  (4.0 +  2.5)  (3 -20' +  16  •4.0 -2.5)  _ 
'  —      8  [3  ■  20'  (4,0»  4-  2,5»)  +  32  ■  4.Ö'  ■  2.5«]      ~     '    ' 
ein  Wert,  der  von  dem  früher  erhaltenen  .ff,  =  21ii'  fast  gar  nicht  abweicht 

b.  Bogenträ'ger  rem  tiahexu  unrerüiuffrlieher  Höhe  k  (Fig.  212  und  213  auf 
Seite  209).  Hier  empfiehlt  es  Rieh,  tou  der  parabelförmigen  Einflufllinie  for  H 
auszugehen  und  Gleich.  (29)  auf  Seite  211  zu  benutzen.  Man  erhält  dann  für  ein 
Ijistteikben  pdx: 

'."- 477 

nnd,  hidem  man  diesen  Ausdruck  von  0  biü  £  integriert. 

<4e,       Ä=^f.-^' 

Zur  Erleichterung  der  Berechnung  der  if-Liiiie 


r(-4)- 


deren  Werte  noch  mit  -^^»  «u  multipli: 


i  die  teigende  Tabelle, 


0,06 

0,00725 

0.30 

0.21600 

0.10 

0,02800 

0.35 

0.28175 

0.1Ö 

0.06075 

0.40 

0,35200 

0.20 

0.10400 

0.45 

0.42525 

0.25 

0,15625 

0,50 

0,50000 

>'''. 

Pl*  , 

■"8/     . 

'Bf  ' 

InfülfW  giinzliche 

Belastung 
(47) 

des  Bogens 

entsteht 

nnd  infolge 

der  stäudigen  Belastung 

(48)        H,= 

'€ 

^ 

Die  Ziffer  v  ist  mich  einer  der  Gleichungen  (28),  (30).  (31),  (32)  Seite  216  zu  berechnen. 
Aufgabe,  (lesucht  sei  die  durch  eine  ^eichförmige  Belastung  herrorgerufene 
Spannkraft  -«/',  dw  linkssteiseuden  Füllungwitalies  eines  Tragers  von  nahezu  un- 
veränderlii'her  Höhe  A.  Fig.  252.  Es  sollen  die  zweiten  linien  tiit  A  und  ff,  sowie 
die  Kampfe rdruckliuip  benutzt  werden;  wobei  es  erlaubt  sei,  die  Lasten  uiunittelbar 
am  Bugenträger  angreifend  anzunehmen.*) 

')  Rechnet  man  mit  gleichfürmiger  Belastung  (die  stets  einer  Schätzung  unter- 
liegt), so  ist  die  Annahme  unmittelbarer  Belastung  immer  ZuUssig.  Uan  geetalte 
dann  überhaupt  die  Untersuchung  mügüchst  einfach. 


Dijiiiz=db,Google 


J  7.    Der  Bogen  mit  z 


<i  Gelenben. 


Die  Eämpferdnicklinie  ist  nach.  Nr.  86  eine  wagerechte  Gerade  im  Abstände 
4f:3i  von  der  AB;  sie  wird  von  der  dorcli  daa  Gelenk  A  und  den  Schnittpiuitt  « 
der  Stabe  0  und  Ü  gelegten  Geraden  in  E  geschnitten.  Die  Senkrechte  durch  E  ist 
eine  Belastong^scheide.  denn  eine  durch  E  gehende  Last  ruft  am  linken  Auflager 
einen  Kftmpferdruct  hervor,  der  die  Richtung  Ai  hat  und  das  Moment  JU(:=0 
erzeugt.  leisten  rechts  von  E  venirsachen  bei  A  Kämpferdrücke,  welche  links  mn  i 
drehen  uiid  den  fraglichen  Stab  D  auf  Druck  beanspruchen;  denn  eine  am  Träger- 
Btück  links  vom  Schnitt  tl  angreifende  Zugkraft  würde  ebenfalls  links  um  t  drehen. 
Durch  I.ÄSteu,  welche  zwischen  E  und  F,  aufgebracht  werden,  wird  D  gezogen, 
während  Lasten  hnks  von  F,  wieder  Drücke  D  hervorbringen.  Dies  letztere  ein- 
zu.sehen,  stelle  man  für  die  rechts  von  tt  angreifenden  Kräfte  die  Momenteogleichung 
iii  bezug  auf  i  auf.  Die  Aufsuchung  der  Belastungsscheide  zwischen  F,F,  darf 
mnn  sparen:  man  rechnet  genügend  genau,  wenn  man  behufs  Erzeugung  von  mmJ^ 


den  Ttiijjer  zwischen  E  und  der  Mille  C  des  Feldes  F,  F,  Iwlaslet  und  den  auf  den 
Quertrüf.'er  F,  entfallenden  Teil  der  Bela.stung  des  Feldes  F^F,  unberücksichtigt 
läßt,  also  links  von  tt  nur  die  äußeren  Kräfte  A  und  //  annimmt.  Dabei  ist  A 
gleich  dem  Untorschtede  der  bei  C  und  B  gemessenen  Ordinaten  der  zweiten  .A-Linie, 
und  ganz  entsprechend  wird  auch  H  gefunden.  Schließlich  erhült  man  mit  den  auf 
Si.'ite  221  eingeführten  Bezeichnungen  D^  und  Dh; 

Man  könnte  auoh  A  und  H  zum  Kämpf  erdrucke  K  Kiisiimmensetzen  und  hierauf 
nach  Blind  I,  Nr.  184  verfahren. 

Wirf  minD  gesucht,  so  werden  die  Einflüsse  der  auf  den  beiden  negativen 
Beitragv,streckPii  A^C  und  EBa  aufzubringi^nden  BeliLstungon  getrennt  ermittelt  und 
dann  zusammengeiiähll.  Wird  die  Strecke  A^Ü  belastet,  so  handelt  es  sich  um  die 
Bestimmung  der  am  rechten  Auflager  hervorgiiruteneii  Wiiieistäode  B  und  ff. 


•)  Wir 


I  daran,  ditß  < 


eckmäßiger  ist,   D  c 
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e.   Formeln  fllr  die  Momente  gleichmäßig  belasteter  Bogentrilger,  deren 
.ff-Unie  eine  Parabel  lit. 

OL    Ea  htkodle   sirh   um  Bogenträger   vun  nahezu  nuTetinderiicher  Hub?  jt 
(Fig.  212  u.  213  Seite  214),  deren  /f-Linie  uacb  S.  211  eine  Parabd  von  der  Pfeilh<'^ 


"»=  ißTiT  ist,  wobei  1 


-^=r 


gesetzt  werden  luöge.    Di«  Kämpfurdi-ucbllDie  ist  eine  wagerechte  Gerade 
Stande  J/"  von  der  AB.') 

Gesucht  seien  die  Grenzwerte  der  Momente  M'  und  M"  für  die  Knotenpuiii^ 
o  der  oberen  and  »  der  unteren  Gurtuug. 


AI" 


IFir  bestimmen  zunächst  den  EiufluB  der  ständigen  Belastung  g,  welche  de;: 


B  Parabel  ÄSB,  deren  Ifeilhobe 


r__ 


r  (Fig.  264) 

ist  und  messen  die  senkrechten  Abstände  c,  und  Ca  der  Punl^  o  and  u  tod  jener 
Parabel    liegt  o  oberhalb  und  u  unterhalb  der  Parabel  ASB,  so  ist: 

Gelingt  es  nun,  die  Momente  .,(,.Wp  und  ««..V,  in  der  Farm 
«..V',  =  — Cp;   ,.*J*S  =  — C.p 

von  M,  und  M,  (nach  der  auf  Seite  190  durfh- 


darzustellen,  ao  sind  die  Grenzwerte 
geführten  Untersuchung): 


•)  Es  wii-d  wie  in  der  Aufgalie  auf  Seite  243  die  zulässige  Annahme 
barer  Belastung  gemacht. 


[uiUet- 
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§  8.    Zweigeleokbogen  mit  gesi>rengter  Zu^tange  u.  s.  \( 


-^=-»gr 

.-pC-H,,, 

_.v.=-,|. 

.+PC.  +  ÄJ,. 

-'^=+»87' 

.-pC.-H„. 

-»■=+'«?■■ 

.+fC.  +  «».. 

>  Kl  den  absoluten  Wert  des  Eorizontalsoliubee  infolge  einer  TemperataifttideruDg 


Zur  Ennittluug  von  .^Ji',  legen  wir  durch  A  und  o  eine  Gerade,  welche 
die  Eimpferdrucklinie  in  der  BetAstaugascheide  K  schneidet,  beetimmen  senkrecht 
unter  E  den  Punlt  N  der  K-Porabel  und  erhalten  in  dem  schraifierten  Paisbel- 
abschnitte  den  zur  negativen  Beitragsstrecke  B,E  gehörigen  Teil  der  ^-fläche. 
Der  Inhalt  dieses  Abachnittee  verl^t  sich    zom  Inhalt  der  ^-Fläche   wie  ^ :  P, 

ist  also  ^  X  ■  "ä" '  Td7  *  • '  =  ö^.  und  daraus  folgt,  daß  die  von  S,  bis  JP  reichende 
Bel^ustung  das  Moment 

,59,  ^,  =  -,.,§^-.  =  -.'if^- 

ei'i^eugt.  Schneidet  nun  eino  durch  B  und  o  gelegte  Gerade  die  Kämpferdmoklinie 
innerhalb  der  Stiit3™reite  in  J5',  wie  dies  Fig.  258  vonmssetzt,  so  muß  noch  die 
Strecke  A,E'  belastet  werden,  und  es  entsteht  dann: 


(64) 
In  diesem  FaUe  ist 

-*••=— 87^  «  +  6-''>- 

(56) 

<-•=#(  «+«•••)■ 

Liegt  E'  links  von  A,, 
Ganz  ebenso  erhält  man 

80  ist  in  vorstehender  Gleichung  Je 
für  Ca  den  Ausdruck 

=  0 

(66)  C.  =  J=j-  (B  +  i/-). 

Äamerkung.  Weitere  analytische  L'ntereuchongen  dieser  Art  findet  der  Leeer 
in  des  Verfassers  „Theorie  nnd  Berechnung  der  eisernen  Bogenbriicken",  Berlin  1880. 
Dort  ist  allerdings  nur  der  Fall  vi=  1  behandelt  worden,  und  es  unterecheiden  sich 
daher  die  gewonnenen  Formeln  von  den  hier  abgeleiteten  dadurch,  daß  /^  an  die 
Stelle  von  f  tritt.  Dem  Leser  wird  es  hiernach  keine  Schwierigkeiten  bereiten, 
auch  die  in  dem  angeführten  Buche  für  Eittxellasleii  gegebenen  einfachen  nnd 
■bequemen  Gleichungen  für  den  Fall  eines  von  1  verschiedenen  Wertes  »  um- 
zubilden. 


ZweiKelenkbogen  mit  gesprenifter  Zugstange  uad  verwudte 
Trflgerarten. 

92.  Eine  für  Brücken  und  Dachstühle  wichtige  ABordnung  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  ist  die  in  Fig.  255  dargestellte.  Die  Kämpfer 
A  und  B  sind  durch  ein  Zugband  verbunden,  welches  an  dem  Each- 
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werkbogen  durch  senkrechte  Stäbe  befestigt  ist;  das  Auflager  A  ist 
fest,  das  andere  {B)  wird  auf  einer  wagerechten  Geraden  geführt 
Zur  Bestimmung  der  Stützettwiderstände  sind  die  Gleichgewichtsbe- 
dingungen auÄi-eiehend;  der  Träger  verhält  sich  in  dieser  Beziehung 
wie  ein  einfacher  Bal- 
ken; er  ist  jedoch  inner- 
Iwhstatisek  unbestimmt. 
Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größe  wird 
zweckmäßig  die  wage- 
rechte Projektion  H  der 
Spannkraft  des  Zugban- 
des eingeführt:  dieselbe 
ist  für  alle  GUeder  gleich 
gi'oß.  Zieht  man  von 
einem  Punkte  O  aus 
Parallelen  zu  den  Stäben 
7,  //,  ///,  ...  so  schnei- 
den diese  auf  einer  im 
Abstände  H  von  0  ein- 
getragenen Senkrechten 
die  Spannkräfte  Z  der 
Hängestangen  ab,  und 
die  Längen  der  von  O 
'"  .  ausgehenden  Strahlen 

geben  die  Spannkräfte 
Si,  8„,  Sai,  ...  der  Stäbe  /,  7/,  777,  .  .  .  an.  Damit  sind  alle  am 
Pachwerkbogen  angreifenden  Kräfte  bekannt 

Will  man  die  Stabkräfte  aus  den  Momenten  M  berechnen,  so  führe 
man  durch  «<  einen  senkrechten  Schnitt  und  zerlege  die  Spannkraft  der 
geschnittenen  Zugstange  in  eine  senkrechte  und  eine  wagerechte  Seiten- 
ki-aft;  die  erstere  geht  durch  den  Drehpunkt  m,  und  die  letztere  übt 
das  Angriffsmoment  —  Hy^  aus.  Da  nun  die  äußeren  Kräfte  mit  denen 
eines  einfachen  Balkens  übereinstinmien,  so  erhält  man 


(1) 


M„  =  M,„  —  Hy„, 


d.  L  dieselbe  Gleichung,  welche  auf  Seite  216  für  den  Bogen  mit  festen 
Kämpfergelenken  gefunden  wurde.  Nur  bedeutet  jetzt  y  nicht  mehr 
den  Abstand  des  fraghchen  Knotenpunktes  von  der  Geraden  A  B,  sondern 
von  dem  Zugbande. 

Wird  behufs  Berechnung  einer  Spannkraft  D  das  Angriffsmoment 
für  den  Schnittpunkt  i  der  an  D  grenzenden  Gurtstäbe  0  und  U  ge- 
sucht,  so   mißt  man  den  senkrechten  Abstand  y,  des  Punktes  i  von 
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demjenigen  Gliede  der  Zugstange,  welches  der  durch  O,  I>,  U  geführte 
Schnitt  tt  trifft  und  erhält: 


oder  ( 


(2) 


M,=  M„~Hy,, 


wobei  das  Vorzeichen  von  der  Lage  des  Punktes  i  abhängt 

Es  bedarf  jetzt  nur  eines  Hinweises  dai-auf,  daß  die  in  Nr.  84 
gelehrten  Verfahren,  die  Einflußflächen  für  senkrechte  Belastung  aus 
ein  und  derselben  if-Linie  deren  Bestimmung  in  Nr.  93  gezeigt 
werden  wird,  zu  ermittehi,  auch  auf  den  voriiegenden  Fall  angewendet 
wei-den  dürfen;  man  hat  nur  auf  die  andere  Bedeutung  von  y  zu 
achten. 

Hinsichthch  der  Gestalt  des  Stabzuges  /,  //,  777.  ...  ist  die  vor- 
stehende Untersuchung  an  keinerlei  Voraussetzungen  gebunden.    Dieser 


^ny'Y>i  iNKK^^kvikrj. 


Hg.  258. 


Fig.  259. 


Stabzug  darf  auch  nach  unten  gesprengt  wei"den;  es  entstehen  dann 
Träger  der  in  den  Kg.  256  bis  259  dargestellten  Art  Die  senkrechten 
Zwischenstabe  werden  hier  auf  Druck  beansprucht  Die  Tragiverke  in 
den  Figuren  258  uud  269  bezeichnet  niaii  auch  als  verepannte  Balken, 
und  den  Träger  in  Fig.  257  als  versteifte  Kette,  und  man  nennt  dann 
das  Dreieekfaehwerk  ACBA  den  Verskifmiysbalken  der  Kette  ÄSE. 
Nicht  unzweckmäßig  dürfte  es  sein,  den  mit  dem  Dreieckfachwerk 
durch  senkrechte  Stäbe  verbundenen  Stabzug  in  allen  hier  vor- 
geführten Fällen  die  dritte  Gurtnng  zu  nennen  und  festzusetzen,  daß, 
falls  kurz  \'on  der  oberen  und  der  7niteren  Gurtung  gesprochen  wird, 
hierunter  die  Gurtungen  des  Dreieckfachwerks  zu  verstehen  sind.  Die 
dritte  Gurtung  kann  auch  oberhalb  des  Droieckfachwerks  hegen;  sie 
v:ud  dann  auf  Druck  beansprucht,  während  die  Zwischenstäbe  (eine 
durchweg  nach  unten  hohl  Hegende  dritte  Gurtung  vorausgesetzt)  Zug- 
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Spannungen  erleiden.  Bezeichnet  man  für  diesen  in  Figur  260  dar- 
gestellten Fall  mit  H  die  wageredite  Seitenkraft  des  in  der  dritten 
Gurtung  auftretenden  Ikvckes,  so  bleibt  die  Gleichung  Jf.  ^  M,. 
—  Hy„  gültig.  Für  M,  erhält  man  je  nach  der  Lage  des  Punktes  i 
gegen  den  vom  Schnitte  t — t  getrogenen  Stab  der  dritten  Gurtung: 
M,  =  M„±Hy.. 

Den  in  Fig.  260  abgebildeten  Träger  pflegt  man  auch  einen  durch 
einen  Balken  versteiften  Stabbogen  zu  nennen  und  bezeichnet  dann  das 


Dreieckfachwerk  als  den  Versteifungsbalken  des  Stabbogens.*)  Dieser 
Balken,  welclier  zugleich  bestimmt  ist,  den  Horizontalschub  des  Bogens 
aufzunehmen,  erhält  meistens  (abgesehen  von  den  Endfeldem)  parallele 


Gmiungen.    Die  Untersuchung  der  Füllungsstäbe  gestaltet  sich  dann 
besondei'S  einfach.    Es  handele  sich  z.  B.  um  die  links  steigende  Diago- 

•)  UnKei-es  WisseuR  ist  diese  Trägerart  zuerst  von  dem  verstorbenen  oster- 
reichisohen  Ingenieur  Langer  gegeben  worden  und  dürfte  daher  wohl  am  besten 
lAingeradier  Ballen  genannt  werden. 
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naie  D  des  Trägers  in  Fig.  261.  Führt  man  den  Schnitt  tt,  zerlegt 
den  Druck  /fseca  des  von  tt  getroffeneu  Stabes  der  dritten  Gurtung 
in  die  Seiten]cräfte  H  (wagerecht)  und  H\^a  (senkrecht)  und  setzt 
mau  schließlich  die  Sunune  aller  links  vom  Schnitte  tt  wirkenden  lot- 
rechten Kräfte  =0,  90  erhält  man: 

^  —  SP— iJsin^  —  B'tga  =  0, 
wo  SP  die  Sunune  der  links  vom  Schnitte  t  angreifenden  Lasten  be- 
deutet   Hierin  ist  nun 

A  —  kp=Q, 

die  Querkraft  für  den  Schnitt  tt  eines  einfaßten  Balkens  AB,  und  es 
ergibt  sich  daher 

i?  sin  9  =  (?,  wo 

(3)  0=a  — ^tg<i  =  tga(e,cotga  — ff)- 
Man  nennt  Q  die  Querkraft  für  den  Schnitt  tt  des  Versteifungs- 
Baikens,  betraclitet  tg  k  als  MulüpUkator  und  erhält  dann  die  Einfluß- 
fläche für  Q  als  den  Unterschied  der  Q,  co^  a-Fläche  und  der  if-Fläche. 
Macht  man  also  (Figur  261)  Xj4"=:  1  cotg  a,  zieht  A'B'^  hierauf 
A'L^  II  B'Ä\  schließlich  I^,Lj,  so  ist  die  schrrffierte  Fläche  die  ^Fläche; 
denn  wäre  A'A"^  1,  so  wurde  nach  Band  I,  Seite  132,  der  Linienzug 
A'LiLfB'  die  auf  die  Achse  A'B'  bezogene  ©.-Linie  sein. 

Auf  dieselbe  "Weise  werden  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben 
der  in  den  Figuren  2B8,  259,  270  abgebildeten  Versteifungsbalkeu 
bestimmt. 

93.  Die  Bestinuniuig  der  Einflnfillnie  fOr  H  unterscheidet  sich 
von  der  in  Nr.  77  gelehrten  Weise,  die  ff-Linie  eines  Zweigelenkbogens 

S'*s 
za  berechnen,  nur  dadurch,  daß  die  Summe:    S^tet,   welche  sich 

bisher  nur  auf  die  Stäbe  des  Bogens  bezog,  und  für  welche  der  Aus- 


senkrechten Zwischeustäbeu  entsprechenden  Glieder  vermehrt  werden 
muß.  Sind  nun  «,,  o,,  ...  die  Neigungswinkel  der  Glieder  der  dritten 
Gurtung,  so  sind  die  Spannkräfte  S  und  Z. 

(4)         S,^H^eca.,:    .%=  ffsec  «j:  .  .  .*) 

■)  Es  Hird  dies  die  abenlutun  AVerle.  Die  unterhalh  des  Dreieckfachwerks 
lictrendf  dritte  (iurtunR  (Jlg.  255  bis  269)  wii-d  gezogen;  ist  sie  nach  oben  gesprengt, 
so  werden  die  lotreihten  Zwisebenstäbe  auf  Zug  beansprucht,  sonst  auf  Dnick.  liegt 
die  dritte  Giii-tung  oberLilb  des  Dreieckfiii'hwerks,  Fig.  260,  so  wird  sie  gedriiekt; 
die  Zwiscbenstäbe  werden  dann  gezogen. 
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(6)        Z,  =  a(tg.,-tga,);    Z,  =  H(M;a,-tg  <-.,):  ... 

und  man  erhalt  für  dio  allgemem  mit  S'  bezeichneten  Spannkräfte  des 
Zusfandes  H=~~l  die  absoluten  ^V'^erte: 

I  ^/=seca,  für  das  r*"  Glied  des  Zugbandes. 
*■  -^         l  S,'^(l^a,  —  tgo,+  i)  für  die  r*«  Zwischenstange. 
Sind  also  die  Längen  dieser  Stäbe  =  s^  bezw.  x,  und  ihre  Querschnitte 
^  F,^  bezw.  =  F,,,  so  ergibt  sich: 

*^ ^     ""  i'ii'       £■/;  "^  ■-  "•"  "=■    i'F.,    "•"  -*  £i,;^ 

Jfan  darf  mm  stets  die  Annahme  machen,  daß  sich  der  Quer- 
schnitt der  dritten  Giirtung  so  ändert,  daß  die  Spannung  o  = ^^  — 

einen  festen  Wert  annimmt.  Erfordert  also  H  den  Querschnitt  F,,  (d.  i, 
der  Querschnitt  eines  wagerechten  Ghedes  der  dritten  Gui-tung),  so 
wird  F,,  =  F^  sec  «,,  und  man  erhält,  wenn  man  fiir  alle  Zwischen- 
stäbe denselben  Quei-schnitt  F.  aaiiiranit, 

wo  \r  die  Horizontalprojekäou  von  %  bedeutet  (Fig.  255c). 

Die  Bestimmung  der  ff-Linie  geschieht  jetzt  nach  folgender  Regel: 
Man  berechne  die  Momente  M„„  eines  mit  den  Geicichten 

K',  ^  ""  "  -",'-  belasteten  einfache)!  Balkens  A'B'  (ver^eiche 

Fig.  198  bis  200)  u?id  dividiere  sie  durch 

(9)        9!  =  S j.  +  -^1  SX,  sec"  a,  +  j}  S»,  («  «,  -  tg  ^«  ,)■, 

irobei  x^^y^w^.     Das  Ergebnis  ist:   "-.  =  — j^"- 

Die  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  für  9i  sind  von  ver- 
hältnismäßig geringem  Einfluß  auf  H  und  lassen  sich  meistens  erheblich 
veremfachen.  Liegen  z.  B.  die  Knotenpunkte  der  dritten  fiurtung  in 
einer  Parabel  mit  der  Gleichung 

iJ,  =  iU-'-'~^''  (Fig.  265) 

und  folgen  auch  die  Längen  ;;  der  Zwischenstiibe  dem  Gesetze: 


■.=if. 


so  darf  man  stete  genügend  genau  seteen: 
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^•H^m-^-mn 


wo  Xj  den  Mittelwert  der  attnälienid  gleich  großen  Feldweiten  \.  be- 
deutet, und  man  erholt  dann  den  schnell  zu  berechnenden  Ausdruck: 

(10,   «=-.+i:<i+^3''-f)+^f^.f- 

Für  den  Fall  eines  Zweigehnkbogens  mit  wagerechter  Zugstange 
(/,  =  0  in  Fig.  265)  ergibt  sich 

(11)        <lt  =  Sx.+  -^^l, 

ein  "Wert,  der  auch  bei  geringer  Sprengung  des  Zugbandes  genügend 
genau  ist  und  daher  auch  für  die  in  den  Fig.  256  und  275  dargestellten 
Träger  brauchbar  bleibt  Bei  Berechnung  von  Dachbindern  dieser  Art 
ist  es  sogar  zulässig,  3i  =  2x_  zu  setzen,  weil  ja  die  Bestimmung 
des  größten  Schneednickes  und  besonders  des  Winddnickes  auf  einer 
ziemlich  unsicheren  Schätzung  beruht 

Kürzungen  der  Werte  «■„  und  x„  ziehen  natürlich  auch  eine  ent- 
sprechende Änderung  der  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  9i 
nach  sich.  Nimmt  man  z.  B.  bei  Untersuchung  des  in  Fig.  261  dar- 
gestellten Trägers  für  alle  Obergurtstäbe  denselben  Querschnitt  F,  an 
und  für  alle  Untergurtstabe  denselben  Querschnitt  F„  und  setzt  man 
die  willkürliche  Querschnittsfläche  F^  =  F,,  so  empfiehlt  es  sich,  einem 
Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung  das  Gewicht 

(12)  .  .  .  «■.  =  ,.  (statt  „-.^J^f-  =^) 

zuzuschreiben  und  einem  oberen  Knotenpunkte  k  das  Gewicht: 

(13) «.=  ,?.  J;  (statt  »■.=  "^^    -^^). 

Diese  besonderen  "Werte  u-  sind  aus  den  allgemeineren  durch 
Division  mit  X  :  k'  erhalten  woi-den,  und  es  müssen  daher  auch  die  beiden 
letzten  Glieder  von  9?  mit  X  :  k'  dividiert  werden.    Man  erhält: 

(U)9!  =  Sji  +  5sj;+*'[J-21,sec>.,+^;2j,(lg.,-t(!l.t,)'], 
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TCofür  man  stete 

setzen  darf;  aach  ist  es  in  der  Regel  erlaubt,  das  zweite  Glied  des 
Hammerausdruckes  und  den  Paktor  ( 1  -j-  -q-  ^J  ^a  streichen.  Mau 
erhält  dann: 

(16)      «  =  s,;  +  -j;^s^!+^i. 

84.  Dar  Etnflufl  ein«r  Tempentnränderitiig  anf  JH  ist  durch 
die  allgemeine,  für  jedes  einfach  statisch  unbestimnite  Fachwerk  gtUtige 
Gleichung  gegeben: 

(17)        Il  =  f^, 

EF 

wo  S'  die  Stäbkraft  für  H^  —  1  ist  Sind  e  und  t  für  sämtliche 
Stäbe  gleich  groS,  so  wird  ?,  =  0;  denn  setzt  man  in  die  dem 
Spannungszustüide  H^  —  1  entsprechende  Arbeitsgleichong 

welche  für  beliebige  mögliche  4s  gilt,  Äs  =  05,  wobei  o  eine  Kon- 
stante ist,  d.  h.  nimmt  man  an,  daß  die  geänderte  Form  des  Fachwerks 
der  ursprünglichen  ähnlich  ist,  so  findet  man 
SS's  =  0. 
Wird  nun  vorausgesetzt,  daß  sich  die  dem  spamiungslosen  Au- 
fangszustande  enteprecheuden  "Wärmegrade  der  Stäbe  des  Dreieckfach- 
werks und  der  Zwischenstäbe  am  t  ändern,  diejenigen  der  dritten 
Gurtung  hingegen  um  t-\-  l^t,  so  erhält  man  für  H,  den  Wert 


//,  =  - 


EF 


wobei  sich  S,  über  sämtliche  Stäbe  erstreckt,  hingegen  S^/  um-  über 
die  dritte  Gurtung.  Erstere  Summe  ist  ^  0,  und  letztere  gebt  ftir 
den  Fall  einer  geiiogenen  dritten  Guitung  [wegen  5,  ^  +  if  sec  a,  und 
5,':= — seco,]  in  — SX^sec*«,  über,  weshalb  sich 


*)  Für  die  Stäbe  AC  und  EB,  deren  Spanniräfte  d 
abhäugun,  ergibt  sich  5'  =  0;  die  dritte  Uurtimg  reicht  t 
ist  ^/»,  ihre  Spnnnweite  =/». 
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Sysec' 


^  EF 


tE  F,ltS\,  sßc*  Or 


2*.  +  ^  SX,sec»  a,+  ^-  S^,  (tg  «,  —  tg  o,^,)' 

erg;ibt,  and  hieraus  folgt:  wird  die  dritte  Qurtuug  stärker  erwäjmt  als 
die  übrigen  Teile  des  Bogens,  so  nimmt  der  Horizontakt^  ab;  im 
Gegenfalle  wächst  H  nm  ein  positives  H,.  Für  den  in  der  Fig.  260 
daigestellten  Träger  findet  man,  daß  der  Horizontalf^ri^  H  zu-  oder 
abniiumt,  je  nachdem  die  dritte  Gurtung  mehr  oder  weniger  erwärmt 
wird  als  der  Versteifungsbalten. 

Es  ist  nun  stets  zulässig,  die  Formel  (18)  durch  die  emfachere: 

(19)  ff.  =  T'-^^' 
xa  ersetzen;  denn,  da  die  Wahl  von  Af  einer  groben  Schätzung  unter- 
liegt, so  hat  es  natürlich  keinen  Zweck,  die  übrigen  Glieder  allzu  pein- 
lich zu  berechnen.  Für  ^„  ist  in  (19)  der  "Wert  x„=  "^  '  -^  ein- 
zuführen. Eine  Kürzung  der  x  bedingt  auch  eine  entsprechende 
ludemng   des  Zählers  von  H,.    Setzt  man  z.  B.  für  den  Träger  in 

Kgiir261,  w«  =  y,  undw^  =  y^~-,  femer  x„  =  yl„  x^^yl-^,  so 

g         \ 
muß  man  den  Zähler  von  H,  in  Gleich.  (19)  durch  —i-=>-rT  dividieren; 

es  ergibt  sich  dann: 

(20)        H,  =  +  — j-         1" 

96.  KolwningBformeln  tOi  d«n  dnnb  «inen  Balken  mit  parallolon 
Snrtinigen  Terat«iAen  Parabslbogeii.  Vir  bezeichnen  mit  A,  und  A.  die  Ab- 
stände der  Gurtungen  von  der  die  Bogenenden  AB  verbindenden  wagereohten  Ge- 
raden, mit  y'  die  auf  die  Gerade  AB  bezogene  Ordinal«  dee  Bogens  au  der  Stelle 
j;  sodann  betrachten  wir  den  Bogen  als  stetig  gekrümmt  und  setzen  für  eine  Einzel- 
tot  P  (unter  TemachlSssigiing  der  Dehnung  der  Hängestangen;*) 


■s.!,.n+J^■Sy,•l+^•^J{l  +  J 


die  gröQe 
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*)  Dafür  wollen  irir  die  AbmesNungen  1^  und  /i  (£^  261)  durch  die  gröQeren 
l  und  f  ersetzen. 
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--^'^"■=>/~+!/''^  =  y'  +  ''-  +  ij/'  —  ^') 


y^ 

r^^ 

Y-  -- 

A. 

^-^AAAAA^" 

V 

^^^ 

f 

«f       ^x^  i 

(21) 


Man  -vergleiche   die  tUmlicbe  £ntwiclduiig  in  Nr.  82,  Seite  31ö; 
i  wie  dort  ergibt  sich 

Sfl'ii.     ^       o^L'-t-«*'     "'^2/-       F^  +  F,     J' 


>=1  + 


5  Ä-^-— ^.''._i_^  ft-*F-+ft.'F.  ,  ISA* 


2    /(f.  +  F.)^8     /»(F.  +  F.) 
Die  hiernach  aufgetragene  ^-Jjnie  weicht 
B  darf  durch  eine  Parabel  von  der  Pfeilhöhe 

3/'/ 
=  16/' 
ersetzt  werden,  wobei 

f(F,-i-F,)  +  h2b{h 


wenig  von  einer  Parabel  ab; 


(22) 


nF,  +  F,)+  2,5  (Ä.P.-A.F,)  +  15  (A..F.+ft,*F.)+^  j{^+^i^)  ''^' 


15  A«  m F.F^  V^  _  an  ^'A -2  -P-^'" 
■*■  8   /■    3     F,      /•  ~  (*        F. 

hinzu.    Für  die  in  den  Figuren  263  und  264  dni:geste1]ten  tjonderfälle  erhalt  man: 
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ZweigelenkbogeD  mit  gcspreogte 
a  die  Strecke  £  vo 


Infolge  einer  von 
lastung  p  entsteht: 

(27)  i/=£^ 

Der  Einfluß  einer  den  ganzen  Träger  bedeckenden  gleicliförmigen  Belastimg 


Zugstange  i 
■geschobenen 

4h 


s.w.  256 

gleichförmigen  Be- 


infolge einer  Temperatorändeniug  entsteht: 

15  ^  tEF,F.M<, 

f    f{P,+F.)^l^b{h.F.- 


(30) 


•*), 


-KF,) 
wobei  lu  beachten  ist,  daH  der  HorizontaUfwcfc  H  in  der  dritten  Giirtung  vergrÖBert 
wird,  sobald  diese  Gurtung  um  Lt  mehr  erwärmt  wird  als  die  übrigen  Teile  des 
Fachwerks. 

Für  den  Fdl  einer  gleichfönnigen  ständigt-n  und  beweglichen  Belastimg  lassen 
sich  sehr  einfache  Formeln  gewinnen,  welche  den  in  Nr.  91  für  den  Zweigelenkbogen 
abgeleiteten  ähnlich  sind. 

1.  AngriffmtomettU.  Wäre  H^O,  so  würde  sich  für  den  Knotenpunkt  u 
(Fig.  265)  infolge  der  stÄndigen  Belastung  das  Angriftsmoment  .V,^^(f  — ^—  ergeben, 


und  es  entsteh!  daher  mit  Berücksichtigung  vo 


,^= 


I  das  Moment: 


V+ii.), 


IfeM 


*)  Vei^l.  üeiU-  242.  Gleichung  46. 

anf  Seite  215  entspricht. 


welche  Formel  der  Tileichimg  (25) 
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,  nach  Division  durch  A*) 


Ebenso  erhält  man  für  einen  Knotenpunkt  i 


r  oberen  Gortong: 
.-1). 


Zeichnet    man 


eine   Parabel    A'S'B',   deren   PfeÜ  =  -^  (»  —  1) 
—jnT~  '^'^'^  ^^^  ^B',  mid  miHt  entsprechend  u  und  o  die  Abstände  F.  imd  li  der 


bezw. 


zieht  die  £u  A^B'  parallelen  Geraden  CD  und  EF  in  den  Absläiiden 

^^ 

Parabel  von  jenen  Geraden,  so  findet  man 

(31,  ^=-,Y.,    *  =  +  »!-., 

denn  die  ant  A'B'  bezogene  Ordinate  der  Parabel  an  der  Stelle  j  ist  =  -^  ■  — -„ ,  ■■-  xx' 

Kgur266  setzt  voraus,  daß  v>l  Lst.    Ergibt  sich  »<!,  so  liegt 

'  oberhalb  A'B. 

Behuft  Ermittlung  von  Jf,"  biingen  wir  die  untere  Gurtung  des  Terstafungs- 

balkens  m  A^  und  B,  mit  den  Auflagersenti'echten  zum  Schmtt,   bestimmen  den 

lotrecht   über  u  gelegenen  Punkt  u'  des  Bogens  und  folgern  aus  der  Gleichung 

Af-  =r  Jf.  —  Hy,,  in  wdeher  Jtf,  das 

■  ■" JC— f        f- — -■& — «1  Moment  für  den  Querschnitt  x  eines 

~  *  einfaohen  Balkens  bedeutet,  daß  M, 

dieselbe  Form  hat  wie  das  Moment 
für  den  Punkt  u '  eines  in  den  Punkten 
Ag  nnd  B,  ge«jtützteu  Zweigelenk- 
bogens.  Diesem  Zweigelenkbogen  moB 
Fig.  266.  natürlichderfürdenversteiftenBogen 

gefundene  Wert  i  (Gleichung  (23), 
Seite  254)  zugeschrieben  werden.     Die  Kämpferdrucklinie  ist  eine  Wagerechte  im 


Abstände 


4/" 


der  A,Bit  und  werde   ' 


den  Geraden  A^u'  nnd  B,u'    in 


Punkten  E,  W  geschnitten,  deren  Abstände  von  den  Auflagersenkrechten  £, 
sind,  Fig.  266. 

Dann  ergibt  sich  ^'-^-  ■  =  —  pC,,  wo 


(35) 


a=^ 


.y.(e.'  +  6.-') 
Sflh 
Die  beiden  Grenzweile  von  3f" :  li  sind  nun 


(36) 


^M. 


*)  "Wir  berechnen   di' 
Werten  proportional  sind. 


ar.-pC. 
,r.  +  pc 

weil   die  Spannkräfte   i 


den  Ourtsläbea  diesen 
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und  ebenso  ei^bt  sich: 
(37) 


(38) 


c.  =  -? 


f£. 

k-X- 

-V 

Jf 

V-- 

kl ift.    .. 

%fih 

Die  EnrntÜiing  von  £.  und  %^ 
zeigt  die  ohne  weitere  Erldäning  ver- 
ständliche Figur  267.  liegt  £"  links 
von  j1,  so  ist  £':=0  zu  setzen,  hin- 
gegen E^O,  wenn  E  rechts  von  B 
Eilt,  —  Durch  die  vorstehenden  For-  jV.  2i 

mein  sind  die  Spannlo^e  in  den  Gur- 
tungen bestimmt 

2.  Querkr^ie.  Wird  zunächst  5^=0  angenommeu,  so  eiii 
welche  gleich  den  Ordinaten  eines  in  eine  Parabel  vom  Pfeil 
Polygons  sind  und  für  das  »«te  Feld  ergibt  sich  die  Querkraft; 


(.stehen  Momente  M,,^ 


9..,- 


\ 


-=tsP- 


-HM^ 


iSit  Berücksichtigung  vui 
iid   wegen  tgo«:  tgp«  =  /":- 


//,  erhält  man  iilso: 
-/f,tKa,  =  tgp„- 


(39)  y„,  =  -(;>,-,  (v—l). 

Miiii  hat  also  nur  nötig,  die  im  ersten  Bande  Seite  128  für  die  Querkräfte  <?,, 
di's  ebfachen  B^ens  gewonneneu  Werte  mit  —  (v  —  1)  zu  multiplizieren  und 
gelangt  zu  der  in  Fig,  268  dargt-stcllten  QuerkrafLsÜache.     WiQ  man  i'echnen,  so 


(40)  Q.,  =  -<,xJ'(->- 

Uailer-BrealBu,  Gnphieulie  StnÜk.    II.  1. 


./Google 


258  Ei^te  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 

Die  Bestimmung  des  Einflusses  der  beweglichen  Beln-stung  p-  geschieht  sehr 
überaichtlich  wie  folgt. 

Im  Abstände  -^  von  der  AB  wird  die  Wagei-echte  Ä'B'  gezogen,  und  durch 

A  eine  Parallele  zum  mien  Stabe  {F'F")  der  dritten  Gurtung  gel^  (Fig.  269), 
welche  die  A'B'  in  E  schneidet.  Eine  dtu-ch  E  gehende  Lost  P  erzeugt  —  eine 
stetig  gekrümmte  W-I.inip  vorausgesetzt  — 


und  bringt  die  Querkiiift 

Q„=A  —  IItf:a^  =  0 
hervor.    Eine  tinla  von  £  liegende  Lnsl  P'  verunjacht  H=Aco\git'  und  die  Quer- 
laitft  O-^-l  — -'lcotga'tga_=  4 1^1— ^^1,  welche  positiv  ist,  weiHg(i„<tga* 
ist,  während  Lasten  rechts  von  E  negative  Querhüfte  Qm  erzeugen,    liegt  aber  I* 
Lnlta  von  vt  —  1,  so  entsteht 

p»  =  ^-P— ;/tgc<.  =  -B-iflgo«, 
und  hieraus  dai-f  man  schließeii,  daß  zur  Erzielung  von  «,(?«,  nur  die  zwischen 
dem  Schnitte  /(  und  der  Senkrechten  durch  E  gelegenen  Knotenpuntte  (mit  je  fiX) 
zn  belasten  sind.*)  Zeichnet  man  nun  die  Einflußüiiie  für  Ä'und  A  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  sich  über  den  Träger  die  I^st  1  ■  X  bewegt  und  addiert  die  unter  den 
belasteten  Knotenpunkten  gemessenen  Ordinalen  H  und  A,  so  erhält  man 
^e„,  =  (SJ-tg>.S//)p. 


•)  Wir  machen  die  zweckmäßige  (etwas 
lasten  pi..    Vergl.  Band  I  Seite  118. 


u  ungünstige)  Annahme  fester  Knoten- 
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Tobei  in  dem  in  der  Fig.  369  dai^eatellten  Falle 

%A  =  At  +  A,+  At+At;    Sff=  F,  + /r«  + J7,  + JT, 
ist.    Die  beiden  Grenzwerte  Ton  Q  ttind  nnn 

«..?.  =  -^r."(v-l)4-j>(SX-t«ii«S^ 

darch   dieselben   and   die  SpannbÄfte  der  beiden  Diagonalen  Dr  und  A  liestimmt. 

Die  vorstehend  al)gelaitetenFor- 
meln  kssen  sich  auch  zur  Bereoli- 
nang  der  Spaonbräfte  des  in  der 
Fig.  270  dargestellten  Trägere  be- 
Dutzen.  In  den  Gleichungen  (21) 
bis  ißO)  zur  Bestimmung  von  H 
muß    man  A,  mit  A.  Tertaiischen,  Fig-  270. 

F»  mit  F.. 

96.  Zahlenbaiapiftl.  Es  soll  die  ^-linie  des  in  Fig.  271  dargestellten  Trägers 
Konächst  augenühert,  sodann  aber  mit  Berückaicktigong  der  lilngenänderungen  sämt- 
licher StSbe  ermittelt  werden.  Die  Knotenpiintte  der  dritten  Ourtung  liegen  in  einer 
Parabel,  deren  Pfeil  f=6,12''  ist.') 

1.  Ventathlätgigung  der  Länffenändentngen  der  IWlungsgfäbe.  Die  Ge- 
wichte   IT    der    einzelnen    Knotenpunkte    des   Vereteifongsbaltens   sind    nach    den 


tMüialeam  Metern 


*-fJ^ 


jV. 


F.  F. 

bestimmt  ist.    Geschützt  seien:  ~=0,37;    -=?-— 0,40.    Man  erliäit 

für  einen  unteren  Knoten  m;  ir^  —  y„ 

f«r  einen  oliereu  Knoten  t;  »r»^//» -;,°- ^=0..37^», 


■)  Kgor  271  stellt  den  Haupttiüiger  einer  1889  in  Ilanmrer  nach  den  Plänen 
des  Terfassers  erbauten  Straßenbrücke  über  die  Ihme  dar. 
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tind  wenn  die  den  Knoten  1,3,  5,  7,  ...  entsprechenden  le  auf  die  Angrif^nuitte  2, 
4,  6,  . , .  der  Querträger  verteiit  werden: 

)r,  =  1,87  +  t .  1,435  ■  0,37  =  2,14 

w«  =  ^  ■  1,435  ■  0,37  +  3,40  +  1 . 2,795  ■  0,37  =  4,18 
w,  =  J  .  2,795  ■  0,37  +  4,69  +  l  ■  3,815  ■  0,37  =  6,80 
IT,  =  4  . 3,815 . 0,37  +  5,44  +  i  •  4,495  ■  0.37  =  6,95 
WiB  =  t  ■  4,495  ■  0,37  +  5,95  +  J  ■  4,835  •  0^7  =  7,64 
«■„  =  4  ■  4,835  ■  0,37  +  6,12  + 1  ■  4,836  •  0,37  =  7,88. 
Die  Angriffsmomente  ACt  des  mit  diesen  Gewichten  w  belasteten  Ballens  A'B' 
änd,  wenn  die  Feldweite  X  =  X  gesetzt  wird:*) 

it,  =  30,66  '   1H^=  83,49  1    .lt„,  =  113,60 

JMi^  =  59,16  :  J/^  =  102,02  |   ,U„,  =  117,54. 

Nun  findet  man:  * 

58  =  Sy.'  +  ^  Syt»  +  ^  -Jt.  =  2  (l^T»  +  3,40"  +  4,69«+ 5,44»+ 5,96«) +6,12» 


+  037-2  (1,436«  +  2,795«  +  3,816*  +  4,496*+  4,836*)  +  ^ 


und  (da  die  3^,  vorhin  für  ).  ^  1  berechnet  woitlen 

it^  X  _-V~-  3,125  _     X. 
~  296,20  ~     296,20     —  94,78" 


3,126        ' 

id)  mit  P=l: 


94,78' 


=  0,32;  ^,  =  0,62;  i/,=0,81 


i  /r„  =  l,20;  ff„  =  l^. 


2.  Beriieksiehiigung  der  Längenänderutigen  sämtlicher  Stäbe.  Die  Inlialte 
der  Stabquerechnitte  (ohne  Abzug  der  Nieflöclier)  sind  in  Fig.  272  zusammengestellt 
worden.  Zur  Ennittlmig  der  //-Linie  soll  Gleichung  (V)  aul  Seite  169  benutzt 
werden.    Dieselbe  liefert 


//■.=P- 


8.. 


wo  S'  die  Stabtraft  infolge  H=  —  l  und  8.  die  diu-oh  diesen  Belastongszustand 
vei-ursachte  lotrecht«  Verschiebung  des  Knotenpunktes  m  bedeutet    Die  Snmnie  S 


Fig.  272. 

umfaßt  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks.  Den  Eräfteplan  für  ü—  —  1  zeigt  Fig.  273a. 
Man  denke  sich  in  den  Stäben  der  dritten  Gurtung  Zugki-äfte  S,',  S,',  .  .  .  hervor- 
gerufen, duren  wagerechte  Seitonkraft  =^  1  ist,  bestimme  die  in  den  lotrechten 
Zwisehenstäben   hieniurch   erzeugten  Drücke,    S'^Z'  (welche  beim  Parabelbogen 


•)  Vergl.  i^eite  206.    Die  itiihnerist'he  Bestimmung  der  Ji,  ist  der  zeichnerischen 
Ermittlung  unbedingt  vorzuziehen. 
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m  gleicher  Peldweite  den  tonstanten  Wert  —  -^^  —  o^'S^fö  ^  —  "'^^  aonehmeii) 
vaä  Michne  hierauf  für  den  mit  den  Eiäften  S,'  und  Z'  belasteten  Versteifungs- 
Ulken  einen  Cremonaschen  Plan.  Die  Ei^bnisse  sind  in  die  Fig.  273b  eingeschrieben, 
ebenso  pn  Klammem)  die  den  Stäben  der  dritten  Gurtung  entsprechenden  Wert« 

-gp--  Bei  Berechnung  der  letaleren  wurde  die  für  alle  Stäbe  ^iche  Elastizitats- 
affer  E,  deren  Größe  auf  das  Verhältnis  8« :  S  ohne  Einfluß  ist,  =  1  gesetzt. 


Fig.  273. 
^-  (*,t7S)    (».SSV       <ZiiW       fisiessj      (*i,9ie)       (so.te/j 


Flg.  274. 


I        i        1 


Als  Bnheiten  wurden  die  Tonne  and  das  cm.  gewählt,  so  daß  sich  beispiebtweiss  für 
Jm  dritte  Feld  der  Wert 


I         ~ 


Jetzt  wurden  fär  den  Zustand  ?=  —  1  die  Löngeuändeiimgen  A8  =  -=^ 
der  8fibe   dee  Teieteifnngsbalkens  berechnet  und   in  Fig.  274*)  zusammengestellt 
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(nicht  eingetlainmerte  Zahlen),  desgleichen  die  Werte  — p=-^5'A«(eingetIaninierte 

Zahlen).    Für  den  zweiten  Untergurtstah  wurden  z.  B.  erhalten: 

\a=^'^-?^^'^  =0,7282  =  0,73  und  Ä"i»  =  1,20-0,7282=0374.») 

Die  Diirchbiegimgen  6«  lassen  sich  als  Momente  M^  eines  einfacben  Balkens 
Ä'B"  (Fig.  271)  deuten,  welcher  mit  Gewichten  w  belastet  wird,  zu  dei-en  Berechnimg 

die  Gleichungen  (6)  und  (7)  oui  Seite  105  dienen.  Wegen  sec  qj,  =  ~  =  1=*^ 
und  See  9^ -j— -'-„,■  ^1,26  ergeben  sich,  wenn  die  überall  gleiche  Abmessung  A 
zimächst^l  gesetzt  wird,  für  die  unteren  Knoten  die  Werte; 

(r,  ^  2,61  +  1,49 . 1,46  —  2,32  ■  1,26  =  1,8622 
«■,  =4,09  +  (2,32  — 1,83)-1,28  =  4,7074 
w,  =5,64  +  (l,83-l,30).l,28  =  65078 
/r,  =6,55  +  (130  — a59)-1.26  =  7,4446 
(r,o  =  9,69  +  (0,59  —  0,20)  ■  1,26  =  10.1814 
ir„  =  9,96  +  (0,20  +  0,20)  ■  1,26  =  10,4640 
luid  für  die  oberen  Knotenpunkte; 

w,  =  —  1.49-1,46  =  - 2,18    I  .c,  =1,93 
vr,  =  0,73")  «r,  =2,28 

<r»  =  l,41  I   «■„=2.45. 

Werden  die  Gewichte  der  oberen  Knoten  auf  die  Querträger-Angriffspunkte  2, 
4,  6,  .  .  .  verteilt,  so  erhält  man  für  diese  letzteren  die  Gewichte: 

TT,  =  1,8622  -  2,18 1^  +  iO,73  =  0,83  ic,  =  7,4446  +  \  (1,93  +  2,28)  =  9,65 
wt  =  4,7074  +  i  (0,73  +  1,41)  =  5,78  !f,o= 10,1814  +  J  (2,28  -f  2,45)  =  12,65 
«•g  =  6,2078  -f  \  (1,41  +  1,93)  ^  7,88  ic„  =  10,4640  +  \  (2,45  +  2,45)  =  12,91, 
denselben  entsprechen  mit  X=:l  die  Momente; 

J£^  =  43,046  I  .V«,  =  121,695  1  .¥„„^169,266 
3/^  =  85,260  I  .1/^=150,250  |  .1/»,,  =  175,710. 
Die  Zusammenzählung  der  in  die  Figuren  273  und  274  eingeschriebenen  (ein- 
geklammerten) Werte  -prr  £'''*  f"r  beide  TrSgerhälften: 
2 -'^'''-  =  362,937, 

lind  hierzu  tiitt  noch  für  die  Hängostangen,  für  weiche  durchweg  6''^  —  0,11  und 
F=-\-mqcm  ist,  das  Glied: 

^^  ■  [2  (1,87  +  3,40  +  4,59  +  5,44  +  6,95)  -f-  6,12]  =  0,00654 


=  362,937  +  0,654  =  363,59. 


')  Die  Stablangen  (in  Metern)  sind  in  Fig.  271  angegeben. 
")  An  jedem  Knoten  3,  5,  7,  ...  .  greifen  zwei  Diagonalen  an,  deren  Längen- 
Änderungen  entgegengesetzt  gleich  sind  imd  sich  daher  tilgen. 
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Da  nun  bei  Berechnung  der  M^  sowohl  A  ^  1  als  auch  X  ^  1  geset/.t  wurde, 
so  folgt  jetrt  fürP=l 

.V„_     l_    .l/.,- 312,6   _     ■¥„ 
~  "363,59  ■  A  ~  363,59  ■  120  "  139;62  '       ^ 
74  — -^^  =  0,S1;  Ht  =  0,Gl;  J?,  =  0.87-,  H,=  l,08;  W„  =  l,21;  //;,  — 1,26. 

Diese  genaueren  Werte  weichen  von  den  vorhin  berechueten  nur  unwesentlich  ab. 

Wir  empfehlen  dem  Loser,  zur  Übung  die  Sn-Unie  nwh  mit  Hilfe  eines  'Williof- 
sohen  Planes  oder  mittels  des  Stabziip-erfahrens  zu  hestinunen. 

97.  Einfloß  BObrSger  laaUai.  'Wir  schließen  diesen  g  mit  einer 
Untersuchung  des  Einflusses  schräger  Lasten  auf  einen  Zweigelenkbogen 
mit  gesprengter  Zugstange  (Dachbinder)  imd  machen  auf  diejenigea 
Annahmen  aufmerksam,  welche  ziu-  Tereinfachung  des  im  §  5  er- 
ledigten strengeren  Verfahrens  gemacht  werden  dürfen.  Der  allgemeine 
Ausdruck  für  H  infolge  einer  EiuzeUast  P„  ist  (nach  der  ei-sten  der 
Gleichungen  (V)  auf  Seite  169): 

(41)         B=K--^.,^, 

■worin  5'  die  dem  Zustande  S=^  —  1  entsprechende  Spannkraft  iigend- 
eines  Stabes  des  Fachwerks  ist,  und  ij  die  A'erschiebung  bedeutet, 
welche  der  Angriffspunkt  m  der  l^ast  P„  im  Sinne  von  P„  erfahrt, 
f^bald  nur  die  Ursache  H^  —  1  wirkt.  Die  Ermittitmg  der  Ver- 
schiebungen h',  die  in  Fig.  275  mit  Hilfe  eines  Williotschen  Planes 
erfolgte,  darf  stets  unter  der  Voraussetzung  starrer  Füllungsstäbe  durch- 
geftUirt  werden;  aucli  ist  es  zulässig,  sämtlichen  Ciurbjtäben  denselben 
Querschnitt  F,  zuzusehreiben.    Setzt  man  dann  bei  der  Berechnung  der 

Langenänderungen  As  = 

J^,  =  1 ,  so  maß  man  in  tileich.  (41)  den  Xenner  durch    den  Wert 

F 
SS  *s-i?-  ersetzen.    In  Fig.  275  liegt  ein  symmetrisclier  Träger  vor. 

Es  wurde  bei  Aufzeichnung  des  Verschiebungsplanes  zuuiichst  der 
Mittelpunkt  und  die  Richtung  des  Stabes  s^  als  festliegend  angesehen, 
hierauf  6'4'^  Aö')  gemacht  und  5'4'_|_  54,  5'6'J_56  gezogen.  Die 
Anschließung  der  Punkte  3',  1',  0',  A'  erfolgte  nach  Kr.  32.  —  Die 
Punkte  8',  10',  B'  liegen  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  5'  sym- 
metrisch zu  2',  1',  A';  und  ebenso  würde  man,  falls  auch  in  den 
Knoten  1,  3,  5,  7,  9,  C,  D  La.sten  angreifen  sollten,  die  symmetrisch 
zu  3'  xmd  1'  gelegenen  Punkte  7',  9'  eintragen  und  endlich  (7',  2>', 
welche  in  Fig.  275  fortgelatwen  sind,  bestimmen.  Behnfci  Erfüllung  der 
wirklichen  AoflagerbedLigungen  mußte  schließlich  der  Verschiebtings- 


")  Wir  erinnern  an  die  Bezeichnung  A*,  =  Aö. 
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pol  aus  dem  Mittelpimlrte  von  &ö  in  den  dem  festen  Auflager  A  ent- 
sprechenden Punkte  A'  gelegt  werden,  worauf  sich  beispielsweise  die 
Verschiebung  \'  des  Knotens  2  im  Sinne  von  i\  gleich  der  Projektion 
des  Strahles  A'2'  und  die  Richtung  von  P,  er^b.*) 

Wären    nun  Zugstange  und   Zwiaehenstäbe    nicht  vorhanden,    so 
würde  sich 


SS'»s 


F  ' 


=  Ä'B' 


Fig,  275, 


ergeben,  d.  h.  gleich  der  Verschiebung,  welche  B  infolge  des  BelaKtungs- 
I  H=  —  1  erfährt     Im  vorliegenden  Falle  ist  aber 

wobei  sich  das  Zeidien  2.  über  die  Glieder  der  Zugstange  und  die 
Zwischenstiibe  eretreckt,  und  lüeriür  darf  stets 


SS 


^S''s- 


=  »•  +  '4 


•)  Die  bei  unsymmetrischem  Träger  naeli  Nr.  33,   Seite  63,   wi   zaohnende 
Figur  A"Ü"V' .  .  .  B"  schrumpft   hier  zu   einem   mit  AI  sich  deckenden  Punkte 
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gesetzt  werden,*)  womit  sich 


ergibt,  oder,  falls  man  die  Lastetnheit  durch  eine  Strecke  von  der 
Länge  V+ 1  i'   darstellt, 

H=  -P-5-'. 
Will  man  die  Punkte  5',  6',  4',  ...  in  Fig.  275b  ans  der  nach 
^'r.   93    für    die    lotrechte    Lastenrichtung    ermittelteti    Biegungslinie 
ableiten,  was  manchmal  vorteilhaft  iüt^  so  beachte  man  die  Beziehung: 

w-„  ^  -  -"   (absolut  genommen) .    Hat  man  also  die  Gewichte  iv  nicht 

mittels  der  Gleichungen  auf  Seite  250  berechnet,  sondern  von  den 
später  gezeigten  Vereinfachungen  Gebrauch  gemacht,  so  mnfl  man  bei 
Aufzeichnung  des  Linienzuges- 5',  4',  2',  0',  1',  Ä  die  Längenänderungen 

F 
As^?vr  auftragen  und  auch   das  Glied  l -d-  entsprechend  ändern. 

Liegt  z,  B.  ein  Sichelträger  vor  und  wird  nach  Seite  205  das  Gewicht 

■H'„  = -^1  statt  ^^^^1   eingeführt,  so  folgt  für  den   dem  Knoten  m 

gegenüberli^enden  Gurtstab:    4s.  =  -'-  und  es  muß  °-  an  die 

F 
Stelle  von  l-^  treten,   wo   s,   die   mittlere  Gurtstablänge    bedeutet 

Sind  sämtliche  Füllnngsstäbe  mit  Ausnahme  eines  etwa  vorhandenen 
Endständers  gegen  die  Lotrechte  geneigt,  so  bestimme  man  4',  3', 
2',  0',  indem  man  5'— 4'_|_5  — 4,  4'— 3'_L4  — 3,  3'— 2'_J_3  — 2, 
2' — l'J_2 — 1  xmd  1' — 0'_|_1 — 0  zieht,  worauf  A'  am  schnellsten 
mit  Hilfe  von  As,  ==40  testgelegt  wird. 

Schließlich  sei  noch  daran  erinnert,  daß  sich  die  Funkte  4',  2', 
0',  Ä'  auch  nach  dem  Stabzugverfahren  ermitteln  lassen,  wie  das  in 
"Nr.  85  diurchgeführte  Zahlenbeispiel  gezeigt  hat 

"Wird  die  Zugstange  durch  geneigte  Stäbe  mit  dem  Fachwerkbogen 
verbunden,  Figur  276**),  so  führe  man  die  Spannkraft  X  irgend  eines 
Gliedes  derselben  als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  ein,  ermittle  die 
vou  der  Ursache  X=  —  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  und  Längen- 
änderungen und  zeichne  —  wie  in  Figur  275  —  einen  Williotschen 
Verschiebungsplan.    Die  Bestinmiung  der  iS'  für  die  Glieder  der  Zug- 

•)  Vergl.  Sfite  251,  Gleich.  (II). 
")  In  dieser  Weise  sind  z.  B.  die  Dnphl>iii(ier  der  Queens -Street -Station  der 
North  British  Bailway  in  Glnsgow  angeordnet 


DigitizedbyGoOgIC 


266  Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 

Stange  und  für  die  Zwischenstäbe  hat  hierbei  nach  Fig.  2766  zn  er- 
folgen*) Zu  betonen  ist,  daß  alle  vorhin  als  zulässig  bezeidmeten 
Annahmen  auch    fikr  den  Fall   schräger  Hängestangen    statthaft  sind; 


die  Berechnung  von  >Y  darf  dann  bei  der  üblichen  geringen  Sprengung 
der  Zugstange  mittels  der  Formel 

.Y  =  P, ^=— f,-  {vergl.  Seite  265) 

erfolgen. 

Hinsichtlich  der  bei  der  Berechnung  von  Dachbindern  in  Betracht 
zu  ziehenden  BelastnngsfäUe  wird  auf  Band  I,  §  39,  vemiesen. 


Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 

98.  Eine  sehr  wielitige  Trägerart,  deren  Berechnung  sich  von  der 
Untersucliung  der  im  vorigen  S  behandelten  Stabgebilde  nur  wenig 
unterscheidet,  ist  die  in  Fig,  277  dargestellte,  durch  einen  einfachen 
Balken  versteifte  Kette.  Bei  R  und  T  seien  auf  wagerechter  Bahn 
geführte  Auflager  angeordnet;  die  Hängestangen  seien  lotrecht 

Da  es  zweckmäßig  ist,  den  Versteifungsbalken  nur  durch  die  beweg- 
liche Belastung  zu  beanspruchen,  so  wird  man  das  Bauwerk  zunächst 
als  unversteift«  Kettenbrücke  ausführen  und  die  Dreiecke  des  Verstei- 
fongsbalkens  erst  daun  schließen,  wenn  die  Kettenglieder  und  die  Hänge- 
stangen die  der  standigen  Belastung  entsprechenden  Längenänderungen 
erfahren  haben. 

Die  Aufsuchung  der  Form  der  meistens  durch  drei  angenommene 
Punkte  Ä,  TF,  T  geführten  Kette  und  die  Enuittlung  der  Spannkräfte 

•)  Die  Unterschiede  in  den  Spaiintratten  der  einzelnen  Glieder  werden  stets 
jterin^  sein;  durch  entejirechende  Neigung  der  Hängestangen  läßt  sich  sogar  erreichen, 
daß  in  allen  Teilen  der  Zugstange  dieselbe  Spannkraft  X  auftritt 
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infolge  der  ständigen  Belastung  ist  bereits  im  T.  Bande  (S,  404 — 408) 
unseres  Buches  beschrieben  worden,  und  wir  fügen  nur  noch  hinzu, 
daß  auf  dem  dort  angegebenen  "VVege  die  Gestalt  der  durch  die  ständige 
BelastoBg  gespannten  Kette  —  nicht  diejenige  der  spannungslosen  — 
gefunden  wird,  daß  also  die  Langen,  welche  den  Kettengliedern  und 

Hängestangen  in  der  Werkstatt  zu  geben  sind,  ^  s gA^,-  sein  müssen, 

wenn  allgemein  s  die  Länge  des  fi-aglichen  Stabes  auf  Grund  der  er- 
wähnten Formbestiramung  und  S,  die  Spannkraft  infolge  der  ständigen 
Belastung  bedeutet  Daß  außerdem  noch  der  Unterschied  zwischen 
Aufstellungs-  und  Werkstatts-Temperatur  berücksichtigt  werden  muß,  ist 
selbstverständlich,  ebenso  daß  bei  Bemessung  der  Pfeilerhöhen  der  Ver- 
kürzung Rechnung  zu  tragen  ist,  welche  die  Pfeiler  infolge  der  stän- 
digen Belastung  erfahren  werden. 

Wird  nur  ein  Teil  (j,)  der  ständigen  Belastung  (g)  vor  Ausführung 
der  Versteifung  angebracht,  der  Eest  ig,)  eist  nach  Einfügung  des 
Balkens,  so  ist  in  der  vorstehenden  Betrachtung  S^  an  die  Stelle  von 
S,  zu  setzen.  Die  beschriebene  Formbestimmung  liefert  die  Gestalt 
der  mit  g,  belasteten  Kette  und  der  Einfluß  von  g,  muß,  ebenso  wie 
derjenige  der  beweglichen  Belastimg,  nach  den  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen abgeleiteten  Verfahren  festgestellt  werden. 

Anderei-seita  konnte  man  aber  auch  außer  der  gesamten  ständigen 
Belastung  (//}  noch  eine  Belastung  g'  auf  die  unversleifte  Brücke  bringen 
und  nach  VoUendung  des  Versteifimgsbalkens  tneder  entfernen.  Es 
würde  dann,  bei  Untersuchung  der  nach  der  Versteifung  hinzutretenden 
Lasten,  g'  als  eine  negative  Belastung  aufzufassen  sein. 

Ähnliche  Verhältnisse  lassen  si<:h  natürlich  1)ei  jedem  statisch  tin bestimmten 
Ti%er  herbeiführen.  So  könnte  man  z.  B.  einen  Zweigelenkbogen  zunächst  mit 
Scheitelgelenk  ausführen  und  dieses  Gelenk  nach  Aufbringung  der  gesamten  standigen 
Belastung  </  »der  eines  Teiles  von  i/  vernichten;  auch  eine  später  wieder  zu  besei- 
tigende Bela^tiing  i/'  könnte  zuweilen  von  Vorteil  sein. 

Die  Untersuchimg  des  Einflusses  der  nach  erfolgter  Versteifung 
der  Kette  auf  den  Balken  gebrachten  Bela.stuiigen  beginnen  wii-  wie 
immei'  mit  der  Betrachtung  der  Wirkung  einer  Einzeliast. 

98.  Der  Horizontalzug  S  Infolge  einer  Einzellaat.  Verbindet  man 
die  senkrecht  über  den  Balkcnstutzen  A,  B  gelegenen  Punkte  Ä",  B" 
der  Kette  durch  eine  Gerade  (die  Schlußlinie)  und  bezeichnet  die 
Strecke,  welche  Kette  und  Schlußlinie  auf  der  Lotrechten  durch  irgend- 
einen Knotenpunkt  m  abschneiden,  mit  y^  (Fig.  277),  so  ist  das  auf 
in  bezogene  Angiiffsmoment: 

wo  J/fl,  den  Wert  von  3/,  für  den  Fall  bedeutet,  daß  der  von  den 
Iiasten  P  ei^;riffene  Balken  nicht  an  der  Kette  hängt,  sondern  nur  in 
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A  und  B  gestützt  wird.  Für  den  Zustand  77=  —  1  ergibt  sidi 
MJ^y^  und  hieraus  folgt,  daß  die  Bereclmung  des  von  einer  Ein?*!- 
last  P  hervoi^nifeuen  Horizontalzuges  H  sich  von  der  Ennittlimg 
der  Werte  .ff  für  die  im  vorigen  §  behandelten  Trägerarten  nur  in- 
sofern unterscheidet,  als  die  im  \enner  des  allgemeinen  Ausdrucks  fui 

H  stehende  Summe  2    „  ^^  von  denRückhidtbetten  beeinflußtwiri  Dii^ 

EF 
Spannkraft  der  unter  a.'  geneigten  linken  Rückhaltkette  ist  =Äs«'>' 


PV.  277. 


und  nimmt  für  H=:  —  1  den  "Wert  .S"^  —  sec  a'  an.  Ist  Jako  (ü' 
LäDge  dieser  Kette  ==  s'  und  der  Querschnitt  F=  F^  sec  «',  wo  F^  den 
zur  Aufnahme  der  Spannkraft  S  =  H,^  bestimmten  Scheitel-Querschnitt 

der  Tragkette  RWT  bedeutefi  so  ergibt  sich  ■ 


.wobei 


EF  EF^ 

allerdings  vorausgesetzt  wird,  daß  sämtliche  Glieder  der  Bückhaltketli' 
gleich  gespannt   sind,   daß   also   die  Stützung  derselben  auf  die  v 
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Figur  171  (Seite  175)  dargestellte  Weise  erfolgt  Bezeichnen  s"  und 
a"  die  entsprechenden  "Werte  der  rechten  Rückhaltkette,  so  führen  die 
vorstehenden  Betrachtungen  zu  der  folgenden  Bestimmungsweise  der 
EinQiißlinie  für  H. 

Man   berechne  die  Momente  M^  eines  mit  den  Oeivicliten 

«,'„  =  "^-^  -^  belasteten  einfachen  Balkens  Ä'B'  (unter  F,  eine 
beliebig  große,  aber  konstante  Querscfmittsflöehe  verslanden)  und 
dividiere  dieselben  durch 

(1)        9i  =  Ss,  +  -~  (2.\.sec*  o,  -(-  s'sec  a'  +  s" see  &") 

F 
+  -jf  Sx,  (tga,~tg a,+ J », 

%ßorin  z„  =  i/„u'^.     Das  Ergebnis  ist  H^~  ■*) 

Die  zweite  der  Sununen  in  Gleichung  (1)  erstreckt  sich  über  sämt- 
liche Glieder   der  Tragkette,  die  dritte  über  alle  Hängestangen.     Für 


Fig.  278. 


Fig.  279. 


beide  Summen  lassen  sich  einfache,  genügend  genaue  Nähenings- 
formeln  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Kette  als 
stetig  gekrünmite  Parabel  und  setzen  mit  Bezugnahme  auf  die  Bezeich- 
nungen in  Fig.  279: 


l'. 


'-  + 


und 


*)  Die  Bezeichnungea  siud  diesell)on  wie  im  vorigen  §;  sie  wurden  überdies 
in  die  Figuren  277  und  278  eingetragen.  Die  Knotenpunkte  des  Balkens  und  der 
Kptte  wurden  für  sich  numeriert;  .  . .  m  —  1,  m,  m  -|- 1  . .  .  sind  die  OrdnungM- 
ziftom  der  Knuten  imnkte  des  Balkens, ...  r  —  1,  r,  r-\-t .  . .  diejenigen  der  Knoteu- 
ijuukte  der  Kette. 
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ferner     S.-, (Ig a,-lg «,„)'=  1,S  p/  —  ./)).  ('^'''~)^'^  "•*' )' 
=  x/i*-  -y')dx  (g^)  ■=  X  (Ä)  '/(*'  -  ,A  rfx 

=  ^(f)"'.(''-|A-i). 

Wir  erhalten  daim: 

CS)        ,.=i,(l  +  ^-^  +  -J)  +  s'seca'  +  s"see.". 

Das  von  den  Abmesstingen  der  Htmgestangen  abhängige  letzte 
Glied  von  91  darf  in  der  E^l  gestrichen  werden;  sein  EinfluB  ist 
sehr  gering.  Bei  Berechnung  der  "Werte  w„  und  ;t_  ist  es  znlässig. 
allen  Guitstäben  denselben  Querschnitt  zuzuschreiben.    Man  setze  daher 


(4)         w, : 


_?/.s. 


und  verstehe  unter  dem  bislang  willkürlichen  F,  den  Mittelwert  der 
Gurtquerschnitte. 

Erfolgt  die  Versteifung  der  Kette  durch  einen  nach  Fig.  282  (S.  274) 
angeordneten  Paralleltrager  von  der  Höhe  A,  so  nimmt  bei  gleich  langen 

Feldern  der  Aasdruck  -^  den  festen  Wert  ~ri    ^^-      Setzt    man    dann 
K,  « 

(5)        w^=.y^  und  s:„  =  j/^tt;^  =  ^, 

so  muß  man  mit 

(6)    ^=^,1+  i-[|.  ,.+?i«(?*:.T-j/L-ji')^^] 

rechnen. 

Für  die  durch  einen  Pamlleltrügfr  versteifte  Kette  ist  aber  noch  eine  weitei-e 
Tei-einfachung  möglich,  bestehead  \a  der  Einführung  einer  parabelfönnigen  fl-Linie. 
Die  Entwicklung  ist  ähülich  der  in  Nr.  82  für  den  Horizontalschub  eines  Zwüitrelenk- 
bogens  gagebenen  Ableitung.  Man  betrachte  die  Kette  als  stetig  gekrümmte  rarabel. 
deren  üleiobung 

ist  {Fig.  280),  und  ersetze  die  Einzelgewichte  w  durch  eine  sietige  Belastimg.  si> 
zwar,  d.iß  das  Balkenteilchen  dx  mit  2i/dx  belastet  wird,  wobei  die  Ziffer  3  aus- 
drückt, daß  an  der  Stelle  dx  die  (iewichte  xireier  Knoten  (eines  olieren  und  «Ines 
unteren)  zu  berück-iichtigen  sind.  Mim  erhält  dauii  an  der  Ängiiffssteile  von  /' 
das  Moment 
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-  iaf  —  ila'+a*)') 


Der  tinweKentUche  EinflnS 
der  E&ngestangeu  ist  hierbei  var- 
nacIüXsKgt  worden.  Ersetzt  man 
die  auf  diese  Weise  erhaltene 
^-Linie  durch  eine  Parabel  (vergl. 
Seite  216),  so  findet  man  den  Pfeii 
der^ben: 


<T)     Z= 

<8)      v  = 


SPh 


~1S  f     l    Fk 
Die  fileichung  der  ParaT«!  ist 
„_3Pa6. 


y^' 


Der  Wert  s,  ifrt   nach  fileich.  (3)  zu  l)erephiien.    F,  bedeutet  den  mittleren 
Qnerschnitt  der  Batkengurtung,  f*  don  Querschnitt  der  Kette  im  Scheitd. 

100.  Horizont&lzng  Infolge  einer  Temperatnrändeiniig.  Eine  gleich- 
zeitige Änderung  der  Aufstellungstemperatur  um  t°  erzeugt: 

{W)         Ji,=  - 


2 


EF 


m 


"WO  SR  der  durch  Gleichung  (1)  auf  Seite  269  bestinuute  Wert  ist. 
Zahlenrechnungeu  beweisen,  daß  der  Einfluß  der  Spannlcräfte  S'  der 
Stäbe  des  Ballens  auf  die  Summe  2S's  ganz  unwesentlich  ist,  und 
daß  es  genügt,  in  den  Zahler  der  Gleichung  (10)  nur  die  den  Ketten- 
ledern  und  den  Hängestangen  entsprechenden  "Werte  S's  einzusetzen. 
"Wir  fiiliren  ein: 

für  die  Tragkette:       S5"s  =  —  2  sec  as  =  —  SX  sec»  a 


=-'.0+¥a+^ 


*)  Vei'gl.  den  Ausdruck  .V«  auf  Seite  215.    An  die  Stelle  von  x  ist  a  getreten; 

/wurde  durch  2/"ersetzt;  die  Gheder  -j;-  und  — !/(,-= ku\-r{l  —  a;)  wurden 

gestrichen. 
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fili-  die  Bückhaltketten:  SS's  —  —  (s'  sec  a  +  s"  sec  a") 
„      „    Hängestangen:     Sys  =  —  Ssr,(lga,  —  ^f^+t) 

und  erhalten: 

wobei  31  und  Sj,  nach  Gleichung  (2)  und  (3)  zu  berechnen  sind. 

Das  Torzeichen  deutet  an,  daß  infolge  einer  Erhöhung  der  Auf- 
stellungsteniperatur  der  Horizontalzug  der  Kette  abnimmt 

Wird  die  Kette  durch  einen  Paralleltriiger  versteift,  so  läßt  siph  Gleich.  (11) 
noch  erheblieh  vereinlachen.  Man  ersetze  dann  nacti  Streichung  des  nnwessent- 
Uchen  Einflusses  der  Hängestangen  m\d  Einführung  eines  mittleren  Gurtquerschnittes 
den  Wert 


erhalten: 

fT-        ^A-F/^Ö*'    ""    ^' 


15  Ä»  "' 


oder  nach  einfacher  Umfomiuug: 

(12)  H,  =  -iEFiHi--,), 

wo  V  nach  Glcirb.  (8)  auf  Seite  271  zu  berechnen  ist. 

101.  Eisfluflflächen.  Die  Einflußflächen  für  die  Momente 
1/.  =  Ma.  —  Hy„  und  .¥«+,  =  -¥o.+,  —  Hy,^, 
sind  in  den  Figuren  277b  und  277c  (für  den  Fall  in  den  obei-en 
Balkenknoten  angreifender  Lasten)  dargesteUt  worden.  Ihre  Aufzeich- 
nung bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung  mehr,  da  sie  nach  den  in 
den  §§  7  und  8  füi'  die  Jf-Flächen  gegebenen  Regeln  erfolgt  Nach 
Berechnung  der  Momente  Jf«,  3/«+,  findet  man  die  Spannkräfte  in 
den  Gurtungeu: 

U^=^'^--^  0„+,  =  —  -—+'  (vergl.  Fig.  277d). 

Auch  die  Ermittlung  der  Spannkräfte  in  den  Fiillungsstähen  ge- 
staltet  sich  ganz  ähnlich  wie  beim  Zweigelenkbogen  und  bä  den  im 
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§  9  antersachten  TrSgerarten.  Wir  fahren  durch  Ä  wid  B  (Fig.  281) 
lotrechte  Schnitte,  welche  die  Tragkette  in  A"  beziehungsweise  B"  treffen, 
zerlegen  die  Spaimkr&fte  Si  und  S,  der  äoßersten  Kettenglieder  in  die 
lotrechten  Seitenkräfte  A,,  B,  and  die  in  die  SchlofiUnie  falleaden 
Seitenkräfte  H',  und  finden  zonSchst  aus  der  auf  B"  bezogenen  Mo- 


(^  +  A)i  — P6  =  0, 
daß  A,-\- A^  ebenso  groß  ist,   wie  der  Stätzenwiderstand  A=i- 


eines  einfachen  Balkens  A  B,  und  daß  ferner  B.  - 

Sodann  führen  wir  behufs  Besfanunung  von  D  den  Schnitt  tt,  wählen 
den  Treffpimit  i  von  0  und  U  zum  Etehpunfct,  bestimmen  die  Strecke 
y,,  welche  der  Kettenetab  S  und  die  Schlußlinie  A"B"  auf  der  Lot- 
rechten durch  i  abschneiden,  zerlegen  die  Spannkraft  S  (welche  auf 
die  in  der  Fig.  281  angegebene  Weise  in  ihrer  Richtung  verschoben 
wird)  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  imd  in  die  zur  Schlußlinie  parallele 
H'  ^  HsQcx  (wo  T  den  Neigungswinkel  der  Schlußlinie  bedeutet)  und 
erhalten  die  Iklomentengleichung 

(13)        Mo,  —  Hyt  +  Dr,=  0. 
Hierin  bedeutet  M^,  das  auf  den  Punkt  i  bezogene  Angriffsmoment 
für  den  Fall,  daß  Xß  ein  einfacher,  nicht  an  der  Kette  hängender 

HOllcr-Breiiliu,  GnphlKhe  Statik.    II.  1.  18 
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Balken  ist,  ein  Balken  also,  dessen  Stützeuwiderstände  At-^A.^A 
und  B,-\-B,  =  B  sind;  r,  aber  ist  der  Hebelarm  von  D  in  bezog 
auf  t.  Die  Oleichnng  (13)  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (34)  auf 
Seite  217,  und  hieraus  folgt  die  aus  der  Figur  281  ersichtliche  Be- 
stimmungsweise der  D-Fläche.  Han  vergleiche  die  Figuren  222  bis 
225  auf  Seite  222  und  beachte  behufs  Feststellung  der  Vorzeichen, 


Fig.  282. 

daß  bei  der  in  Fig.  281  angenommenen  Lage  des  I^lnktes  t  ätsr  Ein- 
fluß von  ff  aal  D  gleich  -j-  fl"-^'-  (also  positiv)  ist, .  während  sich  im 
Falle  5^=  0  die  Momentengleichong 

—  (Ä,-\-Ä,)x,-\-Dr,  =  0 
und  hieraus  der  ebenfalls  positive  Wert 

ergeben  würde. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auch  die  anderen  im  §  7  zur  Bestim- 
mung der  D-Flächen  angegebenen  Yerfahren  auf  den  vorliegenden  FeüI 


..Google 


g  9.    Kette,  vereteift  duroli  einen  Fachwerkbalken.  275 

anwenden  lassen;  wir  führen  dies  aber  hier  nicht  weiter  aus,  empfehleD 
Tielmehr  dem  Leser,  diese  leichte  Arbeit  selbst  vorzunehmen  und  weisea 
nur  noch  auf  den.  wichtigsten  Sonderfall  hin,  nämlich  den  in  Fig.  282 
abgebildeten  Versteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen.  Hier  er- 
geben sich  die  Spannkräfte  in  den  Fiülungsstäben  io  bekannter  Weise 
aus  den  QuerkrÄften  Q,  und  es  genügt  daher,  die  Ermittlung  der 
^Fläche  für  irgend  ein  Feld  F^F^  za  zeigen.*) 

Sind  M^    und   M^   die  Ängriffemomente  für  die  Knoten  F^,  F^, 
so  besteht,  da  auf  den  Balken  nur  lotrechte  Kräfte  wirken,  die  Be- 
ziehung 
y_  _  ^_„        _^  __y^_^        ^       , 

wo  Q^  die  Querkraft  für  das  Feld  F^F^  eines  einfachen  nicht  an  der 
Kette  hängenden  Balkeus  AB  bedeutet  Trägt  man  die  Ordinaten  yiy^ 
nach  Fig.  282b  von  einer  wagerechten  Schlußlinie  aus  auf  und  be- 
zeichnet man  die  Neigungswinkel  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen 
Kettenlinie  mit  a',  so  erhält  man  die  Gleichung 

(14)  (?=(?„—  ff  tg  a'  =  tg  a'  {Qa  cotg  a.'  —  H), 
welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (3)  auf  Seite  249;  sie  führt 
zur  der  in  Figur  282e  angegebenen  Darstellungsweise  der  ^Fläche, 
Figur  282d  zeigt  schließlich  die  Einflußfläche  für  den  Auflagerdruck 
A.,  unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  A  ein  Querträger  angeordnet  ist; 
sie  gilt  für  Träger  beliebiger  Gurtforra  und  folgt  ohne  weiteres  daraus, 
daß  dem  Balkenquerschnitte  A  die  Querkraft  Q^  A,  entspricht  Fehlt 
der  Endquerträger,  wird  also  der  erste  Zwischenträger  unmittelbar  auf 
das  Widerlager  gelegt,  so  ist  das  Dreieck  A'J'B'  durch  das  Dreieck 
A'J"B'  zu  ersetzen.**) 

102.  Fonn«liL  für  den  glaichm&fiig  belaBteten  TenteifnngBbalken  mit 
parallelen  Gnrtnngen.  "Wird  die  statische  Berechnung  auf  Tirund  der  stets  zu- 
lä-ssigen  Annahme  durchgeführt,  es  Legen  die  Knoten  der  Kette  in  einer  Parabel, 
deren  Gleichung  y=^ — l^'.JZ.'iL,  ist,  Fig.  280,  und  wird  femer  die  auf  Seite  271 

abgeleitete  parabeUörmige  ff- Linie  benutzt,  so  lassen  sieh  die  von  einer  gleich- 
förmigen Behistung  veiTirsnchten  Momente  M  und  Querkräfte  Q  auch  schnell  durch 
Rechnung  bestimmen.  Die  bezüglichen  Formeb  und  Begehi  soUen  hier  zusammen- 
gestellt werden;  sie  werden  in  ähnlicher  Weise  entwickelt,  wie  die  auf  Seite  244 — 246 
und  866 — 259  für  den  Zweigelentbogeu  Ijckw.  den  vei'steiften  Stabbogen  hergeleiteten 
Gesetze. 

1.  KetU  und  Hangettangen.  Es  möge  der  allgemeinere  Fall  Torausgesetzt 
■werden,  daB  nur  ein  Teil  [g,)  der  stündigen  Belastung  g  vor  Ausführung  der  Ver- 


•)  Bildet  die  vom  Schnitte  (  getroffene  Diagonale  (£i)  mit  der  Wagerechten 
den  Winkel  ip,  so  ist  i)  sin  9  =  Q. 

")  Die  Auflager  des  Versteif ungsbalkens  und  des  ersten  Zwischenträgers  sind 
bündig  Legend  angenommen. 
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Bt^fnng  ausbracht  werde,  dar  Rest  g.  =  g—g^  hinKegea  erst  nath  YoUendtuig 
dea  Baltena.  Die  Belastung  17,  erzeugt:  ff,  ^-^^-r-"),  während  y,  nur  ^  =  ?^^ 
hervorbringt  Infolge  gänzlicher  gteicbförmiger  Belastimg  des  Balkens  mit  p  entsteht 
Er=     af~   ^"'^   infolge   einer  Erniedrigung  der  Aufstellungstemperatur  ir.=:-t- 

tEF^Hl  —  -,),  weshalb  der  Giüßtwert  von  ff: 

(15)  Il^=Jj[g.  +  iy.  +  p)^]  +  ^Et\Hl-^) 

ist    Die  größte  Spannkraft  in  einem  unter  a  geneigten  Oliede  der  Kette  ist  diu     ■ 

(16)  S«  =  H.«  seo  sc 

und  die  gröfite  Spannkraft  in  einer  Hängefitange: 

(17)  2«  =  ff„(tga,-tgo.,+  ,)=Ä«i^ 

2.    Momente  laid  Quer/cräfie  des  gänxlick   beiasteten  Bastene.     Ist  der  ganze 
Balken  mit  p  für  die  Längeneinheit  belastet,  so  entsteht  an  der  Stelle  x  das  Moment 

L_ -. ».«_. -W ^~~ 


(18)  Jf,=  ?--'''g— ^^1-,) 

und  im  Felde  /"iF,  (Fig.  286)  dessen  Mitte  von  der  Trägei-mitte  den  Abstand  x' 

haben  möge,  die  Querkraft: 

0,=  -|^-p^--ff,tgB"=pi"--^tg«". 

Der  Winkel  a",  den  das  Kettenglied  des  fraglichen  Feldes  mit  der  vorerst  in 
eine  wagerechte  Lage  gebrachten  Schlufilinie  A"B"  bildet,  ist  ebenso  groA,  wie  der 
Neigungswinkel  einer  an  der  Stelle  x  an  die  Parabel  vom  Pfeile  /  gellten  Tangente, 
weshiüb 

(19)  Q^=px"{l-f). 

Mf  und  Qp  sind  also  el>enso  groß  wie  Moment  und  Querkraft  für  den  Quer- 
schnitt X  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden,  nur  Iwi  A  und  B  aufliegenden  Balkens, 
der  gleichmäßig  mit  p  (1  —  1)  für  die  Längeneinheit  belastet  ist. 

Der  Einfluß  3/,  kezw.  Q^  der  ständigen  Belastung  erhält  man,  indem  man  p 
durch  pH  ersetzt. 

3.  Orenxwtrlr,  der  Momente  infolge  der  beiregliehen  Belatlung.  Um  das  Mo- 
ment wJUpai  für  einen  (obe^'en  oder  unteren)  Knoten  m  an  der  Stelle  x  zu  be- 
stimmen (Hg.  283,  in  webher  der  Paralleltrager  durch  eme  (-erade  ersetzt  ist)  mache 

man  B"T^—-,   ziehe    T.S'H  ff".^l '    lege  durch  den  Kettenpunkt  m'  (senkrecht 

über  «1)  die  Gei'aden  A"  E  und  B''E'  und  Iwhste  den  Balken  rechts  von  .B  und 
links  von  E".    Es  entsteht  dann  (vei^l   beite  245) 

(20)  ^.W,  =  --^|^(E-  +  6"), 


")  Wir  vemachliissigon  hier  den  Umstand,  daß  die  Stützweite  der  Kette  ii 
Begel  etwas  größer  ist  als  die  des  Balkens. 
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§  9.    Eette,  verstwft  durch  einen  Fachwerkbalken, 
während  die  Belastimg  der  pooitiTen  Beitragstrecke  EE'  hervorbringt: 


Die  ErgebniBse  der  Gleich.  (20)  lassen  sich  anch  recht  übersichtlich  wie  folgt 
durch  Zeichnung  darstellen.  Man  trage  vcn  der  Geraden  AB  (Fig.  283)  ans  eine 
kubische  Parabel  BJ  auf,  deren  Oleiobung 


ist,  and  verbinde  den  lotrecht  unter  E  liegenden  Punkt  E^  dieser  Parabel  mit  A, 
Die  Gerade  AE^  schneidet  dann  aof  der  Lotrechtoi  doroh  m  die  Strecke 


(absolut  genommen) 


ab,  und  es  ist  deshalb  D  ein  Punkt  der  ,^»}f,-Iinie,  zunächst  allerdings  unter  der 
Toraussetzung,  daS  nur  eine  Belastungsscheide  E  in  Betracht  kommt  Bestimmt 
man  aber  die  Punkte  D  für  alle  Querschnitte,  die  zwischen  A  und  der  Stelle  0 
liegen,  welcher  {  ^  0  entspricht,  zeichnet  dann  das  Bpiegelbild  C'B  der  so  erhaltenen 
Kurve  und  addiert  BchlieltUch  zwischen  C  und  C  die  Ordinaten  beider  Kurven,  so 
erhält  man  die  endgültige  Hin^-linie.  Dieselbe  wurde  in  Fig.  B83  durch  Schraffie- 
rung hervoigehoben.    Behufa  Aufzeichnung  der  kubischen  Hil^parabel  berechne  man 


für  irgendeine  Abszisse  {,  die  Ordinate  }' 


61 


und  bringe  dann  die  Gleichung  der 


Parabel  auf  die  Form;  y^^, - 


Eine  bequeme  Konstruktion  dieses  Ausdrucks 


ist  in  der  ohne  weiteres  verständlichen  Fig.  284  angegeben;  die  Geraden  LM  und 
NO  sind  parallel  zur  AbdziBsenachsc. 
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ff 

N/; 

< 

^~\^ 

^ 

y 

5^^^^ 

(- 

-  ! 

iiml  beachte,  daß  ^  =  — i-~^  — -,  femer 


DieOrdinaten  1' wachsen  sehr  schnell, 
weshalb  es  sich  empfiehlt,  ^  nicht  gröBer 
anztmehmen  als  gerade  erfonlurlich,  da- 
mit die  Zeichnung  nicht  zu  viel  Bamn 
beansprucht.  Am  besten  ist  ee,  die  Punkte 
der  bibischen  Fiimbel  nur  für  diejenigen 
Querschnitte  zu  bestünmon,  für  welche 
die  Momente  gesucht  werden.  Man  ver- 
gleiche das  auf  Tafel  6  durchgeführte 
Beispiel. 

Will  mau  die  Momente  rechnen,  so 
setze  man  (indem  maa  Konächst  nur  die 
Belastnngsscieide  E  berückachtigt): 


^MfZ 


*f  . 


Mail  erhält  <inim  für  die  Kurve  ADC  (Fig. 
(22)  ^.M, 


j,x[3.J 


5 

- 

'( 

<a:^j 

y^ 

h0^- 

%i, 

^^ 

,_ 

i—-^ 

^^^ 

^ 

■^ 

J- 

J~ 1 

«■orin  x'=!=l~x  ist    Die  Berücksichtigung  der  zweiten  Belastungascheide  erfolgt  in 
ierselben  Weise  wie  beim  zeichnerischen  Verfahren.    Der  Punkt  C  (Fig.  283)  liegt 


l 


l 


•■  Tcmperalwänderung  sind: 

__  8Ä/;  ^i—x)  _ 


bei  x:=l  — g—  und  der  Punkt  C  bei  x  =  -^ 
4.  Die  Momente  M,  infolge  eine. 
(23)  M,  =  +  H,!/  = 

sie  sind  ebenio  groß  wie  die  Momente  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  ein- 
f.n  hen   Balketii  -IJ?,    welcher  gleichmäßig  mit  ^ —  '  — 
iwliistet  ist 

6     Die  OfJtanilniomerUe: 

^„,lf=  w.M,- 


Längeneinheit 


ä  sehr  übersichtlich 


e  folgt  dnrslellL'ii. 


-'/, 
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§  9.    Eette,  versteift  durch  einen  Flieh werkbaUien.  279 

Man  zeichne  zuerst  die  Linie  ÄDSB,  deren  Ordinaten  die  gröBten  negativen 
Momente  „i^Mf  angeben  und  addiere  hierzu  die  Ordinaten  einer  Parabel  ASiB  von 
der  Pteilhühe. 

Je  nachdem  ff,f^  -~  -  (1  —  *)  ist,  wird  diese  Parabel  unterhalb  oder  oberhalb 
der  AS  aufgetragen;  ihre  Ordinate  an  der  Stolle  x  ist 

und  ee  ei^bt  sich  daher;  mi»M=^^DDt. 

Jetzt  zeichnet  man  eine  zweite  Parabel  ÄS^B,  welche  die  Pfeilhöbe 

hat  und  deren  Ordinate  au  der  Stelle  x 

ED,  =  H.!,  +  (p  +  ?,)  ^^\-  (1  -  V)  =  H.y  +  .¥,  +  M, 
ist.  weshalb  man  m..V=  +  DD,  erhält. 

6.    Das  grüßte  aller  Baiken-Motneuie  entsteht  sehr  nahe  der  Stelle  x=  ~L 

E'4  kummt  dort  nur  eine  Belastuiigsscheide  in  Betracht,  und  es  ist  daher  (wegen 

^M=  „„,!/,  +  .V,  +  }I,y  =  —  .^V,  -1-  Mf  -\-M,-\-  --^'^ 
Mit  x  =  -^(  und  j-'T=-^i  geht  dieser  Wert  über  in 


öiv* 


F= 


M 


wo  a  die  zulässige  Spannung  bedeutet.  E>  ewpßehlt  sieh,  dfM  auf  diae  Weise 
gefuiuienen  Quergehnät  der  Bereckmtng  der  Ziffer  t  xugrunde  zu  Itgea,  meü  die 
Momente  mit  abtiehmerulem  i  waduen  und  es  deakalb  raUam  ist,  dmt  Wert  t  eher 
eliras  nu  klein  als  xu  ifroß  %u  nehmen.    Wir  setzen  daher: 

>-)    «=3Lv[^('-^-)"+''+-)<'-<']+^f 

7.  Orenxicerte  der  Qiierkräflc  infolge  der  heireglichea  Belastung.  Nachdem 
die  SchluSlinie  A!'B"  in  wngerechte  Lage  gebracht  worden  ist  (Fig.  S8S  u.  286), 
wird  im  Abstände  iS'B"^4f:3t  die  Wagerechte  SS'  eingetragen.")  Hierauf  wird, 
behufs  Ermitüung  der  Querkraft  _uQ,  des  Feldes  F,F„  durch  Ä"  eine  Parallele 
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xa  dem  Eettengliede  F'F"  gezogen,  der  Schnittpunkt  E  dieeer  Geraden  mit  SS' 
healimmt  und  (Toraoageeetzt,  daB  ü  links  von  B"  Hegt)  (i^r  Balken  zwischen  B  and 
der  Feldmitte  behtstet  Für  diesen  Belantungszustand  werden  nun  mit  Hilfe  der 
zweiten  J.-Iinie  and  der 
zweiten  ff-Linie  die  Werte 
A  und  B  dargestellt,  und 
dann  wird  gefunden: 
(26)  ^Q,  =  A-Htea", 
wo  «"  den  Winkd  bedeu- 
tet, welchen  F'F"  mit  der 
Wagerechten  einschUeSt  Die 
zweite  X-Iinie  ist  eine  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  bei  2^ 
liegt,  und  die  zweite  H-linie 
wird  in  derselben  Weise  be- 
stimmt wie  beim  Bogen  mit 
znrei  Gelenken  (Gleich.  (46), 
Seite  242);  nur  mit  dem 
Unterschiede,  d&B  y  einen 
anderen  Wert  annimmt.  Ysr- 
gleiche  auch  die  auf  S^te  243 
wird  der  Balken  von  der  Mitte  des 

r  Berecfanong  Ton  ^.Q,  dient  schlieQlich  die  Gleichung 
(27)  ^Q,  +  «.g,=  Q,=pz'  (1  -  .). 


^tS;*-.-.?!;'.: 

::tv^-ft.l^:^ 

ß' 

'■■LfT 

.     ^ 

J^^ 

Ein  zweites  Verfahren,  wm.Q,  ZQ  ermittelii,  ist  auf  Seite  268  und  259  eriäutert 
worden;  daasejbe  setzt  gliche  Feldweiten  und  feste  Werte  der  Knotenlaatco  voraus; 


./Google 


§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Fach  werk  balken.  281 

ntid  ein  drittes  Yerfafaren,  ebenfalls  für  gleicblange  Felder  and  feste  Knotealasten, 
ergibt  sich  wie  folgt: 

Belastet  man  r  Knotenpunkte,  von  B  ans  gezahlt,  flg.  287,  mit  je  pi.,  so 
entsteht 

und  (nach  der  Formel  9,  Beite  271,  mit  /^nX): 

'   a=^^(l(>.-l|  +  2(»-2)  +  3(,;-3)  +  ...  +  r(»-r)]l' 


(29) 


ifl 

wofür  man  mit  Bücksicht  aof  OleitthoDg  (28)  auch  schreiben  dai-f 
(30)  H,^A.l£^'-^,. 

Zur  zeichnerischen  Beetinuniing  der  Werte  Ar  und  H,  mache  man  (nach  Fig.  287) 
ÄaJ^^,  bestimme  senkrecht  unter  r-{~l  auf  der  Geraden  BaJ  den  Punkt  L, 
liehe  LB\\ÄaBa  und  verbinde  R  mit  B,.  Die  Geraden  BfA,  und  B,R  schneiden 
«if  der  Senkrechten  durch  r  die  Kraft  r~r'  =  A,  ab. 

Verlängert  man  jetzt  B^A,  um  J.C  =  0^(/  — X),  macht  (70  =  2/':»  nnd 
bringt  die  Gerade  Dr"  mit  der  Wagereehten  durch  r'  in  r"  zum  Schnitt,  so  erhält 
man  r't'"  ■:=  Hr,  welcher  "Wert  nun  von  einer  Wagerechten  A' B'  aus  als  Ordinate 
auftragen  wird. 

Soll  nun  die  Querkraft  .«Q,  für  das  Feld  F^F,  bestimmt  werden,  so  suche 
man  mit  Hilfe  von  A"E\\F'F~  die  Belastungsscheide  E  auf  und  nehme  nur  die 
zwischen  E  und  dem  Schnitte  tl  gelegenen  Knoten  belastet  an.  Es  seien  dies  die 
Knoten  r,  (r—  1),  ....  <l'-|-  1-    Bann  entsteht 

.i  =  J,  — A;    H=Br  —  Rt;     «,(?,  =  J-/ftg«".*) 

8.  Die  QtMrkräfle  Q,  infolge  einer  Timperattavnderung  sind 

sie  sind  ebenso  groB  wie  die  Querkräfte  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  ein- 
fachen Balkens  A^  welcher  gleichmäBig  mit  +  ''  für  die  Ungenmnheit  be- 
lastet ist 

9.  Die  Qeaamtquerhvfte: 

_e=~.(),+-?^^-+«,-) 

lassen  sich  jetzt  übeisichdich  wie  folgt  darstellen. 


*)  Dieses  Verfahren  läßt  sich  selbstverstikndlich  auch  beim  Zweigelenkbogen  mit 
annähernd  konstanter  Hohe  A,  sowie  bei  dem  im  vorigen  g  behandelten  Versteifnngs- 
balken  mit  paraUelen  Gurtungen  anwenden. 

**)  E,  sei   der.  absolafe  Wert   des  Horizontalzoges  infolge   einer  Temperatnr- 
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Man  trage  von  der  Wagerei' hten  A' B'  aus  (Fig.  289)  die  Qoerträfte  ,^Q,  auf 
und  addiere  zu  denselben  die  Querfcräfte  eines  ^eichmäßig  xfat  g,(\  —  i)  +  '  ~  '- 
für  die  lüngeneinbeit  belasteten  Balkens,  welche  letztere  in  bekannter  Weise  mitteLi 
einer  Geraden  J^M  gewonnen  werden,  wobei  A'M^  —  l  und  J,A':=g,{X  —  ^)  ~r 
-{-]—  I —  ist.    Das  Ergebnis  ist; 


Ersetzt  man  die  Gerade  .7,3/  durch  die  mit  Hilfe  viui 


AJ,  =--/—-  (?-  +  P)  (1  -  ")  y 

bestimmte  Grade  J^M,  bo  erhalt  man: 

~Q.+^,-^  =  ~Q.+^'^-'--v^^-'W 

-s.(i- 

=  ^,,+%^.--Q,-9.= 

-—e. 

Innerhalb  eines  Feldes  hat  Q  einen  festen  "Wert. 

108.  Zahlenheispiel  (Tafel  6).  E.H  soll  eine  vorsteifte  Kettenbrücke  mit 
folgraden  Abniessungen  berechnet  «erden: 

Stützweite  der  Ketfe  i,  =  75",  des  Balkens  (  =  72";  Pfeil  der  Kette,  gemessoa 
bis  zur  Schlußlinie  /"=  9,0"'  (/",  ^  rund  9,7");  lünge  der  unter  a  ^  35"  geneigten 
liücfchaltkette  a'  =  2?-;   Hiihe  des  Versteif  im  gshaltens  ft^2,0-i   Feldweite  X  =  3-. 

Die  ständige  Belastung  für  jeden  der  lieiden  die  Brückenbahn  stützenden  Haupt- 
ti^er  sei  g  =  2,8'  für  den  Meter,  die  bewcgiiehe  p  =  l^ö*.  Es  sei  in  Aussicht  ge- 
nommen, die  Brücke  zuerst  unversteift  aaszuführen  (vergL  Seite  266)  weshalb  g,^g 
^2,8*  und  j,^0.    Die  Temperaturänderimg  sei  (=^+40°  C. 

1.  Abschaltung  dex  Qnernphnilfsrer/ti/llmuses  .F, ;  F»  ( F,  ^  Gurtijuerschnitt  des 
Balkens,  Fi  ^  Quersohnitt  der  Kette  im  Scheitel)  behufs  Berechnung  der  Ziffer  ». 
Es  ist 
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§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Factiwerkbalken. 


I"lgt  nun  der  erforderliche  Kett«niuer8chnitt  im  Scheitel 
_  P[g.  +  to-+.P)>l 
»-8/-[c7-tA-(Cl-v)] 
nJ,  wenn  (ür  eine  schweißeisemc  Fkcheisenliette  die  Beanspruchung 

0  =  1000^  f.  d.  qom=1000Cf  f.  d.  qm 
iiij.-elassen  und  t£^240'  f.  d,  qin  gesetzt  wird: 
72*  (2,8  + 1,6 -O,» 


■  8  ■  9  [10000  —  240  •  40  ■  0,04] 


=  0,0317  (/m. 


0,0317 


btstimmt,  und  es  muß  daher  der  Kettenqnensehnitt  bis  zu  JVseo  a,  ^    '  ' —  V^ 

=0fßä6qm  anwachsen.    Im  vorliegenden  Falle  empfiehlt  es  sich,  der  Kette  den 
ül-rall  gleichen  Querachnitt  0,0356  9"<  zu  geben,  also  auch  F»^^  0,0356  ?u  setzen. 
Nun  ergibt  sich  der  Horizontalzug  infulge  der  Temperatunuidevong: 
H.  =  tEFtt  (1  —  v)  =  240  ■  0,0356  ■  40  ■  0,04  =  13,7' 
imil  der  Gnrtquerschnitt  des  Balkeas  nach  Gleichung  (25)  (wegen  i/„=sO): 

'■•=s^[>(-4yH-i-)]+^' 

l^'ird  0  =  750^  f.  d.  ?cm  =  7500'  f.  d.  gm  gestattet,  so  folgt; 
3. 72'. 1,5     r    1      /  4y  -1        3.13^.9,0   _ 

'°-32.2,O.7Ö00Lö;96fl"'*T/+"'"*J^^  4.2,0.7600  -"'"104. 

Hiemach  ist: 

»L'u  nmd  v  :=0,96,  übereinstimmend  mit  dem  zuerst  gefundenen  Werte  von  t.   Eine 
Wiederholung  der  Rechnung  ist  daher  nicht   erforderlich,   und  es   darf  die  Unter- 
auchnng  der  Vetsteifungsbalkens  mit  ^^0,96  durchgeführt  werden. 
Der  gröBte  Horizontalzug  der  Kette  ist 


und  der  grüBte  Zug  in  einer  Hün^estange: 
-»Z  = /r„  (tg  «_- lg  «„+,)  = //_ 
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Für  die  Rückhaltkette  erhält  man: 

S„  =  H„  aec  36'  =  389', 
und  der  Druck  auf  den  Eettenpfeüer  ist: 

ff—  (tg  35°  +  tg  a,)*)  =  319  [0,7  +  0,6]  =  383'. 

2.  Spannkräfte  in   den    Gttrtungen,   Fig.  290.     Die    zur  EnnitÜung   der  Be- 
lostungsscheiden  dienende  Wa^erechte  SS'  liegt  im  Abstände 

if  _    4.9,0    _ 

von  der  Ä"B''\  ihre  Schnittpunkte  1„  2(|,  3,,  .  .  .  .  mit  den  Geraden  J"l',  X"2', 
A"Z'',  .  .  .  bestimmen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  .  .  .  entspreobenden  Be- 
lastongasoheiden.  In  Fig.  290  wurde  die  Kette  parabolisch  angenommen.  Auf  der 
Senlrecbten  durch  B"  wurde  die  Strecke  5"0"^^4/^^36"  aufgetragen  und  in  24 
Reiche  Teile  zerlegt.  Die  von  den  Teilpunkten  1",  2",  3", . .  .  nach  Ä"  gezogenen 
Strahlen  schneiden  dann  die  Senkrechten  durch  1,  2,  3,  .  .  .  in  den  Eettenpunkten 
r,  2',  3'  ...  und  die  Gerade  .SA"  in  den  Punkten  1^,  2«  3o,  ■  .  ■  ■ 

Die  Werte  -r-  wurden  nach  dem  auf  Seite  276  bis  279  zun  Ermittlung  der 

Momente  M  benutzten  Yerfahren  bestimmt.    Punkt  !„  liegt  im  Abstände  £,  =  46,91" 
von  der  Senkrechten  B"B',  und  es  ist  daher  die    zugehörige  Ordinate   der  nach 
Fig.  284,  Seite  278  aufzutragenden  kubischen  Hilfsparabel: 
pti*  _  1,5-46,91' 
6lk  ~   6 -72 -2,0   ' 
Die  Pfeilhöhen   der  geraeinen  Parabeln  A'L,B'   und   A'L,B'   sind   (w^en 
jr>i  =  0),  bezw. 

^-  =  -^^l J^-'-  =  61,66  Tonnen  =  rund  62  Tonn«n 

-5^  + -if  (.-.)  =  61,66  +  M^?i_W  =  ™a  81  T.™.. 
Die  Zeichnung  liefert  für  die  Knoten  1,  2,  3,  .  .  .  13: 
«.^  =  +  32;   +59;   +80;  +97;   +108;   +115;   +118;    +118;    +115; 

+  111;  +  109;  +  108  Tonnen 
-h.-^  =  — 29;  —  53;  —72;  —86;  —96;  -  101;  —102;  —101;  -97;  —93; 
—  90;  —  89  Tonnen. 
Durch  diese  Werte  sind  die  in  Fig.  293  zusammengestellten  Spannktäfte  in  den 
Gurtungen  bestimmt 

3.  Spatmkräfle  D  in  den  Diagonalen.    In  einer  unter  dorn  Winkel  9  gegen 
die  Wagerechte  geneigten  Diagonale  entsteht  die  Spannkraft 

D=  +  ^-, 

SUI9 

WO  Q  die  Querkraft  für  das  fragÜcbe  Feld  bedeutet  Das  obere  Vorzeichen  gilt  tat 
eine  linkssteigende,  das  untere  für  eine  recbtssteigende  Diagonale.    Da  9  für  sftmt- 

liehe  Diagonale  gleich  groß  ist  \—^ —  ^  1,8028t ,  so  wurden  aa  Stelle  der  Qoet- 

4/" 
■)  Genügend  genau  ist  tg  «i  =  -j-  • 
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krätte  Q  sofort  die  Werte  Q'  =  —r^ —  dargestellt  und  zwar  nach  dem  auf  Seite  280, 
arny  "  ' 

üg.  287  und  288  für  die  Ermittlimg  der  Kräfte  Q  angegebenen  Verfahren.  Hier- 
nach sind  die  Ordinaten  der  für  feste  Knotenlasten  p  \  aufgetragenen  zweiten  (A :  sin  f )' 
Linie  durch  die  Strecke  (Fig.  291) 

2sinf  2 

bestimmt  Die  Ordinalen  der  zweiten  (fl*:  ain  9)-Linie  würfen  naoh  Feetlognng 
des  Punktes  ü  [mittels  ÄÖ=-^-(i  — 1)=-2-{72  —  3)  =  34,50-  ond  .CD  =  ^ 
=  — (^QÄ-  =  18,75"]  auf  die  früher  beschriebene  Weise  (Fig.  287)  ans  den  Werten 

.i  :  sin  9  hergeleitet;  die  HilMnien  sind  gröfitenteils  wieder  ausgelöscht  worden. 
Für  A:eia^  und  H :  sin  9  wurden  auf  Tafel  6  die  kürzeren  Zeichen  A'  und  H' 
eingeführt. 

Wird  nun  beispielsweise  _«<?,'  füi-  das  dritte  Feld  gesacht,  so  zieht  man 
von  Ä"  aus  zu  dem  Kettengliede  ///  eine  Par^lele,  bringt  diese  mit  der  Wage- 
rechten  SS'  in  IlTt  zum  Schnitt  und  erhält  in  der  Senkrechten  durch  //{,  eine 
Belastungsscheide.')  Hierauf  nimmt  man  die  zwischen  dem  fraglichen  Felde  und 
n^  gel^enen  Knotenpunkte  3,  4,  ö,  6,  7,  8,  9, 10  mit  je  pX  belastet  an  und  findet 
für  diesen  Zustand: 

-^  =  J,'— ^,';     ^^  =  H,'—S,,',  mithin 

sin  9  sm  9 

„0,'=(^'-^,')-(Ä,'--HnTl««.- 
Der  Kürze  w^eu  haben  wir  auf  Tatel  5  den  Wert  A^' — J„'  mit  Am  her 

zeichnet  und  den  Wert  {H,' —  S,,")  tg  o,  mit  Tiu^  Die  letztere  Kraft  ist  mitteb  der 
zum  Kettenglied  IH  rechtwinkligen  Geraden  ///'  bestimmt  worfen. 

Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Kraft  «,0/  für  alle  Felder  der  linken  Balken- 
halfte  in  der  Form  dargestellt: 

^Q',i  =  Ä,~T,;    ^Q'pn  =  An—Ta\    u.  8,  w., 
wobei  zu  beachten  ist,  daB  nur  den  Feldern  /  bis  Vllt  Belastungsscheiden  ^ . , ,  Vlllt 
entsprechen.    Für  das  IX^»  Feld  entsteht  __(>,',  sotmld  simtliche  rechts  von  diesem 
Felde  gelegenen  Knoten   belastet  sind,  weshalb  Aa^A,'  uikd   7^r=:^tga^,  und 
ebenso  folgt  Ax^Axt,   Ti=  Jf,o'tga,o  u,  fi.  w. 

Die  so  gewonnenen  Kräfte  —Cp'  sind  in  Kg.  292  im  MaUstabe  1™:=!'  von 
der  Geraden  AM  aus  nach  unten  aufgeti'agen  worfen.  Hierauf  wui'de  die  Gerade 
J,  M  mittels 

«.  =  //«-  =  i  '41^ .  1,8028  =  12,35. 

'       /sm9  72  '  ' 

festgelegt  und  für  jedeü  Feld  die  Kraft  «»Q'  nach  dem  auf  Seile  281,  Fig.  289, 
angegebenen  Terfahren  bestimmt. 

Zur  Ermittlung  der  mi»Q'  müßte  die  Gerade  J,M  durch  eine  Gerade  J^M 
(Fig.  289)  ersetzt  werfen,  wobei 

.^X  =  ^^-  — ö(l  — *)  V  .—   =11,96' 
*       j  sm  9       '^ '         '  2  sm  f  ' 

zu  machen  wäre.    Es  nnterschaiden  sich  aber  die  Ordinaten  der  Geraden  JiM  und 

*)  Ist  die  Kette  jiarabelformig,  so  sind  die  von  A"  aus  nach  den  bereit)«  in 
Fig.  290  benutzten  Punkten  1",  3",  5",  7",  .  .  .  gezogenen  Geraden  beziehungsweise 
pur^el  zu  den  KettengUcdeni  /,  IL,  III,  IV,  .  .  , 
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JfM  so  wenig  voneinander,  daß  es  im  vorliegenden  Falle  erlaubt  ist,  ^.Q'^—m^tO 
zu  setzen. 


B  lauten'  für  die  Felder  1,  2. 
';  33';  29';  26';  24';  23'; 


Die  Ei^bnit 

denselben  entsprechen  die  in  die  Figur  293  eingescluiebenen  SpannlaSfte  D. 

Der  Widerstand  A  am  linken  Auflager  des  Balkens  ist,  falb  kein  £DdqDeiträ£-r 
angeordnet  wird: 

J  =  D,sinq!,  woraus  »„-1  =  4-21,6';   w.-l  =  — 21,6*. 
Der  positive  TVidei'stand  ist  nach  oben  gerichtet,  der  negative  Wert  A  maß  diu-.; 
einen  Anker  aufgenommen  werden. 

Ist  ein  Endqnerträger  vorhanden,  so  entsteht 


«J  =  2:,6+-i 


=  21,6  + 


1,5  ■  3,0  _ 


+  24', 


während  ,j^  den  oben  angegebenen  Wert  behält,  weil  bei  der  Belasttuig.  we..:-: 
wn^  erzeugt,  der  Knoten  0  unbelastet  bleibt. 

Wir  empfehlen  dem  Letter,  auf  Gnmd  der  angegebenen  Spannkraft«  nimtr^  ■ 
die  LSngeoäuderungen  Nämtlicher  Stäbe  zu  berechnen,  die  genauere  EinHuBImie  für  ü 
als  Biegimgslinie  für  den  Zustand  H^  —  1  darzustellen  uod  für  einige  Moni-'a> 
und  Querkrilfte  die  Einüußflächen  abzuleiten.  Diese  schärfere  Ermittlimg  der  JI-lu-: 
erfolgt  genau  wie  bei  dem  in  Nr.  96  behandelten  Zahlenbeispiele,  ond  es  däit-. 
deshalb  überflüBsig  sein,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

104.  Der  Stabbogen  mit  dartlbarllegendeiii  VerBtelfon^balluB. 
Fig.  294,  läßt  sich  als  umgekehrte  versteifte  Kette  deaten  und  mi: 
Hilfe  der  im  vorstehei- 
den  entwickelten  V«- 
fahren  onteisuchen.  I>;; 
Glieder  des  Stabbo^ib 
und  die  senkrecht^; 
Zwischenstäbe  wenä-:: 
natürlich  auf  Druck  \^ 
ansprucht:  auch  muf 
man  zur  Bestimmiui; 
der  Punkte  A"  und  B' 
die  äußersten  Glieder  dfs 
Bogens  über  R  und  7 
hinaus  Terlängem.  Ecd- 
lich  sind  bei  Berechnung  dos  Horizontalschubes  H  mit  Hilfe  der  fiir 
den  Horizontalzug  der  Kette  abgeleiteten  Formebi  die  lÄngen  s'  und  > 
der  Kücthaltketten  gleich  Null  zu  setzen. 

In  Fig.  294  ist  ein  bei  A  und  B  auf  den  Pfeilern  gelagerter  Balten 
gezeichnet  worden,  in  Fig.  295  ein  an  den  Enden  mit  den  Kämpfer- 
gelenken  durch  senkrechte  Stabe  verbundenes  Versteifungsfachweri. 
Während  das  erstere  Tragwerk  Lasten  beliebiger  Blchtung  aufzunebmt^ 
vennag,  ist  letzteres  nur  senkrechten  Lasten  gewachsen.    Damit  es  Süa^ 


Fig.  294. 
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werde,  auch  wagerechte  Lasten  auf  die  Pfeiler  zu  übertragen,  lege  man 
einen  Knoten  des  Versteifungsballens  auch  im  wagerechten  Sinne  fest, 
z.  B.  B  in  Fig.  295a.  Führt  man  dagegen  den  SÜbbogen  bis  an  den 
Balken  heran,  Fig.  296,  so  erhält  man  ein  Fachwerk,  welches  nur  in 
den  Paukten  B  und  T  gestützt  zu  werden  braucht;  dasselbe  ist  steif 
und  einfach  statisch  unbestimmt 


Fig.  295b. 


Für  den  in  Jig.  295  dargestelltmi  Träger  ist  die  Ansahl  der  Knotenpunkte 
k  =  27,  der  Stäbe  s  =  60  und  der  Seitenkräfte  der  Stutzenwiderstände  a  =  4*),  mithin 

2k  =  s  +  a  (d.h.  54=60  +  4), 
so  daO  man  versuclit  sein  könnte,  den  Träger  für  einen  stotiBoh  beslJmmtan  zu 
halten.  Ein  Blick  auf  die  in  flg.  296h  eingetragene  Figur  F'  lehrt  aber,  dait  hier 
ein  bewegliches  StabgeLilde  vorliegt,  ein  Tragwerk,  welches  sicli  nur  in  gewissen 
BelistungaSllen  als  brauchbar  erweist,  dann  aber  statisch  imbestimmt  ist;  und  zwar 
ist  leicht  einzusehen,  daß  einer  am  Versteifimgsbalken  angreifenden  wagerechten  Last 
erst  dann  von  den  Spannkräften  der  anf^ioglich  senkrecht  stehenden  Zwischenstäbe  das 
Gleichgewicht  gehalten  wurden  kann,  wenn  diese  Stäbe  iniolge  einer  Verschiebung 
des  Balkens  eine  geneigte  Lage  angenommen  haben.  Fällt  der  Stabbogen  mit  der 
Geraden  MT  zusammen  (/"^O),  so  ist  das  Fachwerk  ein  solches  von  unendUcher 
Beweglichkeit;  Gleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  bei  einer  wagerechten  Belastung  des 

*)  Wir  erinnern  daran,  daß  bei  Ermittlung  der  Zahl  a  der  Widerstand  einea 
festen  Auflagers  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt  werden  muß.  Einem  beweglichen 
Auflager  entspricht  a=:l. 
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Venteifongsbalkens  überhaupt  nicht  md{^oh.  Sonst  ist  die  Bew^chkeit  —  atarre 
Slibe  TorauBgeaetxt  —  eme  unendlich  kleine,  und  es  hegt  einer  der  auf  Seite  37 
hervorgehobenen  Aufinahmefälle  vor. 

Haben  Stabbogen  und  Tersteifongsbalken  einen  Knotenpunkt  gemein 
und  wird  trotzdem  das  eine  Balienanüager  festmacht  (Fig.  297),  so 
entstellt  ein  steifes,  zweifach  atatisch  unbestimmtes  Fachwerk.  Als  statisch 
nicht  bestimmbare  Größen  führt  man  zweckmäßig  die  w&gerechten 
Auflagerwiderstände  fl,  und  H,  ein;  man  berechne  sie  mit  Hilfe  des 
im  §  6  gelehrten  allgemeinen  Verfahrens  und  leite  die  Eioflußlinie  für 
H,  und  B.  ans  den  Bi^ungslinien  für  die  Zustände  H,^  —  1  and 
fl.  =  — 1  ab. 


Fig.  297. 

Eine  solche  zweifache  statische  ünbestimmtiieit  entsteht  natürlich 
auch  dann,  wenn  eine  der  Hängestangen  der  in  Fig.  277  dargestellten 
veisteiften  Kettenbrücke  die  Länge  Nnll  erhält;  und  man  kann  hieraus 
schon  schließen,  daß  im  Falle  sehr  kurzer  mittlerer  Hängestangen  die 
unter  der  Toranssetzung  einer  einfachen  statischen  Unbestimmtheit 
gewonnenen  Ergebnisse  m(M  mehr  ganz  scharf  sein  können,  eine  Tat- 
sache, die  sich  anch  in  der  Weise  erklären  läßt,  daß  die  Neigungs- 
winkel sehr  kurzer  Stäbe  schon  bei  einer  geringen  Formverändenmg 
des  Fachwerks  sich  wesentlich  ändern  können,  was  dann  zur  Folge 
hat,  daß  die  Annahme  verschwindend  kleiner  Winkeländerungen  nicht 
mehr  zutrifft 


Sj  10. 

^fach  statisch  unbestimmte  Bogen-  und  Kettenbrflcken  mit 

mehreren  Öffnungen. 

105.  Die  nächste  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  einer  Seihe 
einfach  statisch  unbestimmter  Bogen-  und  Kettenbrücken  mit  mehieren 
Öffnungen,  deren  Berechnung  sich  eng  an  die  Untersuchungen  der 
vorigen  Paragraphen  anschließt.     Als  statisch  nicht  bestinunbare  Größe 
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'wird  durcliw^  der  Horizontalscliub  (beziehungsweise  Horizontalzug)  H 
eingeführt  und  zur  Bnnittluiig  von  H  infolge  einer  senkrechten,  in  m 
angreifenden  Last  P«  wird  die  Gleichung 


H=P,- 


2S''s 


F, 


benutzt,  wobei  R'  die  mit  EF,  multiplizierte  senkrechte  Verschiebxmg 
bedeutet,  welche  m  bei  Eintreten  des  gedachten  Belastnngszustandes 
H^  —  1  erfahren  würde,  während  S'  die  Stabkiaft  für  den  Zustand 
H^  —  1  ist  Die  zu  betrachtenden  Tragwerke  lassen  sich  in  zwei 
Gruppen  scheiden;  bei  den  Gebilden  der  einen  Gruppe  besteht  das 
statisch  bestimmte  Hauptnetz  aus  einer  Beihe  von  EinzeWalken,  während 
die  anderen  im  Falle  ff  ^  0  in   Oerbersche  Balken  übergehen. 


a.  Das  statisch  bestimmte  Haiiptiwtz  besteht  aus  einer  Folge  von 

Einzelbalken. 

106.  Bogenbrfioke  mit  mehrereD  ÖS&nngen.  Die  über  einem 
Mittelpfeiler  zusammentreffenden  Bögen  erhalten  dort  ein  gemeinschaft- 
liches,   auf    wagerecht^r  Bahn    geführtes  Kampf ergelenk,    damit  diese 


Fig.  298. 

Pfeiler   nur   senkrechte   Drücke    erfahren.     An  den  Enden  sind  feste 
Kämpfei^lenke  angeordnet,  Fig.  298. 

Liegen  sämtliche  Gelenke  in  einer  wagerecbten  Geraden,  so  sind 
die  senkrechten  Stützenwiderstände  A,  B,  C  unabhängig  von  H  und 
ebenso  groß  als  bestände  das  Tragwerk  aus  einzelnen  Balken  ACi, 
C^Cj,  .  .  .  Man  erhält  z.  B.  für  die  in  Fig.  298  angenommene  Be- 
lastung: 

Hflller-BreiliD,  Gnphitche  SUtlk.   II.  1.  19 
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Um  die   ff-T.inio  zu  bestimmen,  berechne  man  für  jede  einzelne 

Öffnung   die   den  Gewichten  w  =i  -~-  ~  entsprechenden  einfachen 

BaUcenmomente  M^  —  g&wxi  wie  beim  Ziveigeknkbogen  (Seite  200)  — 
und  dividiere  dieselben  durch  die  über  die  Knotenpunkte  sämtlicher 
Öffnungen  auszudehnende  Summe:  Sx  ■=  Syw,    Man  erhält  für  P=  1 : 

A.US  der  durchweg  positiven  H-läme  werden  alle  übrigen  Einfloß- 
linien  ganz  in  derselben  Weise  abgeleitet  wie  beim  Zweigelenkbogen. 

In  Fig.  298  ist  beispielsweise  die  JC„-Fläche  für  einen  Knoten- 
punkt m  der  MitteLöffnong  C,Cj  dai^gestellt  worden;  sie  unterscheidet 
sich  von  der  ^„-Fläche  eines  Zweigelenkbogens  CjC,  (abgesehen  von 
den  kleineren  Ordinaten  der  H-iAnie)  nur  dadurch,  daß  sie  links  von 
Ci  und  rechts  von  C^  einen  aus  den  negativ  zu  nehmenden  ^-Slachen 
bestehenden  Zuwachs  eriiält  Denn  Insten,  welche  außerhalb  der  Öff- 
nung C'iCf  liegen,  beeinflussen  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes 

-*C  =  -lC-  — //j/- 

Für  den  infolge  einer  gleichmäßigen  Zunahme  der  Anfangstemperatur 
um  t°  entstehenden  Horizontalschub  findet  man  (verg^  S.  204) 

wo  2  f  die  Summe  der  Stützweiten  sämtlicher  Öffnungen  bedeutet 

107.  Kette,  versteift  dnrob  melinre  EinEelbtükfln.  Der  in  Nr.  106 
behandelten  Bogenbrücke  kann  mwi  die  in  Fig.  299  dai^iestellt«,  durch 
Eiuzelbalken  versteift«  Kettenbrücke  an  die  Seite  stellen.  Jeder  Balken 
erhält  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager.  Behufs  Ermittlung  der 
H-länie   berechne   man  auch  hier  für  jede  einzelne  Öffnung  die  den 

Gewichten  w  ^  ^ — ^  entsprechenden  einfachen  Balkenmomente  M^ 

mid  dividiere  dieselben  durch  den  Ausdruck 

,^— n,™L,  ^-f-s' seea.' -\-s"seea") 

dessen  Simunen  sich  über  SJimüiche  Offmmgen  etstreolieii.  JUan  erfaali 
für  P=l: 
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Ans  der  durchweg  positiven  ff-Linie  werden  die  Übrigen  EinfluS- 
linien  in  derselben  Weise  abgeleitet  ^vie  im  §  9,  Nr.  101.  In  Fig.  299 
ist  als  Beispid  die  X.-Häche  für  einen  Knotenpunkt  der  Mittelöf&iung 
gezeichnet  worden. 

Für  den  Horizontalzog  infolge  einer  Temperaturänderung  erhält 
man  nach  Seite  271  nnd  272: 

tEFj  .„,        ,      ,     ,         ,  ,     „ 
= äi —  l'**' See*  a  +  s  sec  a  +  s   see  a. 


3/; 


Fig.  299. 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  noch  enthaltenen  Summenaus- 
drücke darf  man  für  die  einzelnen  Öffnungen  nach  den  Formeln  be- 
rechnen: 

Sx.(tga,-tg«,.^,)*  = 

^     u            *          ^      8/1  (3A'  — 2/;— 1,6c) 
Srt.,  (tg  «,—  tg  «,+,)  =  -^J^- — ^ '—^, 

wo  l^,  /",  und  c  die  in  Fig.  279  auf  Seite  269  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Die  im  §  9  für  Versteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen  nach- 
gewiesenen Vereinfachungen  sind  natürlich  auch  bei  der  Kettenbrücke 
mit  mehreren  Offnungen  ausführbar. 

108.  HftogebrfiBke  Aber  drei  öftaangen;  bestehend  aas  dr«i  Sohelbw, 
Hg.  800,  301.  Jede  Scheibe  ruht  auf  zwei  Gleitlagem.  An  den 
beiden  äußeren  Scheiben  greifen  die  Hückhaltketten  S^  (ind  S,  an 
so  daß  jede  dieser  beiden  Scheiben  durch  drei  Widerstiinde  gestützt 
wird,  deren  Richtungen  sich  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden.    Die  mittelste  Scheibe  wird  durch  vier  Kräfte  gestützt,  nüm- 
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lieh  durch  die  an  den  beiden  bewegliehen  Auflagern  auftretenden  "Wider- 
stände und  durch  die  Spannkräfte  S^  und  S^,  welche  an  den  mit  Hilfe 
der  Stäbe  S,  und  S^  festgehalteneu  Oleitlageru  C  angreifen.  Das  vor- 
liegende Tragwerk  ist  deshalb  einfach  statisch  unbestimmt;  es  unter- 
scheidet sich  ron  dem  im  I.  Bande,  i;  47,  Seite  389  untersuchten 
Hangewerke  nur  dadurch,  daß  das  Scheitelgelenk  fehlt  Als  statisch 
unbestimmte  Größe  wird  wieder  der  Horizontalzug,  d.  i.  die  überall 
gleiche  wagerechte  Seitankiaft  H  der  Kettenstäbe  5,,  S^,  S^,  S^,  Sf, 
Sf  eingeführt  Man  findet  dann  für  die  Mittelöffuung,  mit  den  aus 
der  Mgur  ersichtlichen  Bezeichnungen,  die  Angriffsmomente 

U^=it„  —  Hy., 
WO  Mg.  und  M^^  die  Augrif&momente  für  die  Punkte  ni  und  k  eine>i 
einfachen  Balkens  von  der  Stützweite  /  bedeuten.    Berücksiclitigt  mau 


%n^ 


bei  Ermittlung  der  Durchbiegimgeu  S'  für  den  Znstand  H  = 
die  Foimänderungen  der  (rurtungen,  so  erhält  man 


riEF^ 


Will  mau  auch  die  Formänderungen  der  Fullunge^eder  berück- 
sichtigen, so  bedient  man  sich  am  zweckmäßigsten  der  Formeln  (6)  und  (7) 
auf  Seite  105,  Die  Vertikalen  sind  für  den  Belastungsfall  ^=  —  1 
spannungslos,  sie  haben  also  keineii  Einfluß  auf  die  Durchbiegungen  &'. 
Für  die  über  die  Seitenciffnnng  gelegte  Scheibe  findet  man,  nach 
Zerlegung  von  .S\  in  A'  und  IT  (Fig.  301)  und  von  .%  in  B'  und"  H*, 
die  üleicligewichtsbedingungeu 

iÄ—A')l=  Pb,     (B-\-B')l  =  Pa 
J'  =  flCtg«4-%«),     .B'  =  £r(tg«4-tga), 
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§  10.    Bogen-  und  Kettenbrücken  mit  mehreren  Öffnungen. 
mithin  A  ^  -  -  -}•  H  {ig  a^  —  tg  a) 

Die  Angriffsmomente  sind 

3/.  =  J/fl.  —  Hy,,     M^  =  -Wo*  —  ^y*- 
Die  Spannkraft  in  einer  Diagonale  ist 


*"*fi^ 

71 

5         t-,4-J 

1- — l- 

■J 

Fig.  301. 

wo  r,  das  Lot  von  *  auf  D  bedeutet  Jfo«,  Jtfjv,  Dj  sind  die  "^^'erte 
fiir  den  einfachen  Balken  AB.  Damit  sind  auch  die  Gewichte  w  be- 
Rämmt     Zu  beachten  ist,  daß  in  der  Formel 

5»' 


H=P^ 


die  im  Xenner  stehende  Summe  die  drei  Scheiben  und  die  sechs  Stäbe 
.5,  bis  5,  umfa£L  Bezüglich  des  Einflusses  der  ständigen  Belastung  g 
and  einer  Belastung  g'  wird  auf  Seite  267  verwiesen. 


b.   Das  statisch  besUmmta  Hauptnetz  ist  ein  Garberscher  Balken. 

109.  Avsleger-Bogeubrfiake  mit  drei  Öflbnngen.  Das  Tragwerk  in 
Fig.  302  besteht  aus  einem  Zweigelenkbogen  AB  mit  Auslegern  AGt 
und  Bff,,  welche  zur  Unterstützung  der  Einzelbalken  CGi  und  G^D 
bestimmt  sind.  Wird  eines  der  beiden  festen  Lager  ^,  ß  in  ein  auf 
wagerechter  Bahn  bewegliches  verwandelt,  so  entsteht  ein  Gerberscher 
Balken  (Zustand  H!=0),  dessen  Angriffsmomente  mit  J/j,  bezeichnet 
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werden  mögen,  und  dessen  senkrechte  Stützenwideretände  =;  Ä,  B,  C,  D 
seien.  Durch  Hinzutreten  der  Widerstände  H  werden  die  senkrechten 
Auflagerkräfte  sowie  die  Spannkraft«  in  den  äußeren  Öffnungen  CA 
und  BD  nicht  geändert  Nur  im  mittleren  Teile  AB  sind  die  Stab- 
kräfte S  abhängig  von  ff;  sie  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 
S=  Sa  —  S'H,  wo  \  den  Wert  von  -S  für  /?=  0  bedeutet  und  .< 
die  Spannkraft  infolge  H^  —  1  ist 

Zur  Ermittlung  der  Ö-Linie  benutzen  wix"  wieder  das  Gesetz: 

"=''        !'    F.' 


wo  8'  die  mit  EF,  multiplizierte  Ordinate  der  Biegungslinie  für  den 
Zustand  /?=  —  1  vorstellt  Diese  Biegungslinie  besteht  zwischen  ..4 
imd  B  aus  einem  Polygon,  welches  genau  so  bestimmt  wird,  wie  für 


Fig.  3(12. 

einen  gewöhnlichen  Zweigelenkbogen  AB,  ferner  aus  den  Geraden 
A'Qt'\  0^'C  und  -B'Ös',  O^D',  welche  den  bei  Eintreten  des  Zu- 
standes  H'^  —  1  spannungslos  bleibenden  Auslegern  und  Einzelbalken 
entsprechen.  Wird  die  Biegungslinie  des  Teiles  AB  durch  Aufzeich- 
nung eines  Seilpolygous  gewonnen,  so  erhält  man  die  Geraden  Ä'G^' 
und  B'G^"  als  die  äußersten  Seiten  dieses  Polygons.  Meistens  führt 
jedoch  die  Berechnung  der  //-Linie  mittels  der  Formel 

ff=^(™rgl.  §7) 

schneller  zum  Ziele.  In  diesem  Falle  empfiehlt  es  sich,  behufs  Ver- 
längerung der  //-Linie  über  A'  und  B'  hinaus,  sämtJtiche  Gewichte  tr 
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dieses  Gewicht  ia  der  Mitte  eines  einfachen  Balkens  A'B'  hervorbringt, 
ßwl_ 

die  Geraden  TA'  und  TB'  zu  ziehen.  Es  ist  dann  A'Oi"  die  Ver- 
längerung der  Geraden  TA'  und  B'O,"  die  Verlängerung  von  TB'. 
Lasten  P,  welche  links  von  A'  oder  rechts  von  B'  ai^!;ebracht  werden, 
rufen  einen  n^ativen  Horizontalschub  H  hervor. 

Hätte  beispielsweise  der  mittlere  Teil  AB  die  Abmessungen  des  in  Fig.  211 
auf  Seite  212  dörgeetelltea  Zweigelenlibogena,  so  würde  zwischen  A  nnd  B  die  in 
Fig.  211  dargestellte  WIAaie  ohne  jede  Änderung  beizubehalten  sein,  llan  würde 
dann  S«'  =  («;,4-«.,-f  w,  +  w,  + »,)  2  + 1*,  =  (0,33*) +  0,88  +  2^5  +  15,00)2 
-i-  20,00  =  67,12  erhalten,  mithin 

^        1^1   _    57,12.20    _ 
^^-TTsT-l. 183,356  -^'"■ 

Der  Horizontalschab  infolge  einer  Temperaturändenmg  ist  ebenso 
gi'Oß  wie  der  eines  Zwelgelenkbogens  AB. 

Behufs  Herleitung  der  übrigen  Einflußlinien  aus  der  TT-Linie  be- 
achte man,  daß  sich  die  Mittelöffnung  bei  unbelasteten  Seitenöffnimgeu 
genau  wie  ein  gewöhnlicher  Zweigelenkbogen  verhält  Will  man  also 
beispielsweise  die  Jf„-Fläche  zeichnen,  so  trage  man  (wie  in  Kg.  220, 

Seite  221")  A'J=  1  — ^  auf,  ziehe  JB',  bestimme  m'  lotrecht  unter  in, 

verbinde  m'  mit  A'  und  subtr^iere  die  .ff-Fläche  von  dem  die  — ^^^ 

Fläche  voistellenden  Dreiecke  A'm'B'.  Der  Unterschied  beider  Mächen 
ist  die  Ji^-FIäche  des  Zweigelenkbogens  AB-,  der  Multiplikator  ist 
^  y_.  Verlängert  man  nun  die  Geraden  m  A'  und  m' B'  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  O^',  G,'  mit  den  Senkrechten  durch  G,,  Ö,,  und  zieht 
man  schließlich  die  Geraden  Oi'C,    G^'D',  so  gibt  der  Linienzug 

C O,' A' m'B' öJD'  die  »xAA'B'  als  Nullinie  bezogenen —^S^-ünie 

des  Gerberschen  Balkens  CABD  an,  und  die  in  Fig.  302  schraffierte, 
zwischen  dieser  Linie  und  der  fl'-Linie  gelegene  Fläche  ist  daher  die 
gesuchte  ^/.-Fläche. 

UO.  Stftbbogfln,  versteift  durch  elnea  Oerbersehen  Balkan.  Ganz 
ebenso  wie  der  in  Nr.  109  untersuchte  Träger  werden  die  in  den 
Figuren  303    und   304    dargestellten   Stabgebilde    behandelt     Zuerst 


i  auf  die  Momente  M> 


')  Der  Wert  w,  ^ -^  ^  ^-jj- ^=  0,33  wurde  früher  nicht   gebraucht,   da  er 
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werden  die  Einflußlinien  für  die  Mittelöffaung  genau  so  gezeiehnei 
als  wären  die  Seitenöffnimgen  gar  nicht  vorhanden,  und  schliefiliii 
werden  sie  über  A'  und  B'  hinaus  auf  die  vorhin  beschriebene  ^V(i-^■ 
verlängert     In  Kg.  303  ist  eine  ^-Fläche  rangezeichnet  worden. 


Fachwerkbogen  mit  eingespannt«!  Klmpfern. 

111.  Der  bereits  auf  Seite  156  in  ganz  allgemeiner  Weise  ^ 
handelte  Bogentröger  mit  eingespannten  Enden  ist  dreifach  stafe« 
unbestimmt  und  erfordert  daher  die  "Aufstellung  von  drei  ElasÜziüt- 
bedingungea.  Diese  soll  hier  nach  zwei  verschiedenen  Verfahren  er- 
folgen, von  denen  das  erste  iin  die  Voraussetzung  senkrechter  Lasw: 
gebunden  ist,  während  die  zweite  Untersuchung  EinzeUrräfte  bdiebigw 
Richtung  berücksichtigen  wii-d.  Bei  der  Herleitong  der  ElasÜiiSis- 
gleichungen  dürfen  die  Längenänderungen  der  FüUungsstäbe  in  «^ 
Regel  vernachlässigt  werden.  Beim  Bogen  mit  eingespannten  Käuipfr''' 
ei'weist  sich  der  EinfluH  der  Temperaturänderungen  (welche  doch  na: 
geschätzt  werden  kimnnn)  als  so  bedeutend,  daß  eine  allzu  peiuliclif 
Ermittlung  der  übrigen  Einflüsse  noch  viel  weniger  am  Platze  i* 
wie  beim  Zweigelenkhogen.  Auch  die  Annahme  eines  überall  gleich« 
oder  nach  einem  einfachen  (lesetze  sich  ändernden  Gurtquerschnitt  J-* 
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^'J^  (»  E 


.Um  nun  die  zur  ErniitÜiing  von 

dienenden   Momente  M^'"  zu  beatimmen,   wurden   die   Strecken 
der  w')  als  senkrechte  Kräfte  aufgefaßt  und  durgh  ein"S«lpölygOQ  F  (Pol  Or-,  Pol- 
weite  wr)  verbunden,   jetzt   aber  in  der  Reihenfolge  1,  2,  3,  .  -  .*).    Ist  n"'  die 

2vic' 
Ordinate  dieses  Seilzuges,  so  ist  das  Biegungsmoment  des  mit  den  Gewichten  — 

belasteten  Balkens  A'B'  ^eich  icr*]"',  und  man  erhält  daher  für  einen  dorch  die 
Gewichte  w™  ^  ip'p  beanspruchten  Balken: 

M^'"  =  iirinicrn'~,  weshalb 

Wir-  u  wivu 

"Wählt  man  also  icr^  "JT....  (z.  ß.  Wir  =  \e  und  irr^^u  wie  dies  in 
Fig.  309b  geschehen  ist)**),  so  findet  man: 

und  ist  jetzt  imstande,  für  jede  Einzellast  P  die  Kümpferdrüoke  K,  und  K,  au  er- 
mitteln. Um  die  Lagen  dieser  Kräfte  anzugeben,  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  zur 
ersten  Seite  des  Seilzuges  /  parallelen  Qeraden  ED  die  Strecke  n  und  trägt  dieselbe 
auf  der  Achse  A,  von  0  aus  nach  T  hin  ah.  Nun  dreht  mau  die  vom  Seilzng  / 
und  dessen  letzter  Seite  aof  P  abgeschnittene  Strecke  n,  um  90°  nach  linlra,  ver- 
bindet ihren  Endpunkt  mit  dem  Endpunkte  der  Strecke  1)^  durch  «ne  (strichpunk- 
tierte) Gerade  und  zieht  zu  dieser  von  Taus  eine  Parallele;  dieselbe  schneidet  die 
Ä,  im  Durchgangspunkte  von  ^. 

116.  Elnflofi  einer  Temperatnriuideniiig.  Zur  Berechnimg  der 
von  einer  Temperaturändenmg  herrührenden  Werte  X  könnten  die 
Gleicliimgen  (10)  und  (6)  benutzt  werden;  der  folgende  Weg  verdient 
jedoch  den  Vorzug. 

Wir  denken  die  Spannkräfte  -S""  =  T  1  -^^  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche,  nadi  außen  gerichtete  Kräfte  von  der  Größe  1  see  a 
(Mg.  310)  heivoi^rufen,  welche  mit  der  Achse  A,  (deren  Neigungs- 
winkel ^  a  sei)  zusammenfallen  und  deren  AitgiiE^unkte  L^  und  i, 
mit  den  Bogenenden  durch  starre  Stäbe  verbunden  seien***).    Sodann 

')  Im  zugehörigen  Kräfteplan   ist  die  Reihenfolge  der  Strahlen  durch  Ziffern 


**)  icr  i.st  die  einzige  Polweite,  welche  nicht  willkarlich,  sondern  durch  die 
vorhergehenden  Polweiten  bestunmt  ist.  Der  Maßstab,  in  welchem  die  lo'  aufgetragen 
werden,  ist,  solange  nur  der  Einfluß  von  Lasten  in  Frage  kommt  (nicht  auch  der 
von  Temperaturänderungeu)  ganz  gleichgültig. 

•••)  Diese  Kräfte   erzeugen  das   Angriffsmoment  Jtf.,  ^  1  sef  a  {y»  cos  a)  ^  y,, 

und  die  Sfabtraft  Ä„"'  =  T  — •  Di^se  Formel  gilt  auch  für  die  FuUuogssläbe; 
an  Stelle  der  Knoten  m  treten  die  bekiuinten  Drehpunkte  der  Rittenschen  Momenten- 
Oleichnngen. 
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fassen  wir  1  sec  a  als  eine  Spannkraft  (und  zwar  als  einen  Druck}  auf, 
der  Id  einem  die  Knoten  L^  irnd  L^  rerbindenden  Stabe  auf  ii^end-  { 
eine  Weise  eizengt  wird 
uud  wenden  auf  das  non- 
mehr  nur  von  inneren 
Kräften  beanspruchte  und 
in  keinem  Punkte  gestutzte 
Facbwerk  das  Gesetz  der 
virtuellen  Verschiebangen 
an,  indem  wir  den  Stab- 
längen s  die  Änderungen 
»•s  zuschreiben,  wo  u 
einen  festen  Wert  vorstellt 
Wir  erhalten  dann  die  Ar- 


SS"'us  +  2S"'«s—  1  .sec  «•  wZ,X,  =  0, 

wobei  sich  das  et^  Glied  auf  die  Stäbe  des  Bogenfaehwerks  bezieht, 
das  zweite  auf  die  hinzugefü^n  starren  Stäbe,  mit  Ausnahme  von 
L^Lf,  daä  dritte  schließlich  auf  den  Stab  X,!^,.  Wird  u  gehoben 
und  werden  die  Punkte  L,,  L,  so  angenommen,  daß  SS"'s  =  0  wird, 

so  ergibt  sich 

2 S"'s  ^  L.L.  sec  a 


und  wir  erhalten  sehr  einfach: 


(16) 


A7"  = 


S//„ir„"' 


wo  r'  die  lünge  der  Sb-ecke  L^L,  bedeutet 

Zui'  Bestimmung  dee  Punktee  L,  bezeichnen  wir  die  Längen  der 
Stäbe  AL^,  CLi,  AV  mit  a,  A,  e,  die  durch  die  Kraft  1  sec  a  in  diesen 
Stäben  erzeugten  Spannki-äfte  mit  S.'",  Sj"',  S"'  und  suchen  die  Er-, 
füllung  der  Qleicbmig 

S;"a  +  Ä/"Ä  -J-  S"'c  =  0 

herbeizuführen.  Geht  der  erste  l'üllungsstab  d&s  Bogenfachwerks  diuvli 
den  Punkt  A,  so  ergibt  sich  der  in  Fig.  311  dargestellte  Kräfteplan, 
in  welchem  S^"  die  Spannkraft  im  ereteu  (iliede  der  unteren  Guilung 
bedeutet  Mit  den  aus  der  Figur  zu  entiiehmendeu  Bezeichnungen  der 
Winkel  folgt,  wenn  AE  und  AK'  so  gezogen  weitien,  daß  <;  L,  EA  =  ^ 
imd  <j[/,Ji"4  =  ß  wird: 
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.s;"       sin  (180° —"«;>)     ÄC     "c  ' 


—  o,    sinp 


5,"'o  +  S»'"  (CE-\-L^Sr)  +  S^c  =  0. 


Kg.  312. 

Die  oben  angestellte  Bedingung;  wird  hieiuBch  erf(illt,  sobald 
'(■E  +  L[E'=b,  d.  h.  sobald  ß  =  +  winl 

ibnlich  folgt:  Geht  der  erste  Füllongsstab  von  C  aus  (Fig.  •312), 
Ko  muß,  damit  05."'+ &S."'+ciS"'=0  werde,  der  Winkel  L^L^C 
=  i|i  sein. 


In  derselben  Weise  wird  der  Punkt  Z/,  bestimmt  und  damit  die 
Unge    der    Strecke    L,Z.,  =  V    gefunden.      In    Fig.  313    wurden 
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die  äußersten  Füliungsstabe  durch  A  beziehungsweise  B  gebend  ab- 
genommen. 

Durch  eine  Beihe  ganz  ähnlicher  Schlußfolgerungen  wird  für  die 
im  Zähler  des  Ausdruckes  für  X"  stehende  Summe  der  Wert 


(17)         2S"s  =  l",  und  damit  AV'= 


tEFtr 


gefunden,  wobei  l"  den  gegenseitigen  Abstand  der  auf  der  Achse  J, 
gelegeneu  Punkte  ^V^  und  A^  bedeutet,  welche  erhalten  werden,  sobald 
man  von  A  und  B  aus  Gerade  zieht,  die  mit  der  Achse  A,  die  AVinkel 
t}j  und  ^^('  bilden. 

Um  schließlich  noch  die  Sunune  2  S's  in  einfacher  Weise  zu  be- 
rechnen, denken  wir  uns  die  Momente  -lf'=l  imd  Spannkräfte  Ä_'^+  — 

durch  an  den  Bogeuenden  angreifende  rechts  drehende  Kräftepaaie 
hervorgebracht,  welche  aus  zur  Achse  A,  parallelen  Kräften  von  dw 
Größe  1  bestehen  und  dereu  Arm  =  1  ist,  Fig.  314.    Sind  £:,,  E„  J,, ./, 


die  Schnittpunkte  dieser  Kräfte  mit  den  Geraden  AL^  und  BL^,  so 
folgt  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen 

SS's  =  J~J^—  E^Ei=  coig^  -i-  coig<\>\ 

und  es  ergibt  sich  daher: 

(18)  X.-  -   -   -^^^' 

Für  den  in  bezug  auf  die  Senkrechte  dmch  die  Mitte  symmetri- 
schen Bogen  ist  /"'  =  0,  also  auch  -Y,"=0.  Ist  außerdem,  was  eben&Us 
in  der  Regel  (zum  mindesten  annähernd)  zutreffen  wird,  »Ji  =  *p'=  90°, 
also  eotg"!*  =  cotg4i'=  0,  so  folgt  auch  ^'==0  und  (wegen  a^O) 

(19)  -V,"-=  ff,  =  ■*-'"», 
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worin  l'"  die  gegenseitige  wagerechfe  Entfennmg  derjeniger  Punkte  der 
Kämpfer  bedeutet,  von  denen  die  S\ißersten  FüUungsstäbe  ausgehen.*) 
In  diesem  wichtigen  Falle  erzeugt  also  die  Temperaturäiideruiig  zwei 
in  die  Achse  A,  fallende  Kämpferdrücke  von  der  (Jröße  H,. 

Wird  die  Gestalt  eines  leicht  ansteigenden  Bogens  nach  Seite  300 
aus  einer  symmetrischen  Giimdform  entwickelt,  so  ist  es  ebenfalls 
zulässig,  als  Folge  der  Temperaturändenmg  einen  mit  der  .i,-Achse 
zusammenfallenden  Kämpferwiderstand  anzunehmen.  Die  Große  des- 
selben ist  (wegen  ff",  ==  B„  sec  a  =  X'." aec  a) 

(20)         A-,=  ^™'"t'^-^. 

Wird  der  Einfluß  der  Belastmig  nach  Nr.  114  mit  Hilfe  von  yeilpolygoneii 
JatsestelU,  so  wird  man  auch  die  in  den  Nennern  der  Werte  X,',  A',",  .X,*"  anf- 
tretenden  SommenausdrOcke  mittel»  jener  SeiJzüf^  berechnen.  Man  muß  dann  auf 
die  Hnheifen  der  in  Frage  kommenden  Grüßen  achten.  Für  den  in  Fig.  309  unter- 
mekteo  Bogen  ist  z.  B. 

_  tEFir  _  lEF/r 

lind  Zyl,irJ=\iFuiirtvii-,  weshalb 

Snn  ist  ic«'^— ^  der  reziproke  Wert  einer  Länge,  also  Zy\,iCm  eine  lÄnge 

und  man  muß  deshalb  eine  der  drei  Strecken  ti 
dem  MaBstabe  messen,  in  welcbem  die  w'  aufgetragen 
^ler  mit  dem  UngenmaDstabe  der  Zeichnung, 

b.  Zweites  Verfahren. 
IIB,  Wir  entwickeln  noch  ein  zweites  Verfahren,  welches  aach 
über  den  Einfluß  schräger  Lasten  Aufschluß  gibt  und  sich  eng  an  die 
in  Nr.  64,  Seite  156,  gegebene  allgemeine  Ijösung  anleimt  Zu  dem 
Zwecke  ersetzen  wir  das  linke  Widerlager  durch  eine  starre  Scheibe 
Iflg.  315a),  und  fügen  in  dem  vorläufig  beliebig  angenommenen  Punkte 
0  deiselben  zwei  sich  aufhebende  Kräfte  A',  hinzu,  welche  dieselbe 
Richtung  und  Größe  haben,  wie  der  Unke  Kämpferwiderstand  K^ .  Die 
eine  dieser  beiden  Kräfte  bildet  mit  dem  Kämpferwiderstande  K^^  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment  A'^e  wir  mit  A',  bezeichnen;  die  andere  zer- 
Ifgea  wir  in  X^  (senkrecht)  imd  A".  (mit  vorläufig  willkiirlicher  Ricli- 
tung).  A'j,  A'i,  X,  führen  wir  als  die  statiscii  nicht  bestimmbaren 
Größen  ein.  Sind  dieselben  bekannt,  wo  läßt  sich  K^  wie  folgt  finden: 
Zunächst  stellt  man  Größe  und  Richtung  von  K^  mittels  des  Kjufte- 
zuges  A'„A*»  in  Fig.  315b  fest    >'un  bestimmt  man  die  in  Fig.  315a 

')  Für  den  Träger  in  Fig.  306  ist  /'"=  -l'ü'. 
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mit  Z  bezeichneten  senkrechten  Kräfte,  welche  ein  dem  Kräftepaare 
(Ä\,  Ä",)  gleichwertiges  Paar  bilden,  mittels  der  Bedingaug  Zk  =  X.. 
bildet  hiemuf  in  Fig.  315b  die  Mittelki-aft  L  von  Z  and  S^  und  zieht 
durch  0  za  L  eine  Parallele:  sie  schneidet  die  Senkrechte  darch  A 
im  Durchgangspunkte  ^\  des  K&mpfeitlruckes  A'^. 

Bei  Aufstellung  der  Elaeüzitlitsbedingniigen  legen  wir  dem  Punkte 
0  die  Ordnungsziffern  b  oder  c  bei,  je  nachdem  wir  0  als  den  An- 
grif^puukt  von  Xt  odei"  -X,  bezeiclmen  wollen.  Zur  Berechnnng  des 
1i^iiiflu»ses  einer  in  m  angreifenden,  beliebig  gerichteten  Last  P_  be- 
nutzen wir  die  Gleichungen; 


(21)         A'.  =  P, 


i- 


A'.  =  2'. 


A\  =  P. 


«-. 


Fig.  315. 


in  denen  die  &  die  in  der  Einleitung  erklai-te  Bedeutung  haben,  und 
deren  tiUltigkeit  voraussetzt,  daß  der  Angriffspunkt  von  A»,  A',  imd 
die  Richtung  von  A,  nach  den  auf  Seite  156  imd  157  (im  Beispiel  1) 
gegebenen  Kegeln  bcMämmt  werden.    (Erzielung  von  6.»  =  S».  =^  0: 

Wh-  fassen  (Fig.  316)  den  Stabzug  0—1—2  —  3—4 8—9 

mit  der  ruhenden  Seite  0 — 1  ins  Auge,  und  schließen  an  diesen  den 
(vorläufig  noch  nicht  gegebenen)  Punkt  0  ~- 10  mittels  der  starren 
Stäbe  9—10  und  8—10  an.  Das  Dreieck  8—9—10  ist  dann  die 
das  linke  Widerlager  verb-etende  Scheibe.  Die  Stabläugen  bezeichnen 
wir  mit  (/,,  rfj,  rf,  .  .  .  und  die  in  demselben  Sinne  zu  messenden 
Winkel  zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  mit  o,,  et,,  oc,  . . . 

Werden  die  Fonnänderungen  der  FüUungsstäbe  vernachlässigt,  was 
meistens    erlaubt    ist,  so  sind  die  Vei-schiebungen  der  Knotenpunkte 
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durch  die  Änderungen  Aa  der  Winkel  a  vollständig  bestimmt  Dabei 
ist  mit  den  geläufigen  Bezeichnungen  s.  und  r_: 

(22)  ia.  =  +  —     bezw.  ia.  =  — -^, 

je  nachdem  a.,  ein  Dreieckwinkel  ist  oder  nicht. 

Dem   Angriffsmomeute    M„    entspricht   S„  =  +  — —    und    is. 

M  s 
=  +  — fr^~  1  wobei  sich  das  obere  Vorzeichen  auf  die  obere  Gur- 
tung bezieht,  das  untere  auf  die  untere  Gurtung,    Ist  a.  ein  Dreieck- 
^vinkel,  so  ist  s  ein  Untei^rtstab,  anderenfalls  ein  Obetgurtatab.  so 
daß  allgemein: 

(23)         4a.  =  +     V^'-_^    uild£F.i..  =  ^-?--^-, 

WO  F,  eine  beliebig  große,  aber  konstante  Querschnittsgröße  bedeutet 
Rechnen  wii-  also  mit 

K 

'  fi  K ' 

so  erhalten  wir  die  fi^j-facheu  Verschiebungen,  eine  Vergrößerung, 
die  auf  das  Ergebnis  der  Gleichungen  (21)  ohne  Einfluß  ist,  da  in 
diesen  nur  Verhältnisse  von  Verschiebungen  vorkommen. 

Den  Zuständen  X,  =  —  l ,  A'i  =:  —  1 ,  X,  =  —  1  entsprechen 
die  Momente: 

X,'  =  — 1,  JC  =  a:.,  J/."'  =  tf., 
und  infolgedessen  die  Winteländeningeu : 

s.    F,      ^     ..  s„    F,      ^     ...      ,/^s„    F, 

»i   >■  ■  rl   F^  ri     F„ 

deren  absolut«  AVerte  mit  den  im  ersten  Verfahren  benutzten  Ge- 
wichten wj,  w  „",  «■„'"  überein  stimmen,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  daS 
jetzt  1/  rechtwinklig  zu  .Y,  gemessen  werden  muß.*) 

Die  Aufzeichnung  der  Verschiebungspläne  geschieht  nun  in  folgen- 
der Weise. 

I.  Versckiebungsplan  für  den  Ztistartd  X,=^  —  J.  Man  beti-a^bte 
die  Wiakeländerungen  —  4««'  als  lotrechte  nach  abwärts  gerichtete 
Kräfte  und  verbinde  sie  durch  einen  Seilzug  I,  dessen  erste  Seite 
■wagerecht  anzunehmen  ist  und  dessen  Polweite  w,  willkürlich  gewählt 


(24)         Aa.=  -.-      •-.!/., 


')  Es  wird  sich  sjäter  zuigen,  daß  die  Hichtuug  von  X,  mit  der  Richtung  der 
Achse  jU  in  Fig.  305  zusammenfillt.  Wäre  die  Wiigereclite  Projektion  von  X,  (d.  i,  B) 
als  statiüch  nicht  bestimmbare  Größe  eingeführt  worden,  su  n-iirde  die  Überein.stim- 
mung  der  4«"'  mit  den  früheren  tr"  eine  vollständige  sein. 
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werden  darf.  Durch  die  den  Enoteupunkten  1,  2,  3,  ...  9  des  Stab- 
zuges entsprechenden  Funkte  des  Seilznge&  lege  man  wagerechte  Ge- 
rade (?„  g^,  *7ä,  .  .  .  »ind  zeichne  von  dem  beliebig  in  g^  angenom- 
menen Punkte  1'  aus  einen  Linienzug  1'2'3'4'  .  .  .  .  9',  dessen 
Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Stabzuges  1  —  2 
— 3 — 4  ....  9  sind.  Die  von  dem  mit  1'  zusammenfallenden  Pole 
0„  nach  den  Punkten  2',  3',  4'  .  .  .  gezogenen  Strahlen  stellen  dann 
die  Verschiebungen  der  Knoten  2,  3,  4, . .  .  nach  Größe  und  Richtung 
dar,  und  man  findet  daher  den  einer  Einzellast  P.  entsprechenden 
"Wert  8.,  als  Projektion  des  Strahles  O^m'  auf  die  Riehtimg  von  P. 
imd  zwar  in  einem  von  der  Polweifa  u-j  und  den  Werten  E,  F  ab- 
hängigen, vorläufig  gleichgültigen  Maßstabe.  Da  nun  der  (die  Ziffer  10 
tragende)' Punkt  O  in  Buhe  bleiben  soll,  muß  10'  mit  0,  zusammen- 
fallen, und  es  ist  mithin  die  Lage  von  10  durch  die  Bedingungen: 
9— 10_L9'— 10',  8— 10_L8'— 10'  bestimmt;  auch  leuchtet  ein,  daß 
Punkt  10  in  der  senkrechten  Schwei-achse  der  Gewichte  — Aa'^w' 
liegt,  wodurch  das  Zusammenfallen  von  X^  mit  der  früher  benutzten 
Achse  A,  bewiesen  ist 

Ein  zweites  Verfahren  der  Aufzeichnung  des  Linienzuges  1'  2'  3' . . . 
hesteht  in  der  Berechnung  der  Drehungswinkel  ij>  und  Werte  p  =  »|»d 
für  die  einzelnen  Stäbe  dj,  dj  .  .  .    Man  erhält; 

^,  =  4«, ;  4>,  =  4,,  +  4a, :  4.,  =  ^j  -j-  Sko.^; 

\md  macht  nun: 

1'  — 2'  =  p,:  2'  — 3'  =  Pj;  3'  — 4'  =  ?^; 


Ein  drittes  Verfahren  stützt  sieh  auf  den  Umstand,  daß  die 
Strecken  p  nur  von  den  4a  und  d  abhängen,  nicht  aber  von  der 
Gestalt  des  Stabzuges.  Beiht  man  also  die  Stablängen  d  wagerecht 
aneinander,  wie  dies  die  in  kleinerem  Maßstabe  gezeichnete  Fig.  317 
zeigt,  so  findet  man  die  Werte  p  als  die  Untei-schiede  aufeinander 
folgender  Ordinalen  eines  die  Gewichte  —  4a  verbindenden  Seü- 
polygons. 

Schließlich  könnte  mantviei-tens  die  Punkte   1',  2',  3' 

mit  Hilfe  eines  Williotschen  Verschiebungsplanes  festlegen. 

Das  erste  Verfahren  läßt  im  Stich,  sobald  der  Stabzug  lotrechte 
Stäbe  enthält,  und  es  führt  zu  ungenauen  Ergebnissen,  falls  Stabrich- 
tungen vorkommen,  die  von  der  Lotrechten  nur  wenig  abweichen. 

Man  denke  sich  ?..  B.  den  Stab  7 — 8  der  lotrechten  Ijige  genähert,  um  ein- 
zusehen, ilnB  eine  genaue  Bestimmung  des  Punktes  8'  infolge  des  entelehenden 
schleifenden  Schnittes  schwierig  ist  Man  würde  dann  p,  berechnen  oder  von  dein 
Seilpolygou  in  Fig,  317  das  Stück  ß— 7— 8  «ufieichnen,  weU'hes  durch  p,  und  Act, 
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bestimmt  ist.  Besitzen  mehrere  Stäbe  eioe  solche  Loge,  so  wird  man  von  der  An* 
Wendung  dee  ersten  Verfahrens  ganz  absehen.  Am  Ubersicbtüchslen  ist  die  Be- 
slinmiiiug  der  p  nanh  li^g.  317. 

Nach  Ermittlung  von  J„.  findet  man  den  Einflufi  von  P«  aiif  -Y. 
mittels  der  ersten  der  Gleichungen  (21),  in  der  8„  den  Drehungs- 
winkel (t)()  der  Scheibe  8  —  9 — 10  für  den  betrachteten  BeUstungs- 
ziistand  X,^ — 1  bedeutet     Nun  entspricht  dem  Stabe  9 — 10  der 

Wert  pj  =9' — 10',  also  der  Drehiingswinkel  418  =  ""Q~~t7r  =^T  '""*' 
man  erhält  daher: 

^.  =  P-5-.   ^" 


und  für  die  durch  die  Gleichung  Zk  = 
Z=I\ 


!  X„  bestimmte  Kraft  Z  den  Wart: 


-Ja;      -Ja,  -Jof,  -Ax,  -4'*,  ■>''%  -^-5   -^J, 


Einer  in  5  angreifenden  lotrechten  Last  P,  entspricht: 

d.  i.  ein  Wert,  zu  dessen  Ermittlung  die  ÄiifzeichQung  des  Seilznges  / 
geniigen  würde. 

II.    Versckiebuiujsplan  für  den  Zustand  JC»  =  —  1.   Die  Gewichte 
—  4a'  =  -7  -*T-  werden  durch  die  Gewichte  —  4a"  = ^V^  -^' 

(welche  rechts  von   0  positiv,  also  abwärts  gerichtet  sind)  ersetzt  tind 
nun    wird   das   vorhin   beschriebene  Verfahren   wiederholt    Der  die 
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oeoeo  Gewichte  verbindende  Seilzug  //  kann  aus  dem  Seilzuge  /  in 
derselben  "Welse  abgeleitet  werden  wie  in  Fig.  309,  Nur  muß  die 
Idge  des  Poles  Ou  (bei  beliebig  anzuuehmeDder  Folweite  Wo)  so  ge- 
wählt werden,  daß  die  eiste  Seite  des  Seilzuges  //  wagerecht  liegt 
Nach  Eintragung  des  vom  Pole  0»  aus  gezeichneten  Linienzuges  l'  2' 
3'  ....  8'  9'  findet  man  den  einer  schrägen  Last  P.  entsprechenden 
Wert  5_»  als  Projektion  von  O^m'  auf  die  Richtung  von  P^  und  die 
Verschiebung  R»»  des  Angriffspunktes  bzziXO  von  JY»  als  Projektion 
des  Strahles  0»  10'  auf  die  Richtung  von  Xj  =  —  1.  Infolgedessen 
findet  man  den  Einfluß  der  schrägen  Last  i*.: 

und  den  Bänflnß  einer  lotrechten  Last  P,: 

*~    '   »» 

Zur  Ekmitdong  des  letzteren  Wertes  würde  die  Aufzeichnung  des 
Seilzngee  II  genügen. 

Noch  sei  aas  dem  Znsaiiuneufallen  der  Punkte  8',  9',  10'  der 
Schluß  gezogen,  daß  samtliche  Punkte  der  Scheibe  8 — 9 — 10  bei 
Emtreten  des  Zustandes  Xt=  —  1  dieselbe  Verschiebung  O^Ö'  ^  Oi9' 
=  0»10'  erfahren,  daß  also  der  Drehungswinkel  S.»  =  0  wird  —  eine 
Bedingung,  an  welche  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (21)  bekanntlich 
gebunden  ist 

///.  Versckteimrigsplan  für  den  Zustand  -Y,  =  —  1.  Da  die  Ter- 
Schiebung  S,»,  welche  der  Angriffspunkt  c  von  X.  im  Sinne  von  X„ 
und  infolge  von  X^^^  —  1  erfähit,  gleich  Null  sein  soll,  so  muß  die 
Richtung  von  -Y,  rechtwinklig  zum  Strahle  O»10'  des  soeben  gezeich- 
neten Verschiebungsplanes  angenommen  werden.    Ist  dies  geschehen,  so 

werden  die  Gewichte  Ä"'a_  =  //„    ".-^y^i/!.'    (absolut  genommen) 

bestimmt  oder  aber  &s  werden  —  was  meistens  bequemer  ist  —  Ge- 
wichte ermittelt,  welche  den  Weilen  y^w^  proportional  sind,  beispiels- 
weise  die    in    der  Figui'  316   (im  Kräfteplane  der  iv")  dargestellten: 
ß 
tf-M'_,  wo  ß  eine  beliebige  mnde  Zahl  bedeutet    Die  algebraische 

Summe  dieser  teils  positiven  teils  negativen  Gewichte  muß  gleich 
N'uU  sein  (eine  sehr  scharfe  Zeichenprobe!).  Da  nämlich  die  Richtung 
von  X^  durch  die  Bedingung  8,^  =  0  bestimmt  wurde,  so  muß  nach 
dem  Jlaxwellschen  Satze  auch  St,  =  0  sein,  d.  h.  es  muß  die  Ver- 
schiebung des  Angriffspunktes  b  von  X^  in  der  Richtung  von  X^  und 
hervorgerufen  durch  A",  =  —  1  gleich  Null  sein.    Hieraus  folgt  aber: 
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0^10' J_Xi,  was  üur  der  Fall  ist,  wenn  die  äußersteu  Seiten  des  Seil- 
zuges III  zusammenfaJlen. 

Man  erhält  schließlich  für  eine  schi-äge  Last  P„  und  eine  senk- 
rechte Last  Pj! 

A-.  =  P.  -|^  und  A-,  =  P^  -J^^  , 

wo  8„  die  Projektion  von  O„10'  auf  die  Richtung  von  X,  bedeutet 
Die  gestellt«  Aufgabe  ist  somit  gelöst;  und  es  möge  nur  noch 
daran  erinnert  werden,  daß  man  die  den  Linienzug  0*2'  3'  ,  .  .  .  10' 
beziehungsweise  0,2'  3'  ....  10'  bestimmenden  Sti-ecken  p  auch  in 
der  bei  Herleitung  des  Verschiebungsplanes  für  -Y,  ^  —  1  beschrie- 
benen Weise  durch  Rechnung  oder  mit  Hilfe  eines  gestreckten  Stab- 
zuges (Fig.  317)  oder  mittels  eines  Williotschen  Planes  ermittebi  kann 
—  und  daß  diese  Abänderung  des  in  der  Fig.  316  befolgten  Törfahrens 
zuweilen  geboten  ist. 

Es  verdient  hervoi^eholwu  zu  werden,  daU  ganz  1>esondere  So^falt  auf  die 
Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  O  und  der  Richtung  der  Kraft  Xe  eu  Tenrenden 
ist.  Etwa  hierbei  begangene  Zeichenfehler  sind  von  groUem  EinfluB.  Will  man  diesen 
Teil  der  Aufgabe  durch  Rechnung  losen,  so  benchte  man,  daß  (wegen  S^t^'^O) 
der  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkte  der  Gewichte  rr'  und  die  Kraft  Xe  mit  der 
früher  benutzten  Achse  A,  zusammenfällt,  weshalb  die  auf  tieit«  314  abgeleiteten 
Formeln  brauchbar  sind;  die  y  dürfen  hierbei  zunächst  lotrecht  gemessen  werden. 
Andereraeits  liefern  die  voratehend  entwickelten  Verschiebungspiäne  einen 
Beitrag  zur  Lehre  vom  Schwerpunkte  und  den  Momenten  zweiter  Ordnung.  Mit 
Hilfe  des  T.inieuzuges  O,  1'  2'  .  .  .  .  (den  man  dann  um  90°  noch  linkH  drehen 
wird)  vermag  man  den  Schworpunkt  0  einer   Gmp]«  von  Punkten   zu   bestimmen, 

welche  mit  den  Gewichten  te'  belastet  sind  and  die  Linienzüge  0«  1'  2' , 

0,  1'  2' können  zur  Ermittlung  der  Trägheitsmomente  Z'f'x*  und  Zir'sf' 

benatzt  werden.    Man  findet  nünilich: 

tcf       tcn  "-i        ii-m 

also  für  tri  ^=  ""n  =^  irm  ^  1  und  ß  ^  1 : 

IV.  Einfluß  einer  Temperaturändei-ung.  "Wir  gehen  von  deu 
Formeln  aus: 

(26)        A-.,  =  l»-';A-.,  =  l|^;A-.,=  l-»;^, 

in  welchen  S„,  den  von  der  Tempera turäuderang  hei'vorgerufeneii 
Drehungswinkel  der  Scheibe  8 — 9^10  bedeutet,  während  5*,  und  5,, 
die  von  der  gleichen  Uisache  herrührenden  Verschiebungen  des  Punktes 
10  im  Sinne  von  X,  beziehungsweise  X,  sind. 

Wir  nehmen  eine  gleichmäßige  Erwärmung  des  Trägere  an  luid 
machen  zur  Vereinfachung  der  Kechnung  die  stets  zulässige  Annahme. 
daO  sich  auch  die  Strecken  1 — 0  und  8 — 9  in  demselben  Maße  aus- 
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dehnen  können,   wie  die  Fachwerkstäba     Es  sind  dann  alle.  M'iukel- 

änderungen  =0  und    der  Stabzng  1 — 2 — 3 8  nimmt  eine 

Form  an,  welche  der  anfänglichen  Gestalt  ähnlich  ist  Man  erhält 
i.,=  0,  ferner,  da  die  Verschiebungen  von  10  mit  denen  des  Punktes  8 
übereinstimmen : 

«0  li  imd  f,  die  Projektionen  der  Strecke  8 — 1  auf  die  Richtungen 
Tou  Xi  und  X,  bedeuten.    Hiernach  ergibt  sich: 

Sollen  hierein  die  in  Fig.  316  dargestellten  Strecken  5^»  und  S,, 
eingesetzt  werden,  so  ist  zu  beachten,  daß  jene  Verschiebungspläne 
die  EF,-ltLc]iea  Verschiebungen  liefern,  daß  also  die  Zähler  der  Aus- 
drücke für  Xt„  X„  mit  EF,  mnltipliziert  werden  müssen.  Weitere 
Umformungen  sind  dadurch  bedingt,  daß  die  Polweiten  der  Seilzüge 
U.  III  (welche  letztere  die  Siegung^inien  für  .X,  ^  —  1  und  X,  =  —  1 
Toistellen)  nicht  =  1  sondern  =  Wn  beziehungsweise  w^i  sind,  daß  also  die 
entsprechenden  Verschiebungen  noch  mit  Wn  beziehungsweise  u-n,  zu 
multiplizieren  sind.     Schließlich  wurden  die  Gewichte  jf"^xii'  und 

u'"  =  yu!'  durch    die  Gewichte  —  -  tmd  — —    ersetzt:    was    eine 

weitere  Multiplikation  mit  Wi  beziehungsweise  -^  zur  Folge  hat    Man 

P 
eiMlt  daher: 

Ai,=       -  -  -  imd  jC„  =  ß  —    — ,— ■ 

Von  den  in  den  Nennern  erscheinenden  drei  Strecken  (wi,  w^,  5»t 
beziehungsweise  Wi,  Wan  8..)  müssen  je  zwei  mit  dem  Langenmaßstahe 
gemessen  werden  (z.  B.  Wn  und  &„,  ferner  Wm  und  8,,)  und  je  eine 
(namüch  beide  Male  ic,)  mit  dem  Maßstabe,  nach  welchem  die  Gewichte 
w  aufgetragen  worden  sind*). 

Zeichnet  man  die  Yeisohiebmigspläne  nach  dem  Terfahren  von  WilUot,  so 
fasse  niÄn  die  den  Zuständen  X.  ^  —  1,  JT»^  —  1,  X,^  —  1  entsprechenden 
SpsnntÄfte  S,,  S»,  &,  als  Zahlen  auf.  Die  mit  EF,  multiplizierten  lÄngen- 
iodeniDgen 

«iiid  dann  Längen,  welche  in  einem  geeigneten  —  vom  Maßstalie  der  Zeichnung 
tmabtuingigen  —  M&Bstsbe  aufgetragen  werden,  mit  dem  auch  die  Ott,  Sei  gemessen 
irenlea.    Man  erhält  dann: 

Xt,  =  tEP,t-l^-  X„  =  iEF.t-l°     ■ 
B»t  0,, 

•)  Teigl.  den  Schluß  Ton  Nr.  115,  Seite  311. 
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117.  Der  Kämpfei-druck,  dessen  Zerlegung  die  Unbekannten  X„ 
Xi,  X,  lieferte,  ist  die  Mittelkraft  der  Spannkräfte  in  den  drei  am 
Widerlager  angreifenden  Stäben.  Ersetzt  man  diese  drei  Stäbe  darch 
drei  andere,  von  irgendeinem  Schnitte  tt  getroffene  Stäbe,  Kg.  318, 
m  gelangt  man  zu  der  folgenden  Lösung,  die  sich  von  der  eben  be- 
schriebenen nur  unwesentlich  untersclieidet  und  deshalb  nur  einer 
kurzen  Erläuterung  bedarf. 


Fig.  319. 


Fig.  320. 


Man  betrachte  zunächst  den  links  vom  Schnitte  it  gelegenen  Teil 
des  Bogenträgers,  Fig.  319,  ersetze  die  Spannkräfte  in  den  durch- 
schnittenen Stäben  wieder  durch  ein  Krtiftepaar  X.  und  zwei  Einzel- 
kräfte Xi,  und  X,  und  st*?lle  sich  vor,  es  greifen  X„  X^  imd  X,  an 
einer  stanen  Scheibe  /  an,  welche  mit  den  durchs<dmittenen  Stäben 
durch  drei  in  der  Linie  tt  hegende  Gelenke,  von  denen  auch  zwei  zu- 
sammenfallen dürfen,  befestigt  ist  Diese  Scheibe  wird  sich  beim  Ein- 
treten des  Belastuugszustandes  X,:=  —  1  um  einen  leicht  zu  be- 
stimmenden Pol  (/)  drehen. 
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Tu  derselben  Weise  verfahre  man  mit  dem  rechten  Trägerteile, 
Fig.  320,  and  ermittle  den  Fol  (77)  der  Scheibe  II  für  den  Zustand 
X,  =  —  1.  Nun  Sache  m&ii  den  in  der  Terbindungsgeraden  der  Pole 
(i)  mid  {IT)  liegenden  Pol  {IIT)  von  I  gegen  //  aaf  und  'wähle 
diesen  Pun^  znm  Angriffspunkte  von  JC»  und  X,;  er  spielt  dieselbe 
Rolle  wie  der  Punkt  0  in  Fig.  315  und  möge  bezeichnet  werden 
mit  bz  als  Angrif%iunkt  der  an  /  angreifenden  Kraft  X^, 

n      *if   n  «  »       »     ^^  "  >7       -S^*. 

y,       C,     „  „  „        „      /  „  .,        X„ 

„      Cit   „  „  .,       „     //  „  ■,       X. 

Es  bedeutet  dann,  mit  den  auf  Seite  31  und  32  erklärten  Begriffen, 
S(.  die  gegenseifige  Verschiebung  des  Punktepaares  bjba  im  Sinne  der 

Belastung  JC»  =  —  1  und  infolge  der  Belastung  X,  =  —  1, 
S„  de^leichen  des  Punktepaares  e,Cii  im  Sinne  X,  =  —  1  und  infolge 

Ton  X.=  —l, 
6,t  desgleichen  des  Punktepaares  c,Cn  im  Sinne  X,  =  —  1  und  infolge 

von  Xt  =  —  1. 
Da  nun   der  Punkt  {IIJ)   im  BelastungsfaUe  X,^  —  1  als  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  beiden   Scheiben  I  und   //  angesehen  werden 
darf,  so  ist 

^.  =  0  und  fi„  =  0. 
Soll  auch  S.t  verschwinden,  so  muß,  nach  willkürlicher  Annahme  der 
Richtung  von  X^,  die  Richtung  von  X,  rechtwinklig  zu  der  Geraden 
c/cn  gewählt  werden,  wo  c/  und  Cu  die  Endpunkte  der  Strecken  Oe/ 
and  Oca  sind,  welche  die  Verschiebungen  der  Punkte  c,  und  Ca  für 
den  Belastungszustand  JTj  =  —  1  darstellen. 

Als  Kechen-  und  Zeichenproben  stehen  die  Bedingungen 
8.»  =  0,  8,.  =  0,  5».  =  0 
zur  Verfügung,  welche  der  Reihe  nach  aussagen:  es  müssen  die  Winkel, 
nm  welche  sidi  die  Scheiben  I  und  II  in  den  BelastungsfäJlen  Xt  =  — 1 
nnd  X,  =  —  1  gegeneinander  drehen,  gleich  NuU  sein,  und  es  muß 
ilie  Gerade  6/6//  mit  X^  einen  rechten  Winkel  bilden,  w^  6/  nnd  ba 
die  Endpunkte  der  Strecken  Ob/  und  Obj/  sind,  durch  welche  die  Ver- 
schiebungen der  Punkte  bi  und  bn  für  den  Belastungszustand  X,  =  — 1 
dai^estellt  werden. 

Wir  heben  noch  hervor,  daß 

o„  —  -e-^p     ^,  ^^  -r-  -fl  ^jj, 

den  Winkel  bedeutet,  um  den  sich  die  Scheibe  I  gegen  die  Scheibe  // 
dreht  Die  Summe  2^  bezieht  sich  hierbei  auf  den  Trägerteil  links 
vom  Schnitte  tt  (wobei  die  linken  Abschnitte  der  durch  den  Schnitt  tt 

■lailer-BreiUii,  OnphJgche  Statik.   II.  1.  21 
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geteilten  Stäbe  mitzurechnen  sind)  und  die  Summe  Sn  umfaßt  das 
Stabwerk  rechts  von  ti;  die  erste  Summe  ist  gleich  dem  Drebungs- 
winkel  der  Scheibe  /,  die  zweite  gleich  dem  Drehungewinkel  von  //. 
Das  Verfiältnis  der  beiden  Strecken  e,  und  e«,  in  welche  die  Strecke 
(i)(/i)  durch  den  Pol  {I  IT)  zerlegt  wird,  ist 

et  _  ^'  EF 
e„  ~        Sls  ' 
^"'EF 
In  Rg.  321    ist    der   Schnitt    //   durch    einen  Knotenpunkt   der 
oberen   Gurtung   geführt    worden.     Punkt    Q    erfahre    als   Punkt   der 


Scheibe  /  die  zum  Polstrahle  0  (!)  rechtwinkligeWerechiebung  hi  und 
als  Punkt  der  Scheibe  II  die  zu  0  (IT)  rechtwinklige  "Verschiebung  ha. 
Macht  man  dann  (I)  F,=  {T)6  nnd  (IT)  F,,  =  (TT)  G  und  errichtet 


man  auf  der  Geraden  (T)  (TT)  in  den  Punkten  F,  und  F^  die  Lote 
F,E,  =  5i  und  FuEa  =  8ir,  so  bestimmt  der  Schnittpunkt  E  der 
beiden  Geraden  (T)E,  und  (IT)E„  den  Pol  (ITT).    Es  ist  E(TII) 
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Besitzt  der  Träger  eine  Symmetrieachse  tt,  so  halbiert  der  Pol  (IIT) 
die  Strecke  (/)(Ji),  Fig.  322.    Ist   eine  Scheitelvertikale  vorfianden, 
so  halbiere  man  sie  durch  einen 
längs  der  Achse  gefiüirten  Sclmitt  / 

und  weise  je  eine  Hälfte  der- 
selben jedem  der  beiden  Tra^r- 
teile  zu.  Bezüglich  der  Einzel- 
heiten dieser  tTntersuchung  ver- 
weisen wir  auf  den  zweiten  Teil 


Fallen  die  beiden  Kämpfer 
zusammen,  so  entsteht  der  Fach- 
■werkring,  Fig.  323,  dessen  Be- 
rechnung miüiin  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ebenfalls  er- 
ledigt ist 

c.   Zahlenbeispiel.    Erster  Teil. 

118.  Aolsabe.  Es  sollen  die  EinCuBlinien  für  den  in  Fig.  324  dai^eatellten 
Bogenti^ger  ermittelt  werden.  Spannweite  und  Pfeilhöhe  der  onteren  Oortong  sind 
eO"  und  16",  länge  der  Soheiteivertikale  1,5-,  der  Verütale  am  Etmpler  3,95". 
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Fig.  324. 

Die  EnotenpunUe  0,  1,  2,  .  .  .  beider  Gurtungen  liegen  in  Parabeln;  ihre  auf  die 
SchluBlinie  AB  der  unteren  Gortung  bezogenen  Ordinaten  y/  oad  y.',  sowie  die 
Höhen  h^^y'nm — 9\m  sind,  auf  zwei  Dezimalstellen  abgenindet,  ia  der  Tabelle  I, 
Seite  826,  zu-sammengestellt  worden.  Die  Terkehrslast  wird  nor  aof  die  Knoten- 
pontta  1,  3,  6,  7,  9,  9',  7',  .  .  .   übertragen,   sie  sei  ^eicbmäJJig   verteilt  und 
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p^2fi'  1.  d.  ffi.    EbenBDgioB  sei  die  ^eichfCnnig  verieilt  utgenommffiie  ständige 
Belastung  g.*) 

119.    Di«  Qewiohte   tc«   Bollen    zunächst   unter    der  Yoraossetzimg    stairer 
Füllongsstibe  berechnet  werden.    &  ist  dann  (nach  Gl.  14  auf  Seite  111): 

«■■  = -T- (— 4  o_  sec  p„  +  Ä«. + 1  sec  T-+ 1) 


.d,    d>  0.= 

tmf.,   «..,  =  >!«:,„„ 

0.  =  -- :^«!cp.,     0.+  ,  =  +  ^m!r-ti. 

m 

"-=411*=    EF..     +-^-iir.,„„J' 

WO  ilC  das  Angriffsmoment  für  den  m**"  Knotenpunkt  der  unteren  G-ortung, 
üZ  dea^.  für  den  mte»  Knotenpunkt  der  oberen  Qurtnng  bedeutet. 
Wegen  der  grollen  Pfeilhöhe  wachsen  die  Ourtqueischnitte  F,  und  f.  tg 
Scheitel  nach  dem  Eftnipfer  ziemlich  stark  an,  und  en  möge  deshalb  die  für  d 
Eechnung  besonders  bequeme  Annahme  gemacht  weiden, 

F„  =  F,sec>fi„,  F,,«+t)  =  -F.sec»7«+,, 


(2)       ..  =  -^- 
und  nach  Heben  des  konstanten  Faktors  -= 


Bei  Ermittlung  des  Einflusses  der  Temperatur&nderung  ist  sp&ter  daran  zu 
denken,  daü  die  auf  Grund  der  Gleich.  (3)  gewonnenen  Verschiebungen  noch  mit 

_    multipliziert  werden  müssen, 

"Wir  wenden  zur  Ermittlung  der  Kfimpferdrücke  das  unter  a  beechiiebene  Ver- 
fahren an,  wollen  aber  die  Ordinaten  der  Seillinien  dnrch  Rechnung  bestimmet 

ISO.  Zustand  X'=—  1.    Es  ist  JC  =  -MI  = +  1,  mithin  w'^^-rr    wofür 

gesetzt  werden  darf.    Nach  Berechnung  der  Momente  .V  eines  mit  den  Gewichten 
w'.  belasteten  Balkens  von  der  Stützweite  /  =  60-  (Fig.  30&c)  erhilt  man 


*)  Diese  Annahme  machen  wir  hier  der  Einfaobbeit  wegen.    Bei  einer  Bogen- 
brucke  mit  gröSerer  Pfeilhöhe  wächst  g  nach  dem  Kämpfer  hin. 
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Die  Bereohnnng  der  M"  erfolgt  eud  schnellsten  nach  dem  auf  Seite  201  be- 
schriebenan  Yerfahren  mit  UiUe  der  Querkiäfte  Q'^  =  Q'm^-\  +  f'»  nach  der  Fonsel 

— -^  =  — ^^  4-  C  und   ist  in  der  Tubelle   I  fiberaichtlich   zusammengestellt 

worden.  X'  vmide  nur  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  aosgereohnet,  da  es  im 
Torli^enden  Falle  zuUssig  ist,  auch  die  st&ndige  Bela.<itang  ausschließlich  aof  diese 
Knotenpunkte  zu  verteilen. 

IBL  ZoiUiid  X'  =  —  l.  Es  ist  iC  =  M^  =  \.-Xm,  mithin  «>".  =  ——-. 
wofür 

(6)         ."-  =  5 

gesetzt  werden  darf.  FUr  die  linlce  Tiigerh&lfte  sind  die  to"  positiv,  für  die  rechte 
negativ.  Für  «nen  mit  den  u>"  belasteten  einfachen  Balken  von  der  Stützweite  l 
(Kg.  306  e)  ergibt  sich  im  voiUegeaden  Falle,  w(^en  der  symmetrischen  Trägerform, 
in  derUitte  das  Moment  JtT  =  0.  Es  darf  deshalb  die  iT- Linie  der  einen  Triger- 
Mlfte  auch  als  Homentenlinie  eines  Balltena  von  der  Stützweite  { l  aulgefaßt  werden. 
Der  Stützenwidsrstand  Ä"  ist  dann 

vind  die  Qnerbraft  ülr  das  Feld  0  1 

Aus  den  Uomenten  M"  findet  man 

Ew"x  2!;^ 

Die  Tabelle  I  enthält  die  Ausrechnung  der  Werte  X"  und  die  aus  ihnen 
folgenden  btrechten  Seitenkiftfte  der  Kämpferdrücke  für  Fsl,  njtenbch  (vergL 
Seite  303) 

(8)  A  =  l^  +  X"  und  B=l  — X 

Fnr  die  rechte  Trigerhälfte  erhält  man  ^eich  groBe  Werte  X",  nur  sind  dieee 
negativ. 

1S8.  Zustand  X"'^~l.  Bezeichnen  y,  und  y.  die  Ordinaten  der  Ourt- 
fcnotan  in  bezug  auf  eine  mit  X"'  zusammenfallende  3>Achse,  so  ist  M^  ^1  -y, 
und  Mm  =  1  •  y,  und 

(9)         w.'"  =  -i-(ff.  +  y.). 

Die  neue  x-Achse  muB  so  bestinat  weiden,  daß  Sw.^sO  wiid;  ihr  Ab- 
stand e,  von  der  Schlußlinie  AB  der  unteren  Ourtnng  ist 
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Die  Untersuchung  dee  Zostandes  A""  =  —  1  ist  in  Tabelle  H  durchgeführt 
worden.    Aus  der  Surame  der  Glieder  der  dritten  Spalte  und  der  vorhin  gefundenen 

Summe  2  -ji-^  =  2,46  ergibt  sich  e.  =    g^t*^   =  12,99-,  und  die  Summe  der  auf 
Grund  dieses  Wertes  berechneten  Gewichte  ir™, 

£«■"*=  — 6,208  +  6,206. 
weicht  nur  unwesentlich  von  Null  ab. 

Ans  den  Momenten  M^  e^ben  sich  für  den  Horizontalaohub  die  Werte 


(11)  H=X"'  = 


2!:(y;- 


'  2-66,636 


3,0 


128.   B«TMhniuig  dar  Loge  d«r  KAnpfordTfloke.    Um  die  Eflmpferdrucke 

möglichst  genau  aufzeichnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  die  Ordinate  yt  der 
EämpferdruckUnie  und  die  Schnittpuakte  der  E&mpfetilrucke  mit  der  a>Achse  durch 
Rechnung  lu  bestimmen.  Mit  den  aus  der  Fig.  326  ereichtlichen  Bezeichnungen 
findet  man 

(12,     .•=^,  .-=  *i. 


Fig.  326. 

Das  Angriffamoment  für  den  Punkt  0  ist,  nach  Gleich.  (3),  Seit«  298  (w^en  a 
und  y«  =  0): 

andrerseitB  ist  aber  auch 
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§  11.    FauhwOTUtogen  mit  eingespaiinteQ  dnq)feni. 
mithiD  ergibt  sich  (für  P=  1) 

(19)      Br=Y-x-. 


(14) 


'.  =  B*  +  -^ 


aai  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  der  Reihe  nach 

By»  =  0^0626 -27+  1,6  —  1,46827  =  0,20575 
=  0,043  .21+  4^  —  4,224  =1,17» 
=  0,121  .15+  7.5  —  6,637  =2,678 
=  0,244  ■  9  +  10,5  — 8,49B  =4,198 
=  0,409  -  3  +  13,5  —  9,533  =6,194. 
Aqb  diesen  Werten  ergeben  sich 


ttrn 


1 


die  Strooken  y„  =   6,09"      6,78- 


6,50-      5,26-      6,18- 
:  0,21-      1,23-      3,05-      6,66-      8,79- 
e"=3237-    27,42-    22,13-    17,20-    12,70- 
In  Yig.  326  auf  Tafel  6  sind  die  Kämpferdrüclce  daigeetellt  vorden. 

1S4.   Beilataimgan   swiMhon  den  8pMiiikitft«a  U,   0,   D,  V  nad  d«B 
i  it,  Fig.  327.     Durch  die  Angriffsmomenta  A(»  für  die  Enotenponkte 


itx  oberen  Quitong  sind  die  Spannkräfte  ü  ohne  weiteres  bestinunt;  ee  sn^jfiehlt 
•ich,  die  IHnfluAliniBn  für  die  wagereohten  SeitenkitLfte 


Wäatngen.    Für  die  obere  Ouitong  erh&lt  a 
(^cosp..  =  — D„+,i 


(16)  0.0«  p„  = 

Diwa  Olekbnng  gilt  aooh  für  0,.. 
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Die  Spannbäfte  Dm  sud  bestimmt  durch 

(17)  11.0..,.  =  -^-^, 

und  die  Spannkräfte  V  (mit  Ausnahme  Ton  V,  und  F,«)  durch 

(18)  r.x.=M:.i-Mi-~^- 

Zu  dieser  Formel,  die  wir  früher  nur  für  senkrechte  iofiere  Kräfte  hei^leitet 
haben,  gelangt  man  am  schnellsten  durch  Betrachtung  dee  Gleichgewichts  der  am 
unteren,  unbelasteten  Euotenpimkte  m  angreitenden  Eräfte.  Zerie^  man  Um+\  ujid 
V^  nach  Fig.  328  in  ihre  wagerechten  und  senkrechten  Seitenkräfte  und  vÜAX  man 
den  oberen  Knotenpunkt  m~X  zum  Drehpunkt,  so  findet  man 

r.U  =  D.cosT«-A..,-Cr„+,cosY-+iA'--i, 
und  auR  dieser  Oleicbung   findet  man  mit  Hilfe  der  Formel  (15)  sofort  die  Glei- 
chung (18).') 

Die  Berechnung  der  Strecken  A'a_i  gestaltet  sich  besonders  einfach,  da  die 
Knotenpunkte  der  unteren  Ourtung  in  einer  Parabel  vom  Pfeile  f^  15,0"  Uegen. 
Es  ist  nämlich 


tg7-  — tgT-  +  i 


=  Konstaute  = 


=  Ä...-X(tgT.-tg7.+,)  =  A,.,- 
(19)  A'..,  =  Ä..,-0,80. 


•)  Greifen  die  leisten  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gortung  an,  so  be- 
trachte man  den  Gleichgewichtszustand  der  am  oberen  Knotenpunkte  m  angreifetidai 


KrSfte.    Han  findet  dann  aus  ' 
(»»-l)(FJg.  329) 


Fig.  329. 
er  Momenteogleichnng  für  den  unterem  Enoteupuntt 


«  ß^+i  ■  ft«+ 1  -  0.  cos  ß.  A".  + 


V^\.^,  =  ~MZ^x~^3C'^^- 
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§  11.    Fachnerkbogen  mit  eingespannten  KStapier. 


Man  erhält  für 


=  1,06       1,04 


3 
2,77 

4 
2,40 

6 
2,08 

6 

131 

7 
1*9 

8 
1,42 

1,03 

1,01 

0,99 

0,96 

0,92 

0,89 

1,30- 
0,86 


Bio  Spannkraft  in  der  Scheitelvertikals  ei^fat  sich,  da  der  obere  Enotonponkt  10 
unbelastet  ist,  ohne  weiteres  aus  0„  (Fig.  330),  nnd  für  die  Spannkraft  K,  finden 
wir  durch  ünterBuchung  des  Oleichgewichts  am  oberen,  unbelaEteten  Knotenpunkte  0 
nach  ?ig.  331  die  Gleichung 


r.i,  +  o.c 


'  Po  ■  *  4-  ^1  cos  9i  •  Äi  = 

195  Oo  cos  Po  — 3,48  A« 


12fi,  Emllnfiliiiien  fOr  di«  Komsnta  X'.  Bedeutet  ti  den  in  senkreohter 
Richtung  gemessenen  Abstand  eines  Knotenpunktes  m  von  dem  EU  einer  Last  1 
gehörigen  Mittelkraftspolygon  (Fig.  326),  so  ist  der  EänfluB  dieser  Last  1  auf  das 
Angriffsmoment  Mm  nach  Seite  298 

es  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  m  unterhalb  oder  oberiialb  des  Hittelkrafts- 
Polygons  liegt.  Auf  diese  Weise  kann  man  die  Einflüsse  der  in  den  Knotenpunkten 
1,  3,  6  .  .  .  angreifenden  Lasten  1  auf  sämtJicIie  Angriffsmomente  Mji  schnell  er- 
mitteln.   Auch  die  Anwendung  der  Formeln 


und 


JUtt  =  Sj:" —  Sy„  (für  die  Knotenpunkte  rechts  von  der  Last) 
3L,^Ax'  —  Hpm  (für  die  Knotenpunkte  links  von  der  Last) 


führt  hei  gleichen  Feldweiten  wehr  schnell  zum  Ziele,  weil  sich  die  Werte  Bx' 
und  Am'  von  Enotenpunkt  zu  Enotenpunkt  um  die  konstanten  Betrage  B\  and  A\' 
ändern.  Die  Ergebnisse  der  Bechnung  sind  für  alle  Momente  M-  in  der  Tabelle  IH 
zusammengestellt  worden.  Die  Tabellen  IV,  V,  VI  und  VII  enthalten  die  mittels  der 
Formeln  (16)  bis  (20)  berechneten  Ordinalen  der  Einflußlinien  für  die  ü  cos  Ti 
Ocosß,  Dco8  9  und  VX. 
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§  11.    Fachwerkbogen  mit  eisgeepamiteii  Eämpfern. 
T.    O.cosf. ^-Ä 


M1^ 


Dijiiiz=db,Google 


334  ^^te  AbteiloDg.    Zweiter  A-bsotmitt 

1S6.   Einflafi  «iner  Temperfttur&ndenuig.    Ändert  sich  die  dem  spannnngs- 

loaen  Anfangszustande  entsprechende  Temperatur  um  t°,  so  entsteht  nach  Nr.  115 

iir 


(21)      H, = xr = - 


-^'+^'^e-f: 


X"  =  0,  X'  angenSliert  =  0. 
Der  im  Nenner  von   X"'   stehende  Palrtor  -  -  -  ist  derselbe,  der  auf  Seite  324 

beim  Übergang  von  Gleich.  (2)  zur  Gleich.  (3)  gehoben  worden  war.     Für  l"'  darf 
i  =  60"  gesetzt  werden.    Es  entsteht  dann,  mit  iE  =  260t/qm  für  Flußeisen, 


'    '  "~    '    1    ,,  ,     .,    ~     2-58,636     -"■•"•" 

S-^fel  +  y!) 

wo  F,  den  Onrtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeateL*)  In  der  Begel  genügt 
es,  mit  (  =  +  35°  C.  zu  rechnen.  Bies  würde  i4  =  + 1500  P,  liefern.  Wir  wollen 
aber,  da  der  Einfluß  der  Füllungsglieder  diesen  Wert  erheblich  verkleinert,  nur 

Ä  =  +  1400F. 
annehmen.    Die  Berechnung  von  F,  soll  mit  Hilfe  der  aaf  Seite  185  abgeleiteten 
Nähenmgsformeln  (4)  erfolgen. 

Die  Summe  der  positiven  Ordinaten  der  Einflußlinie  für  0,0  cos  p„  ist 
S  =  2  (0,02  +  0,09  4-  0,08)  =  0,38, 
die  Summe  der  negativen  Ordinaten 

3  =  2(0,27+ 1,30)  =  3,14. 

Die  Enotenlast  setzt  sich  zusammen  aus  der  ständigen  Last  2,6-6,0  =  15'  und  der 
ebenso  großen  Verkehralast  16'.    Der  größte  Druck  0„  ist,  wegen  See  ß,||  =  l,O0, 

^0„  =  —  30  -  3,14  +  15  ■  0,38  =  —  88,5';  ^0  <  ^0. 
Der  Einfluß  von  H,  auf  0,«  ist 

«1»  ~  Ijö  ~ 

Wird  eine  Beanspruchung  von  a  =  950  kg/qcm  =  9500  t/qm  gestattet,  so  ergibt  sich 
F,  aus  der  Gleichung 

88,6  + 1880  F.  =  9600  P.. 
Blan  erhält  J',  =  0,0116  qm. 

Ganz  ebenso  findet  man  für  U,„  cos  t,o  =  U,a  die  Werte 
S  =  1,22,  S  =  3,04 


,.(-„  = -30 -3,04 +  16 -1,2: 
_      ,„      1400-3,38  „ 


:_73  — 3110F,. 


*)  Da  die  Querschnitte  der  beiden  Gurtungen  nicht  ^eich  groß  ausfallen,  s 
setze  man  für  F,  den  Mittelwert  der  beiden  Gortquerschnitte. 


..Google 


§  11.    Fachwerkbogen.  mit  emgespannten  Kämpfern. 

Aod  der  Gleichung 

73 +  3110  F.  =  9500  F. 
folgt  .F,  =  0,0114  qm.    Der  mittlere  Gartquersctmitt  beträgt  also  im  Scbeitt 
F,  =  0,012  qm  und  es  darf  daher  mit 

fl,  =  +  1400-0,012  =  17' 
gerechnet  werden.    Dieser  Horizontalschub  erzeugt  die  folgenden  Uomente 

M'  =  —  H'-y, 
für  Enotenpunkt       0  12  3  4 

i:  163,68;  ±113,22;  +78,84;  ±4438;  ±17,17(r 


für 


10- 


6,29;  +   25,60;  +40,46;  +61,17;  +67,46;  +69,67  (m, 
and  AOB  diesen  Momenten  ei^ben  sich  mit  Hilfe  der  Fonneln  (16)  bis  (19)  die  ij 
Tabelle  Ym  zusammengestellten  Spannkräfte  in  Tonnen. 


. 

±^.c„,. 

±0.cosp. 

±D.cos,. 

+  F-1 

56- 

26' 

39' 

50 

6' 

36 

33 

42 

8 

33 

25 

34 

8 

31 

.17 

24 

10 

27 

7 

14 

4 

23 

6 

3 

4 

10 

18 

7 

13 

7 

11 

12 

8 

24 

16 

8 

5 

9 

32 

21 

6 

2 

10 

38 

23 

2 

1S7.  <}ner«chnittilMreeluLiiiig.  Es  genügt  hier,  die  BerechuiiDg  emes  Stab- 
quersühnittes  zu  besprechen.  Wir  wählen  die  Diagonale  i),.  Die  KnflußUnie  für 
DfCos^  liefert  S  =  0,90,   S  =  l,05.    Ea  ergibt  sich  also  einschließlich  des  £^- 

fla^ses  der  Temperaturändening 

«toü, cos  ip.  =  —  30 . 1,06  +  16  ■  0,90  —  10  =  —  28', 

„t^,  =  —  28  sec  9,  =  —  28  ■  1,03  =  —  29'. 
a^Z>,  ist  kleiner  als  ■■i»Z\.     Das   erforderliche  Trägheitsmoment  des  Querschnitts 
ist   bei  g-facber  Knicksicherheit   nach   der  EuUrschen 
Formel 


J^  = 


2,6i>rf*cm«, 

1  Metern  bedeutet. 


JL" 


J",^  =  2,5  ■  29 .  948  =  695  cm*. 
Zwei  gleichsebenklige  Winkeleisen  von  den  Abmefisungen  12 -1,1  cm,  Fig.  332,  be- 
sitzen J,*.  =  2-340  =  680,  genügen  also.    Der  Quetschnittsinhalt  ist  F=2'25,4 
^  50,8  qcm  und  die  Beanspruchung 
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Die  auf  dieaem  Wege  gewoaneaea  Querschnitte  sind  in  der  Tabelle  IX  znsammen- 

geetellt  worden  anter  Beifügxmg  der  Werte 

>  _  Stablänge  in  om 

F         Qaerschnittsinhalt  in  qcm 
Die  Stabläugeu  sind  (ür  die  Qurtungen,  Diagonalen  und  Yertikalen  mit  o,  u,  </,  A 
bezeichnet  worden. 

^     ^     ^ 

If""  ^^««..  U..^ 


a)  Gurtnngen. 

-f 

F 

-   T 

o\ 

.  4  Winkdeisen  18-1^ 

1  Platte  34  ■  1,1 
i  2  Platten  16- 1,1,  Rg- 333 

193  269' 1,3    U, 

193,383[2,0    L; 

l4  Winkeleisen  13-1^ 

la  Platten  34  ■  1,0 

J4       „     16-l,0,Kg.S34 

26241411.6 
252  394  1.6 

0, 

4  Wink 
1 

elei» 

an  13.1,4 
13  •  1,2 
13-1^ 
13  •  1,2 
13  ■  1,2 
13  ■  1,2 
13 . 1,2 
13  ■  1,4 
13   1,2 

139 
120 

120 
120 
120 
120 
120 
139 
120 

369|  2,6  il  IT  \\  *  Winkeleisen  13  ■  1,2 

364  3  0l'f>''  1  Platte  34-1,0 

342  2.8'!     *  !'2Plattenl6-l,0,J1g.336 

ISfilsTÖ  2,0 
186:358^  1,9 

1 

330i2,8    0, 
321  2,7    (7, 
312  2,6,  U, 
307  2,6  ■  J\ 
302' 2,2    U, 
300  2,6  ,  f/,. 

4  Winkeleisen  13  ■  1,4 
4           „            13  ■  1,4 
4           „            13  ■  1,4 
4           „            13-1,4 
4           „            13  - 1,4 
4           „            13-1,2 

139  342  2.5 
139  329;  2.4 
139  318  2.3 
139  309  2.2 
139  303'  2  J 
120,300  2.3 

b)  PüllungBBtabe. 

F 

d 

d 

F 

k 

k 
T 

f'n 

2  Winieleisen  16  - 1,4 

81 

396 

4.9 

/'i 

2  Winkeleisen  12  ■  1,1 

4fi 

iva> 

«,H 

r 

2 

16  - 1,4 

HI 

348 

4J1 

»% 

2 

12  ■  1,1 

4h 

314 

fi,2 

r 

2 

13-1,2 

m 

307.5.1 

Ih 

2 

12    1.1 

4ö 

311  1  6,1 

1 

2 

13-1,2 

m 

270:4.6 

0, 

2 

12-1,1 

V> 

3in 

6,1 

2 

11  - 1,0 

42J. 

238  6.6 

"» 

2 

12-1,1 

45 

310 

6,1 

2 

11  ■  1,0 

42,5 

211  5.0 

ru 

2 

4ft 

310 

B,l 

V, 

2 

9-1.1 

37,5 

189  5.1 

^ 

2 

13  - 1,2 

M 

312 

5.« 

r 

2 

9-1,1 

37,h 

172  4.6 

n. 

2 

13 . 1,2 

54 

315 

5,2 

y. 

2 

8-1,0 

3» 

160  ÖA 

T>\ 

2 

13 . 1,2 

54 

m 

b,» 

i>. 

2 

8.1,0 

HO 

152  5.0 

A. 

2 

14  - 1,3 

«3 

33Ü 

5,7 

2 

8-1,0 

3Ü 

160 

„Google 


§  11.    Fiu'hweikbngeu  niit  eingespannten  Kibn]ifem. 


d. 


Zweiter  Teil. 


128.  Im  AnschlnS  an  die  Tomtehende  Quersotmitlsbei'echaung  stellen  wir  uns 
jetzt  die  Aufgabe,  die  £ämpferdrücke  mit  Berüclisichtigiiiig  der  längenänderungen 
»ämtticlier  Stäbe  za  berechnen.  Als  statisch  nnbeetinunte  GröSen  sollen  die  auf  den 
Rchntelqnerechnitt  äea  Bogens  wirkenden  X.,  Xj,  und  Xt  eingeführt  werden,  Fig.  336, 
ver^.  auch,  Fig.  318  bis  ^0.  Da  ein  synunetriBcher  ftäger  vorliegt,  so  nehmen  wir 
.\t  senkrecht  und  X,  wagereoht  nn. 


Fig.  336. 


Die  Gewichte  ic  sind  nach  der  Formel 
a  berechnen,  mit  Ausnahme  von  irc*)  and  rc,,,  für  welche  man  die  Werte 


(24) 


.  4/«, 


i"'„  =  -v-[-Äö„Recß,„  +  A-/„ 


•)  ICt  C  ist  der  linke  Endpunkt  des  Gnrlstiibes  f>o  Iiezeichnet  worden.   Fig.  337, 
Mailer-Breilau,  OnpbfBche  SUUk.   n.  1.  22 
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erhält  ^Vio  ist  das  atut  eine  Bogenhälfte  lenttdleiule  Gewicht  dee  ^oten- 
pnnktes  10.  Bei  der  Berectmang  von  w«  denke  man  die  Stützponkte  0  und  A 
in  Flg.  337  durch  einen  starren  Stab  verbunden,  der  die  BoUe  eioer  Diagonale 
spielt  Der  für  alle  StSbe  gleich  groBe  Elastizitatsmodal  E  darf  =  1  gesetzt 
werden. 


189.   Znatand  X,=.  —  \.     Die  Tabelle  X  enthält  die   durch  die  Momente 
it  =  —  l  beetämmten  und  mit  Hilfe  der  Ol^hungen  (16)  bis  (18)  anf  S«te  329 

berechneten  Spannkräfte,  sowie  alle  zur  Berechnung  der  Gewichte  w,  erforderlichen 


», 

0 

T 

Ao  =  0^, 

Oao 

«0(1 

Aosecß 

0 

j 

h  0,329 

1,3 

H 

h0,43 

h  0,141 

1.30 

^ 

hO,56 

1 

0,367 

2,0 

- 

-0,73 

■0,268 

1,28 

.0,93 

1 

2 

-0,401 

2,6 

1,04 

0,417 
-0,672 

1,23 

- 

-1« 

-0,437 

3,0 

-1,31 

1,18 

J 

-1,66 

-0,479 

2,8 

-1*1 

- 

-0,642 

1,14    ■    H 

1,63 

-0.621 

2,8 

- 

-1,4« 

■ 

-0,761 

1,10 

■1,61 

£ 

■  oxe 

2,7 

H 

-1,63 

H 

-0,866 

1,07 

-1,64 

1 

-0,604 

2,6          H 

hl,67 

H 

-0,948 

1,04 

-1,63 

o 

8 

-0,638 

2,6    1      ■ 

-1,66 

• 

.1,059 

1,02 

H« 

9    1     ■ 

-0.665 

2,2     !      . 

-1,46 

- 

-0,971 

1,01 

-147 

10 

-0,667 

2,6 

-1,67 

^ 

- 1,114 

1,00 

- 

H*7 

Suim 

ne: 

7,769 

Summ 

15,66 
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§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingeepaimten  Kämpfern 


--0^70 
-  -  0^76 
0,661 
0,724 
0,789 
0,877 
1,086 


—  0,77 

—  0,79 

—  1,01 

—  1,00 

—  1^7 

—  138 
-137 

—  136 

—  1,40 
-1,66 


D 

d 

T 

^ä=DS^ 

D\d 

BSC  9 

Adsecv 

1 

-0,037 

63 

-0Ä3 

+  0,009 

1,07 

-0,25 

«,a 

1,06 

-0,26 

■ 

3 

—  0,046 

«,i 

-0;28 

--0,013 

1,04 

-0,29 

4 

—  0,061 

fi,i 

-031 

--0,016 

1,03 

-03« 

6 

—  0,066 

«,i 

-034 

-  -  0,019 

1,03 

—  036 

6 

—  0,057 

B,l 

—  035 

-^0,020 

1,03 

-036 

h 

7 

—  0,064 

b,2 

-0,28 

-  *  0,016 

1^4 

-039 

8 

—  0,046 

b,a 

-0,24 

--0,011 

1,06 

—  036 

» 

—  0,036 

63 

-0,19 

-  -  0,007 

1,07 

-0,20 

-0,010 

4.7 

—  0,06 

Summe 

1,10 

-0,06 

+  0,120 

- 

T 

A».=  ''-^ 

l'-aA- 

1 

"-'-r 

Ji... 
1 

'*-¥ 

0 

+  0Ä36 

4,9 

^ 

hO,17 

^ 

h  0,006 

2,10-1 

h036 

4,1 

■  osn 

1,1W 

-0,1« 

1,.H2 

-0,09 

2 

+  0,012 

M 

-0,06 

•  0,001 

vo« 

-0,06 

i;i6 

--0,07 

H 

+  0,009 

4J> 

-0,04 

-0,000 

0,92 

- 11,04 

1,(K 

-.0,04 

4 

+  0,003 

b,« 

■0,02 

- 

-0,000 

0,80 

■0,01 

0,90 

+  0,02 

6 

—  0,005 

»JJ 

-0,02 

-0,000 

0,69 

—0,02 

0,V» 

^ 

6 

—  0,014 

6,1 

—  0,07 

■0,001 

0,60 

-0,04 

0,70 

—  0,06 

-0,026 

4,6            -0,12 

-0,00a 

0,63 

—  0,06 

0,63 

—  0,07 

H 

-0,038 

6,3          -0,20 

-0,008 

U,4V 

—  0,09 

0,67 

-0,11 

-0,048 

6,0     ,      -0,24 

-0,012 

(143 

—  0,10 

0,63 

-0,13 

10 

-0,068 

2,6")!      -0,14 

- 

-0,0U» 

0,51 

-0,13 

Summe; 

H 

h  0,040 

•)-g-  =  Tj^  +  l<7,=  1,16 +  0,95  =  2,10. 
**)  Es  ist  nur  die  halbe  Scheitelvertiiale  in  RechDung  gestellt  wonleo. 
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Die  Gewichte  ii 


für  den  Zustand  X,  = 


Erttte  Abtfiiiniig.    Zweiter  Abschnitt 

- 1  säai  nun 

=  +  0,08  (naoh  bleich.  (24)) 

(F„  =  ^^  (—  0,66  —  0,77  —  0,00  +  0,26  —  0,36  +  0,09}  =  —  0^4 

JT, .  =  ^A    (_  0,93  —  0,79  —  0,25  +  0,26  —  0,08  +  0,07)  =  —  0,49 

«■„  =  ■^(—1,28  — 1,01-0,26  +  0,29-0,06  +  0,04)  =  — 0,74 

"■»  •  =  2lÖ  C—  1'^  -  l'OO  -  0,29  +  0,32  —  0,04  +  0,02)  =  —  0,94 

"*'  ~  "äW  **"  ^'^^  ~  ^'^^  —  032  +  0,35  —  0,01  —  0,02)  =  — 1,22 

"""  ~  TTT  *"  ^'^^  —  1,38  —  0,36  +  0,36  +  0,02  —  0,05)  =  —  1,43 

w„  =  ^^  (—  1,64  —  1.37  -  0,36  +  0,29  +  0,04  —  0,07)  =  — 1,65 

tf,,=  -^  (-  1,63  -  1,36  —  0,29  +  0,25  +  0,06  —  0,11)  =  —  1,79 

«^,=  -  {^  (—  1,69  — 1,40  —  0,26  +  0,20  +  0,09  —  0,13)  =  —  1,99 

IT,.  =  y~  (— 1,47  -  1,66  —  0.20  +  0/)6  +  0,10  ~  0,13)  =  — 2,17. 

Sie  Bi^ungslinie  für  den  Zustand  Xa  =  —  1  l&ßt  sich  als  die  Momentenlinie 
ebes  Freiti^gers  CO  deuten,  dessen  EJnspannimgsstelle  dem  Scheitelquerschnitt  des 
Bogens  enteprioht,  Fig.  338*),  und  der  mit  den  Gewichten  —  tr,  belastet  ist  Naoh 
Berechnung  der  Querkräfte: 


P.  =  -0,08 

P.  =  - 0,08 +  034  =  0,26 
0,=      0,26  +  0,49  =  0,76 
P,=      0,75  +  0,74  =  1,49 

a.  =  2,43 
«.  =  3,66 
«,  =  6,08 
«  =  6,73 

e.  =  8,62 
e,  =10,61 
«„  =  12,68 

mim  .V.  =  -  0,08  ■  2.0,  also  ^  = 

—  0,08-1  =  — 0,06. 

.W, ;  1  =  —  0,05  +  0,26  =  0,21 
.1^;X=      0,21+0,75  =  0,96 
.M,:X=      0,96+1,49  =  2,45 
.¥,;!=      2,45  +  2,43  =  4,88 

.lf.:l=  8,6a 
«,:  1  =  13,61 
«;il  =  20,34 

M,  :»  =  28,86 
.«,  :»  =  39,»7 
J(„:l  =  68,06. 

Nun  ist    S„  —  ZSi-^.=LS,^s. 

=  2  OAo  +  ZUiu  +  2Z)Ad  +  ZV&7' 

=  2  [7,769  +  6,823  +  0,120  +  0,040]  =  2  •  13,74, 
und  man  eiii&lt  daher  aus  den  die  Durchbiegongen  Sma  (für  E^l)  vorteilenden 
Momenten  M: 


=  1 

n. 

= 

1 

= 

ü.:» 

2 .  13,74 

2 .  13,74 
3,0 

9,16 

)T9iKl 

auch  Seite  121 

rig 

108. 
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§  11.    Faohwerktx^ieii  mit  eingeepaaDten.  Kfimpfem.  341 

Den  in  den  Enotenponkten  1,  3,  6,  7,  9  angrettenden  L^en  entspricht  alsn 
der  Keihe  nach 


-^■'-"9;ie 

V  2,46 

^■'-"846" 
y       _8,63 


—  0,02293 
^0,267 


Wir  wenden  tins  jetzt  zur  BeKtimmutig  des  Poles  (/),  um  den  sich  eine  nach 
Seite  320,  Fig.  319.  an  die  Scheitelvertikale  angeschlossene  starre  Scheibe  /  dreht, 
und  ermitteln  suuächst  die  wagurechte  Yerschiebung  Sj^  des  oberen  Knotenpunktes  10 
nach  dem  in  Nr.  51,  Seite  129,  beschriebenen  Verfahren.  Aus  der,  einen  Sonderfall 
der  ¥ig.  116,  Seite  129,  bildenden  (aur  als  Skizze  anzusehenden)  Fig.  338  folgt  die 
eintiche,  leicht  su  beweisende  Gleichung 

8» -- S4o- See  ß_ -H  I8-.  (tg  3«  -  tg  p„.,)  +  S,„  tg  p.,. 

Da  nun  die  Knetenponlte  0,  1,  2.  .  ,  .  10  der  oU-ren  liiirtung  in  einer  Parabel  von 
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342  Brste  Abt^uiig.    Zweiter  Abechnitt 

der  FfeiUiÖtie  f,  ^  IS^  und  der  ^annw^te  /  =  60" 
die  Feldweite  konstant  ist,  so  ergibt  üch 

%f,X  __   8-12^ 
20"^ 


tgp--tgp..,  =  2tgp„  =  - 


X  Uegen,  und  da  femei 
0^510 


8.=  16^+(r«„  +  18...)^f'*  = 


:15^+(l- 


21 


0^10, 


wo  Xm  die  rorhin  berechneten  Uomente  infolge  der  tiewlchte  u>„  sind. 
Es  ergibt  sioh  (fiir  £=  1) 

B»  =  15,56  +  {119,16  +  26,02)  0,2510  =  62,00. 
Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Folee  (/)  vom  Enotenponkte  10  mit  s  und  be- 
uclitet  nun,  daß  mcli  die  Scheibe  /  infolge  von  Xa  =  —  1  um  den  Winkel  ^2.1 
dreht,  so  findet  man  für  die  Tetschiebitug  des  Ponktes  10  den  Wert  IS«.«.    Da 
nun  andrerseits  die  Verechiebang  des  Punktes  10  durch  die  Strecke 

ff  10"  =  -^ 
«i<-h  die  Gleichung 

■  *     •  sinijj 

.    ,  B»  62,00 

'''"*  =  0r5  8„"=  13,74"' 

c.  =  16,6  —  3,78  s=  12,72-, 
12,99"  ergab.    Die  Ijige  der  Kraft  X,  ist  nonjnehr  he- 


dargestellt  wird,  so  ergibt 


und  man  findet  daher 


=  3,78-, 


während  sich  vorhin 
kannt,  Fig.  336. 

180.  Eise  cw«iU  BwrtimaiDWgiwei—  tob  r.  er^bt  sich  w 

_      S.S, 


'.-  =  0, 


infolge     Ton 


wo  S,  die  Spannkräfte 
A',  =  —  1  bedeuten.  FSgt  ( 
Kraft  X.  =  —  l  in  beliebiger  Höhe  (z.  B. 
in  der  Höhe  10",  Fig.  339)  zwei  sich 
aufhebende  Kräfte  1  hinzo,  und  beieichnet 
man  die  Spannkräfte  infolge  der  durch 
einen  gefiederten  Pfeil  daigesteUten 
Kraft  1  mit  S',  and  den  Eebelaim  des 
außer  dieser  Kraft  noch  angreifenden 
Kräftepaares  mit  e,  so  ist 


rs'As, 

■  13774  " 
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§  11.    Facbwerbbogen  mit  eingeepanutea 


343 


In  der  Tabelle  XI  and  die  Spannkräfte  .S''),  die  aus  Tabelle  X  ülieniommeiien 
L&ngeuftudenuigen  &s,  infolge  Jf,  =  —  1  und  die  Produkte  S'  A«.  zusamtneogesteUt 
worden.    Maa  erhält 

_    14,7572  +  20.6132  +  1.6929+0,2690 
*~  13,74 

also,  wie  vorhin,  c«  =  10,0  +  2,72  =  12,72- 


=  2.72-, 


Tabelle  XL 

OortongeD. 


0- 

Ao. 

O'Ao, 

l" 

A«. 

Viu. 

". 

+  3^ 

-0,43 

+ 1,4147 

--2,63 

-0,73 

-  - 1,9199 

", 

-2,11 

-0*6 

-1,1816 

--1,84 

-1,04 

-  - 1,9136 

T', 

-1,38 

-0,60 

--0*280 

--1,03 

--1,3493 

", 

-0,62 

—  0*1 

--0*022 

Ot 

--0,19 

-1,M 

-■0,2646 

", 

■11,1t. 

-0,84 

—  0,1260 

il. 

—  0,66 

-1,46 

—  0,9490 

rO,95 

—  1,20 

0, 

-1,47 

-1*3 

—  2,2491 

('. 

■1,75 

-1,25 

—  2,1876 

(J, 

-2,21 

-1J.V 

-3,4697 

V, 

■2,62 

-1,29 

-3,2608 

f. 

-2Ä 

-1,66 

-4,6646 

u. 

■3,22 

-1,32 

—  4,2604 

u. 

-8,23 

-1,46 

V, 

■  H,77 

-1,39 

-6,2403 

-3,33 

-1,67 

■  4,20 

-1,65 
Summe: 

-6,9300 

Summe; 

— 14,7672 

—  20,6132 

Rillungsstäbe 

D- 

arf. 

D'id. 

V 

4A. 

V'Mu 

F« 

-0,634 

+  0,17 

—  04078 

■ 

-0,23 

-0,1173 

y, 

-0,732 

-Ofil 

-  0.0612 

-0,084 

-0,26 

y. 

-0,693 

--0,06 

—  0,0416 

■0,653 

-0,28 

-0,1828 

--0,04 

-0.0262 

l>. 

■0,723 

-0,31 

—  0,2241 

y, 

-0,645 

-0,02 

—  0.0109 

"^ 

■0,783 

-0,34 

-  0,2662 

c, 

—  0,449 

—  0,02 

--0,0090 

/>. 

■  0,807 

—  0,36 

—  0,2825 

—  0,357 

—  0,07 

--0,0260 

A 

■  0,776 

-0,28 

-  0,2173 

Vr 

—  0,150 

-0,12 

-  -  0,0180 

A 

-0,659 

-0,24 

—  0,1582 

'-'s 

—  0,010 

—  0,20 

-0.0020 

A 

-0,479 

-0,1Ö 

—  0,0910 

+  0,174 

-0,24 

—  0,<W18 

A. 

-0,149 

-0,05 
Summe 

—  0.0075 

+  0,289 

-0,14 

Rumme 

—  0,0406 

—  1.8929 

—  0,2690 

181.  Fftr  d«n  Zturtmnd  Xt=: r— ,  den  mx  an  Stelle  des  Zustandes  ^  =  —  1 

untersuchen  wollen,  ergeben  sich  die  Momente  3/»  ^  —  —  und  —  für  die   linke 


•)  Bie  Berechnung  der  S'  erfolgte  wieder  mit  Hilfe  der  Fonneln  (16)  bis  (20) 
auf  Seite  329. 
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EiTite  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


BogeuhiiUte  —  die  in  der  Tnbelle  XII   angegebeneu  Spomücräfte  .S't 
änderungen  Ah«. 


1 

On 

1 

0         H 

hS,29 

1,3    '      +4,28 

1    secp    'in«xf 

14.081 

1    1.30    ;  H 

t  5,66 

1    1      - 

■34)1 

2,0 

-6,62 

21,912 

1     1,28 

-  8,47 

3JI1 

2,6    , 

He,35 

26,803 

1,23 

.  10,27 

t 

■3,06 

3,0 

r9,18 

!     1,18 

--1033 

4    '1 

■2,87 

2,8          ■ 

■  8.04 

23,076 

■     1.14 

9,17 

1 

6     1      . 

■2,61 

2.8          ■ 

7,31 

19,079 

,     1,10 

.  8,0t 

e 

■2» 

'    2,7 

■6,10 

13,786 

1     1,07       - 

-   6.53 

'    i'    - 

■1,81 

:   2,6       ■ 

^4,71 

8,525 

1     1,04     1  . 

.   4.90 

8          - 

-1,28 

2,6 

r3,33 

4,262 

1,02       ■ 

.   340 

9     'i     - 

0,66 

:    2.2 

rl,46 

0,957 

1,01 

L    1,46 

Summe:     l«l,5?l 


i 

ti 

F 

...=i?  1 

r,-i«. 

SOI' Y 

A«.  w.-  ■: 

1 

-3,49 

.     1.6 

-5,68      1 

19,474 

1,38 

—  7,70 

i 

2  ; 

—  3^9 

'     1,6 

-  5,42 

18,374 

1,31 

—  7,10 

3  ; 

-3,26 

,    2,0 

-  6.62      1 

21,255 

1,25 

—  8.15 

4    1 

-3,09 

1     1,9 

-  5.87 

18,138 

1,19 

—  6,99 

C 

ö    1 

-2^7 

1    2,5 

-  7.18 

20,607 

1,14 

—  8.1  SP 

-2,61 

1     2,4 

—  6,26       , 

16,339 

1,10 

—  6,89 

S 

—  5,46 

8 

—  1,80 

,    2,2 

-^3,96      1 

7.128 

1,03 

-4;08 

9     , 

—  1.36 

■    2,2 

3,490 

1,01 

-2,80 

10    ' 

-0,66 

■    2,5 

-1,65        ; 

1,0B9 

J,00 

-1,65 

Summe:     137,430 


*■ 

iA=^, 

sec<i» 

Arf»  ^-  9 

1 

—  0,068 

6,3 

—  0,37 

0,021 

1,07 

—  0,40 

2 

-0,021 

6.2 

-0,13 

0,003 

1,05     ■    -0,14 

3 

■0,011 

6.1 

+  0,07 

0,008 

1,04     '    - 

-0,07 

-i 

4 

-  0,074 

6.1 

+  0,45 

0.033 

1,03     1    - 

-0,46 

5 

J 

■0.166 

6.1 

+  0,95 

0,148 

1,03        - 

-0,98 

=p 

0,261 

6.1 

+  1,59 

1,03        - 

■1.64 

n 

7 

-0.387 

5.2 

+  2,01 

0,779 

1,04     1    - 

-2.09 

8 

0,619 

5.S 

+  2,70 

1,401 

-2.84 

9 

-0,634 

5.3 

+  3,36 

2,130 

1.07     !    -■ 

-3.«) 

10 

- 

-  0.724 

4,7 

+  3.40 

2,462 

1.10 

-3.74 

Simiiiie:     7,400 
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§  11.    Fach  werkle  ogea  mit  eingespaimten  Eämpfer 


V 

F~ 

'«-=™ 

r-  M> 

0,001 

X~ 

%-'... 

ft— 1 
1 

%iA4. 

0    —0,017 

4,9 

—  0,08 

1  2,10 

-0,17 

1 1  —  0.183 

4,H 

—  0,79 

0,145 

1,22 

-0,96 

i;i2 

-1,04 

2!|  —0,227 

t,,l 

-1,16 

0,263 

1,06 

-1,23 

1,16 

-136 

3j  —0,263 

4,f> 

—  1.18 

0,310 

1  0,92 

-1,09 

1,02 

-1,20 

f 

4i:  —0,313 

5,6 

-1.76 

0,548 

;  0.80 

-1,« 

0,90 

-1,68 

5! -0,350 

6,0 

—  1,75 

0,613 

1  0,69 

—  1,21 

0,79 

-1,38 

> 

6,  -0,387 

5.1 

0.762 

0.60 

—  1,18 

0,70 

-1,38 

4,fi 

0,53 

-1,00 

(1,«.S 

8  1  —0,407 

5,8 

-2,16 

0,879 

0,47 

-102 

0,67 

—  1.28 

9 

-0,380 

5,0 

0,722 

0.43 

-0.82 

0,63 

-1,01 

Für  die  Gewichte  «>  erhält  mau  die  Werte: 


=  — U,04 


""**  ^  "3W  '~  ^'°^  ~  ''''^  ~  *''**  "*"  *''*°  "*■  ^'^''  "  ^'**^'  ~  ^  ^'*® 
«■,»  =  -^  {—  SAl  -  7,10  —  0,40  +  0,14  4-  0,96  —  1,35)  =  —  4,66 
,r,t  =  --  (—  10,27  —  8,16  —  0,14  —  0,07  +  1,23  —  1,20)  =  —  6,06 
"■*  =  -ölö  (—  ^^'^  —  ß'^  +  ^'^"^  —  0'*6  + 1,09  —  1,68)  =  —  6,93 

""•*  ~  ^  ^~  ^'^"^  ■"  ^'^^  +  *^'^^  ~  *''^  "*"  ^'^  ~  ^'^'  "  "  ''^ 
w^  =  Yii  (-  8)04  —  6,89  +  0,98  -  1,64  +  1.21  —  1,38)  =  —  7,47 
ic^  =  -^g  (—  6>53  —  5,46  -f  1,64  —  2,09  +  1.18  —  1,20)  =^  —  6,69 

"*"  ~  T^2  *~  *'^  ~  *'** "*■  ^'**^  ~  ^'^  "*■  ^'™  ~  ^'^^'  ^  ~  ^''^ 
"•*  =  -j^  (-  3^*0  —  2-80  +  3,84  —  3,60  +  1,02  —  1,01)  =  —  4,34 
w^  =  — '-  -  (—  1,46  —  1,65  +  3.60  —  3,74  +  0,82)  =  — 1,60. 

Die  Momeote  3f„  eines  mit  den  Gewichten  wt  behisteten  Freiträgers  sind  fiir 
=  1  (in  derselben  "Weise  bei-eehnet  wie  auf  Seite  340) 


.14=  0,03 

.V«=  47.14 

^, 

=  203,20 

M,=  3^5 

M,=   75,81 

K 

=  266,06 

.1^  =  11,73 

,lf,  =  111,96 

Mi> 

=  310.52. 

.1/,  — 25,97 

.1/,  =  154,08 

Da  nun   X»  iiratioi-tional   .!/_    ist   iind  für  eine  mit  dem   Scheitel 
fallende  Laf«t  I    den   Wert  A't:=0,5   annehmen   muß,    so   entsprechen  den   in 
Knotenpuniten  1.  3,  5,  7,  9  angreifenden  Lasfen  1  der  Heihe  nach  die  Werte 


DigitizedbyGoOgIC 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 


____3^_ 


"^       2-310,62 

Andererseits  muB  auch  sein 


i;  0,00572 
=  0,042 


A*  =  - 


ifm 


-Xh  =  0,122 
Zu  =  0,249 
^  =  0,412. 


iL 


WO  nach  Tabelle  XJI 

SSt&at  =  2  (160,571  +  137,430  +  7,400  +  5,028)  =  2  -  310,48. 
Dieser  Wert  stimmt  mit  2  -  Jf,,  in  beMedigender  Weise  überein.    Noch  sei  Ijerror- 
gehoben,  dafi  für  alle  iinta  vom  Scheitel  gelegenen  Lasten 
B=Xi  und  Ä  =  l—Xi  ist. 

ISS.  Zortand  X.  =  —l.  Tabelle  XIU  entb&It  die  SpaunbrUte  S,  infolge 
der  in  der  Höhe  c.  =  12,72"  angreifenden  Belastong  X^  =  —  l  sowie  die  zuge- 
hörigen As.. 

TRbeUft  Zm. 


0 

-r 

O-Ao 

,«ot 

Aosecß 

0 

1-4,19 

1,1 

1-6,46 

22,836 

1,30 

j 

h7,08 

1 

-3,68 

a,o 

-7,26 

26,364 

1,28 

-989 

ff 

2 

-S,93 

2.6 

-7,62 

22,327 

1,23 

«Ix! 

1 

3 

-2,22 

3.0 

-6,66 

14,786 

1,18 

-7JW 

4 

•lÄl 

2.8 

-4,20 

630O 

1,14 

-4,79 

•  0,77 

!,« 

-2,16 

1,668 

1,10 

-238 

? 

6    ,!     - 

■0,07 

2.V 

-0,19 

0,018 

1,07 

--0,20 

•* 

7    l!     —0,67 

2,6 

—  1,48 

0,844 

1,04 

-IM 

2,6 

—  2,78 

2,976 

1,02 

-2,84 

9    ;.      -1,42 

2,2 

-3.12 

4,480 

1,01 

-3,16 

-1,02 

2,6 

- 

-3.80 

5,776 

1,00 

-3,80 

u 

F 

"»=-/ 

secT 

i«««.. 

X 

—  3.07 

l,fi 

-4,91 

15,074 

1,38 

-5,78 

2 

-2,41 

1.B 

-3^ 

9;S08 

1.11 

-See 

3 

—  1,73 

2,0 

-3,46 

6,986 

i;26 

-Jsa 

4 

-1,04 

1,9 

—  1,98 

2,069 

1,19 

-2,36 

6 

—  0,35 

2,0 

-om 

0,308 

1,14 

-im 

fi 

"033 

2,4 

-0.79 

0,261 

1,10 

-037 

--1,09 

23 

--2,61 

2,786 

1,06 

■2,66 

--1,69 

2,a 

-3,60 

5,565 

1,08 

-3,60 

2,2 

--4,66 

9,419 

1,01 

-4.60 

2,6 

-6,00 

14,400 

IflO 

- 

-6,00 
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§  11.    Fachwerbbogen  mit  eingespamttea  KSmptem. 


T" 

»609 

&dsec9 

1 

+  0,413 

6,3 

^ 

h2,60 

1,074 

1,07 

H 

-2, 

+  0,474 

ö,a 

■2,94 

1,394 

1,06 

-H, 

6,1 

-3,21 

1,04 

-Jt, 

4 

+  0,584 

fil 

3,66 

2,079 

1,03 

rä 

1 

5 

+  0,633 

fi,1 

■ 

■8,86 

2,443 

1,03 

rä 

6 

+  0,662 

6,1 

■ 

■3,98 

2,695 

1,03 

■4. 

7 

+  0,636 

5,2 

-3,30 

2,096 

1,04 

■ä 

8 

i     +0428 

■  2,76 

1,452 

1,06 

■  2 

9 

+  0,376 

6,3          J 

-1.96 

0,737 

1,07 

. 

■2 

+  0,021 

4,7          +0,10 

0,002 

1,10 

■ 

-0 

Summe 

:    15,564 

V 

h 

AA-   ^'' 

VMt 

2c 
X 

^.*. 

»..1 
1 

¥^^ 

0 

—  0,550 

4,9 

-2,70 

1318 

2,10 

-6,67 

] 

—  0,687 

4;-( 

-2,96 

2,027 

1,22 

—  3,60 

1,32 

-3,89 

2 

—  0,667 

M 

-3,36 

2,201 

1,0« 

-3,66 

1,1« 

-3,89 

-0,603 

44 

-2,71 

1,634 

0,92 

-2,19 

1,U2 

-2,76 

4 

—  0,641 

6,6 

—  3,03 

1,639 

l),80 

-2,4S 

0,90 

-2,73 

1 

—  0,468 

6,0 

-2,29 

1,049 

0,69 

-1,68 

0,79 

-1,81 

-0363 

b,i 

-140 

0,635 

0,6U 

-1,08 

0,70 

-1,2« 

-0,223 

*,6 

-1,03 

0,230 

0,63 

-0,66 

0,«.H 

6,H 

-0,48 

0,043 

0,47 

-0,23 

0,67 

-0,27 

H 

+  0,047 

6;o 

+  0,24 

0,011 

0,43 

+  0,10 

0,6.1 

+  0,13 

10 

+  0,132 

2,6 

+  0,33 

Summe: 

0.044 

0,61 

+  0,17 

10,831 

Für  die  Ge«*ii;hte  ic,  erhält  n 


n  dit!  Werte: 
2.10 


Wm  —  g-gg-  [—  7i08  —  6,78  +  0,00  —  2,61 


"  3,48 


'  3,07 


,06  +  2,60  —  2,94  +  3,60 
,32  +  2,94  —  3,21  +  3,55 

"^'  ~  2  70  ^~  ''^  ~  ^'^  +  ^'^^  ~  ^'^  "^  ^'*^  ■ 

"'*'"  2^  ^~  ^'™  ~  ^'**  ■''  ^'^^  ~  ^'^  ■*"  ^'^^ 

"*•  ~  STT  ^~  ^'^  +  '^'^^  "*■  ^'^  ~  ^'^  ■*■  *'^^ 
«„  =  -^  [—  0,20  +  2,66  +  3,98  —  3,30  +  1,08  ■ 

"^' ~  rW  f+  ^'^  +  ^'^  +  3,30  —  2,76  +  0,66 


-  3,89]  =  —  3,72 

-  3,89]  =  —  4,30 

-  2,76]  =  —  4,29 

-  2,73]  =  —  4,00 

-  1,81)  =  —  2,30 
-1,26]=^— 0,62 

-  0,65]  =  +  1,89 
-0,27]  =  +  3,48 
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Ente  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 
"'*'  ^  i  60  [+  2^84  +  *'60  +  2,75  —  1 ,96  +  Ü,23  +  0,13]  =  +  5,37 


Dnfl  Gewicht  )  fc,e,  hat  teineii  Einfluß  auf  die  Momente  .V  dee  mit  den  Ge- 
wichten IT  beinsteten  Freiträgers;  es  wiirde  aber  berechnet,  um  die  Probe 


au.'ifüliren  zu  töunen.    Aus 

den 

Momenten 

M,=   6,97). 

.V,=   66,62  X 

M, 

=  121.10  X 

34  =  15,34  X 

-«,=   87^  X 

M, 

=  130,94  X 

M,  =  29,00  X 

M,  =  105.89  X 

M,* 

=  133.44  X 

if.^  46,66* 

ergeben  sich  die  H  erte 

V  —      ^      —      tf 

wo  nath  TabeUe  Xlli 

lÄ As-  =  2  (108,303  +  66,111  +  16.564  +  10,831)  =2  ■  199Ä)9. 
Für  die  Euutenpunkt«  1,  3.  5,  7,  9  erhält  man 

A'„  =  0,0448  I  A',  =  0,795 
A',,  =  0,218  I  A',  =  0,983 
A',  =  0,500        I 

183.  Die  Olcdotatuig   der  Eimpfordraoklimie   ergibt   siih   aas   der  (lleiili- 
gowichtsbedingung  (Fig.  336) 

AV'A  =  AV  +  A-.. 
Mau  findet  für  dii'  Eiiotenpuukte  I.  3,  5,  7,  9  der  Beihe  nnch 

A',,/*  =  0.1773  !/t  =  3,96- 

A',j(»  =  1.149  ;/»  =  5,27- 

A^y»  =  2,761  (rt=5,62- 

A'.i,»^  4,466  j,t  =  5,62- 

A,y»  =  6.534        |       y^  =  5,63  -. 
Bezogen  auf  die  Scbluülinie  AB  der  unteren  Gurtung,   erhält  man  die  Ordinalen 
{},t=y„  +  r.y. 

ff*'=16.6«-;  17,99-;  18,24-;  ,1^34-;  18,35-; 
diescMien  weichen  von  den  Irüht-i'  erhaltenPu  Ordinaten 

tfi'=  19,08-;  18,77-;  18,49-;  18.26-:  18,17- 
uur  in  dur  Nühe  des  Kämpfers  wesentlich  nb. 

184.  EinflnS  der  Tnnperfttiirtndenuig.    Ändert  sich  die  dem  spannungslosen 
AufiLug>{zustandt'  des  Bogens  entsp rechende  Temperatur  überall  um  denselben  Betrag '. 
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so  entsteht  ein  Kttmpterdiuck  .Y,i,  ^6v  sehr  annähenid  in  der  Hohe  e.  =  12,T2'' 
über  der  Scblntlinie  ^£  der  unteren  Ourtung  liegt  und  den  Weil 

„  tEir  tEtl"'  25- i/'", 

—  -kg 


ZSi 


'  2  ■  19»,8( 


4Ü0 


EF 


besitzt,  wo  (nact  Fig.  312  auf  Seite  308) 

/'"=  l  +  2e.cos<i,-  6000  +  2  ■  1272  ■  0,026  =  6066  ci 
ist«)    5üt  (  =  +  350  Cels.  ergibt  sich 


13300  " 

entstehen  wird.    Man  vei^.  die  auf  Seite  209  iin  die  Bereohnnng  des  Horizontal- 
sohubes H,  der  Douro-Briicke  bei  Porto  geknüpfte  Bemerkung. 

e.   Nüherungsfonneln  zur  Berechnung  der  KMmpterdrUcke. 

188,  Fomwl  für  Xa.  Um  zu  einfachen,  geechlossenen  Formehi  für  die  Un- 
bekannten Xr,  Xi  nnd  A',  zu  gelfLogen,  ersetzen  wir  die  Einzelgewichte  itb,  «%,  tr, 
durch  stetige  Belastungen. 


*)  Wir  haben  die  Werte  -jr  (Seite  336)  i 
Daaa  genügend  genau  l'"=^l'  setzen  darf. 


-  aasgodrückt     Man  erkennt, 
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An  Stelle  der  w,  nehmen  wir  die  in  I^.  340  dm^^eetellto  tr^ezfönnige  Be- 
lastongsflSohe  an,  deren  Höhe  am  Ompfer  =  a,  und  im  Scheitel  =  1  sein  m^.    Im 

Abstände  Xj  von  A  ist  die  Betastungsliälte 

..=.+(1-.)',;. 

Der  Frätr^ger  AO  wird  dann  an  der  Stelle  x^  durch  das  Moment 

beansprucht,  wo  l,  =  ^l  ist.    Der  Inhalt  der 
hfiltten 

nnd  man  erblUt  d^er  (für  xj  ^  a  <  I,) 


■^  =  -6(iW['"?!+"''"^]' 


ond  es  folgt  daher  (mit  f,  =:30'") 

'  '2,069+3.61 


x.  =  ^(2,oe 


y    =  0,1       A',  =  0,02431  Im 

'  =03  =0,284 

=  0,5  =0,970 

=  0,7  =2,266 

=  0.9  SS  4,316. 

d.  B.  Werte,  die  mit  den  früher  gefundenen  befriedigend  übereinstinunen.    Jedenfalls 

wird  die  Fonnel  bei  einer  vorläufigen  Querschnittsberechnung  recht  gute  Dienste 

iMSten;  es  kommt  dann  nor  darauf  an,  das  Verhältnü  a  der  Gewichte  Wa  für  die 

Enotenpimkte  am  Kämpfer  nnd  im  Scheitel  von  Tomherein  su  schätzen. 

186.  Formel  für  A't.    Wir  nehmen  die  Belastungshöhe  an  der  Stelle  x  gleich 

Ui  ^  ttaX  =  U.  (/,  —  Xj) 


=[.+  (l-«)^]  (',-»>) 


s 
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WO  h,  und  hu  die  Werte  von  A  im  Scheitel  uud  am  Kämpfer  bedeuten.    Im  ^ 
liegenden  Falle  liefert  diese  Formel  EofäUig  ebenfalls  a  =  0,16. 


g  11.    Fachwerlcbogeii  mit  eingeepannten  Eämpfeni.  351 

an,  und  erhalten  M  dnrcli  zweimalige  Integration  der  Differenti^raohnng 


Die  Integrations-KonataDten  werden  mit  Hilfe  der  Bedingungen  bestimmt: 
dM 

3T^=0      „  .,  M- 

Es  eigibt  sich 


xj^O  muB  liefern  -j---  ^0, 


«i.^  +  (l-2«)^-(l-«) 


Da  aun  X^  proportional  Jf  ist  und  fttr  x^^^  den  Wert  0^  annehmen  muB,  so 
folgt  für  XA^=a^li 

X,    •'■4-+<'-'"f-i'-'Tli: 

«^-^  +  (l-2«}-^-(l-<i)-j^- 
und  flohlieBlich 

Lasten,  welche  rechts  vom  Bcheitel  liegen,  rufen  negative  Werte  JE»  hervor.   Veigl. 
¥ig.  3S6;  die  linie  A'DD'B'  ist  die  EinfluBlinie  für  X^.   Verachiebt  man  den  Zweig 
D'B'  om  die  ßtreolie  1  nach  unten,  so  entsteht  die  stetige  Kurve  A'DB",  und  diese 
ist  die  ESnfluBlinie  fnr  den  senla«chten,  rechtsseitigen  Stütxenwidei^tand  B. 
För  «^0,16  ergibt  sioh: 

X»  =  -^  ["0,324  +  ^  (0,460  —  0,284  ^i] 
und  für 

-^=0,1       -S:»  =  0,00367 

=  0,3  =0,0393 

=  0,6  =0,121 

=  0,7  =0,248 

=  0,9  =0,411, 

welche  Werte  mit  den  früher  gefundenen  ebenfalls  befriedigend  übereinntimmen. 

187.    Fmnwl  für  c.    Die  mit  der  Kraft  X,  tosaramenfallende  x-Achse  habe 
vom  Uittelpuukte  der  Scheitelvertik^e  den  Abstand  e.    Es  ist 

h 
f  (ff.'«.  +  y-'w«)  dxj 

'-'"^ . 

WO,  mit  den  in  die  Figur  340  eingetragenen  Bezeichnungen, 
9.  "      '     '  n 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt, 
Es  ergibt  sieh  abu} 

[•  ,,      h  -^ 

5  +  3. 


lind 

l  +  3tt 


(4) 


■  6(1  +  «)  '■ 

Für    unser  Beispiel    ist   f^  =  12^",    f.  =  15,00-,    f=^{f,+  f.)  =  13,775-    und 
a  =  0,16,  mithin 

(■  =  2,93-  iinU  r.=  12,82-, 
w^irend  wir  auf  Seite  327  und  342  die  Werte  r.  =  12.99-  und  r.  =  12,72-  fandrai. 
188.   Formal  (Br  X,.    Ist  M  diui  Aogriffsmoment  an  der  Stelle  X  des  Frei- 
trägers AG  infolge. einer  dem  Gesetze 

..  =  ».fe.  +  s.)=2..j.  =  2[l-(i-.)i](.-/-^) 

(»Igenden  stetigen  Belastung,  mi  ist 


2/(yI  +  ffDw-'^-« 


Integriert  man  die  Differentialgleichung 

1  'i».W 

2  'rfj-*'" 
und  liestimnit  man  die  beiden  IntegrutiunsIfunNtanten  mit  Hilfe  der  Bedingungen: 

dM       „ 


x^O  iniiB  liefern 

j-  =  /,     ,.         „  ,U=0, 


4.        ,   ..• 
» — «--2 f-,T 

ilt,  s 

o  Mit 

)•'  +  ».■  =  I-.'  - 1-,'  ff  +  V  'p 
V=A"+/.'. 

£i<  ergibt  sich,  dann 

D,g,l,z=db,G00gle 


g  11.    Fftohwerkbogan  mit  eingespaimteii  Kämpfern. 
und  fOr  eine  bei  t  ^  e  gelegene  I^st  1 : 

«     ^=^[-f-ii-"('-f)]-fe[|(-f) 
-■7-"('-f)} 

Drückt  man  «,  /",  lud  /.  durch  /",  A,  und  ^  aas,  so  erhätt  man 


<"'  ''=80 th; — ■•"» 

nnd  gelangt  schlieSlioli  zu  der  Formel  (für  j^^O): 


(11  +  6.)+ *lJ?(S  +  5.)+''i  (1+5.), 


(7)       .x.  =  „-iL{„_A[,.+^(,._,.^)]), 

2(2  +  10«  +  3.*) 


16(1  +  3.) 

|1 
6(1  — .)  (1  +  3.) 

> 
16(1+.) 

9(1-.") 

p  =  -^(7  +  42a  +  15a')  +  -^*'-^+*'  [A; {11  +  5  o)  +  A.A» (3  +  6 «) 
+  AK1  +  6«)], 
Für  unser  Zahleabeispiel  ist 

/'=13.775-,  /,  =  30-.  A,  =  l,5-,  Ai  =  3,95-  «  =  0,16; 
man  findet  p  =  7,12577  und 

Xc  =  1,032  -  ^  1 3,116  —  -^  [o^72  +  j    (2,442  —  1,231  -^)]  ^  • 


Es  ergeben  sich  daher  die  folgenden 
drucklinie: 

der  X.'IJnie  nnd   d 

7i~ 

X. 

i*.-) 

|..=. 

+  y»  =  12,82- H-y* 

0,9 
0,7 
0,5 
0,3 
0,1 

0,0198 
0,184 
0,476 
0,792 
1,002 

6,23- 
6,03 

6,86 
5,67 
5,54 

] 

19,05- 
18,86 
18,67 
18,49 
18,36 

•)  Sadi  der  auf  Seite  348  al^teiteten  Formel 


„Google 


[  Erste  Abteilung.    Zweiter  AbBobnitt. 

189.   Di«  FWdmI  nr  X„  Infolge  atnar  Tamparfttnrtndvnug  lantet 


2/6/»'  +  ^^.')« 


EF.h.* 


(9) 


dtjtiu  es  ist  sa  beachten,  dafi  der  Wert  w,  =  l  im  Scheitel  mit  l-.EF.h,*  multi- 
pliräert  wenlen  muß.    Man  erhält 

(8)  X.,=  UEt^F^ 

Zwiscben  k  und  ß  ■>e6teht  die  Beziehung 

90  (1  +  «) 

Für  luwer  ZahlenlieiBpiel  {«  =  0,16,  /■=13,8,  A,»  =  2,25,  (  =  35*,  ti:=25, 
F.  =  laO  »lein)  ergibt  sieh  *"  =  y-|l^^M  =  28,3  und 

X,=  16700tg. 
Dieser  Wert  darf  natürlii^h  nnr  mit  der  in  Nr.  126  unter  TernacblSa^gung  der 
Uiigenändeningeu  der  Füllungsstabe   t;efundenen  Zahl  X,.^=  17000  kg  Teilchen 
wei'den. 

140.  Fflr  Arno.  SondvlUl  tt  ^  1,0  erhiüt  man  nach  dner  einfachen  Zwischen- 
rechnung für  eine  Last  P^l: 

,10,  A-.  =  ||., 

(12)      Ä,y»  =  X»e  +  X,=  ^. 

Die  Strecken  »j  und  sa,  welche  die  »-Achse  and  die  Kämpferdrücke  Ä",  und 
K,  auf  den  Senkrechten  durch  A  und  B  absclmeiden,  Fig.  341,  fand  durch  die 
Gleichungen  bestimmt 

.Y,.,=l..-.w,-i=-.^^ 

und  mau  findet  daher 

,13)  ^=^  und   ^  =  ^. 

Ist  hIho  die  Kampfei'dnicMinie  bekannt,  so  kann  man  die  Schnittpunkte  f,  und 
F,  der  Kämpferdrücke  A',  und  E,  mit  den  Senkrechten  durch  A  und  B  me  folgt 
bestimmen.  Man  verbindet  den  Punkt  C  der  KämpfeidruckUnie  mit  den  Punkten  .}, 
und  J,,  in  denen  die  .r- Achse  die  Senkrechten  durdi  A  und  B  trifft  durch  Gerade 
und  zieht  OF,  ||  fJ,  und  OF,  \\  CJf  Dieses  einfache  Gesetü  ist  nur  an  die 
Annahme  eines  konstanten  Wertes  m.  gehundeii;  es  ist  also  nicht  not- 
wendig, daß  die  Mittellinie  des  Bogens  parabolisch  ist 

Liegt  P  sehr  nahe  an  A,  su  ist  die  Ermittlung  des  Punktes  Fi  unbequem. 
Man  bestimmt  dann  die  Richtung  von  Ki  zweckmäBiger  durch  Berechnung  des 
Schnitt|)unktes  f.,  von  Ki  mit  der  j--Achse.    Man  findet 
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Die  weiteren  Entwicbliuigeii  setzen  einen  Parabelbogen  ^ 


VüL-  diesen'  ist 


ferner  nach  Gleichung  (5) 

-•=*{H'-f)-|('-^)l=&('-f)' 

lind  nach  Gleithiing  (6) 

*•  =  4S- /"  + -i- (8»." +  ■!*.».  + 3 *.•). 


^'if^-. 


k-   1, 


k"- 


Führt  man  die  Strecken 


)  findet  man  scblieltlic-h 

(16)  A-,= 


n  ^  /,  —  c  und  A  =  /,  +  ^ 


16  f 


Für  j»  m-hätt  man  den  konstuiiti-ii  Wi-rt 
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Beim   Panibelbogen    ist    itlso    für   a  =  1    die    EfimpferdrucUiiiie    ^ne    yngeawäO» 

Der  Horizontabchub  infolge  einer  TemperatuTändening  ist  (noch  <^eichimg  ^ 
mit  dem  oben  für  it*  angegebenen  Werte) 

wofür  man  Mich  rund 

(19)        X.,  =  6iEtF.~-t 
setzen  darf. 

Für  miaer  ZahlHibeispiel  ergibt  sich  mit  a  ^  1 

i.  =  0,92,  c  =  4,59-,  «.=  11,16-,  yt  =  7,99-,  i».'  =  19,15-, 
ferner  für 


a :  /             X. 

i       Ai 

X. 

=  0,1     1    0,075 
0,3    •    0,675 
0,5    1     1,876 
0,7     1    3,675 
0,9    !     6,075 

i     0,007    ! 

OflSl 
1     0,156    1 
i     0,282    1 
1     0,425    I 

0,034 
0,244 
0,528 
0,778 
0,920 

A'„  =  6  -  25 .  35  •  120  ^g^,-  0,92  =  6860  tg. 

Die  Werte  e,  £.,  X^  und  Xu  weiuben  von  den  früher  gewonnenen  erheb- 
licb  ab,  «Ehrend  die  von  den  genhrecbten  JJisten  herrührenden,  auf  Tafel  6, 
Fig.  312,  da^estellton  K&mpferdrücke  mit  den  früher  ermittelten  befriedigend  über- 
einstimmen. Diese  Übereinstimmung  herrscht  aber  nur  bezüglich  der  OrCfie 
dieser  Ei^te.  die  Unterschiede  der  Lagen  sind  so  wesentUche,  dal  die  Annahme 
a  =  l,0  höchstens  für  eine  ganz  rohe  Üburschlagrechnung  brauchbar  ist  Ein  gut« 
Bild  von  der  ZuUsai^eit  der  verachiedenen  Näherungsveifahren  liefert  die  folgende 
Untersuchung. 

141.    Targlrtcbnng    d«r    anf  TenohloduiMi   Wegwi   gaf^udenan   Wart* 

•imOi^  und  w^mOi-     Die  nächstfolgende  Tabelle  enthalt   die  Ordinateo  der  ESnfkB- 
linie  für  das  Moment  .tf*,  bezogen  auf  den  oberen  Knotenpunkt  0,  und  zwar: 

I  nach  dem   im   ersten  Teile  unseres  Zahlenbeispiels  dnrchgeführtea  Ver- 
l.l,m(„'=i-), 

n  uuf  Grund  der  im  zweiten  Teile  durchgeführten  genaueren,  die  Ungen- 

ändenmgen  sämtlicher  Stäbe  berückRichtigeoden  Untersuchung*), 
lU  auf  Grund  der  für  o^0,16  berechneten  Werte  X,,  X»,  X,, 
W  auf  Grund  der  I 


')  Die  Ordinalen  sind  für  eine  links  vom  Scheitel  gelegene  Last  P=  1  mittels 
der  Formel  3^  =  i,  +  Ä»(,-}- JC(c«  — y,*)  — P«^  berechnet  worden.  Liegt  P 
rechts  vom  Scheitel,  so  wird  X»  negativ  und  das  Glied  Pxa  äüt  fort 
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^  11.    Facbwerkbogen  mit  eiogeepannten  Kämpfer 
ü^- Linie. 


Listl 

I 

n 

m 

IT 

r 

3' 

r 

—  8,4TO 
-6Ji«0 

—  6,105 
-M73 
-1,706 

+  0,766 
-1,887 
+  1,636 
+  0,830 
-  -0,160 

-8,«8 
-6,661 

-4^3 
-l^Kl 

+  0,669 
1^727 
--1,656 
--0,919 
--0,244 

—  2,789 
-^906 
-6,178 
-4,279 

—  1,466 

+  0,874 
--1,841 
-1,662 
+  0,737 
+  0,189 

-2,470 
-4,736 
-4  638 
-3:256 

—  1,542 

—  0,042 

+  0,824 
+  1,002 
+0,604 
+  0,110 

Summe 

-20,3431+6,267 

-20,052 

+  6,106 

-20,617 

+  6,203 

-16,684 

+  2,540 

17 

12,99 

=  9 

-3,96 
04- 

13, 
8, 

i' 
77- 

16,7' 
8,87» 

6,8' 
7,21- 

Die  ständige  Belastung  eines  Knotenpunktes  beträgt  15',  die  bewe^che  ebenfalls 
16'.    Da  non 

r,  =  ^=:!!-  =  4|f-  =  0,35,«J 

ist,  so  ergibt  sich  der  Einflaß  der  Bulairtung: 

I  ^U,  =  0,36  [~  20,343 .  30  +  5.257  •  lö]  =  —  186' 

n  «tof7,  =  0,35  [-  20,052  -  30  -|-  5,106  ■  16]  =  —  183' 

in  .j.rJ,  =  0,35  [-  20,617 .  30  +  5,203  ■  16]  =  —  189' 

rv  _tai7,  =  035  [—  16,684  .  30  -f  2,540  ■  16]  =  —  163', 

nud  der  Einfloß  der  Temperaturändarang 

I    r7,=  + 0,36 -17,0 -9.04  =  +  64' 

n  r/,  = -1-0,36  13,3  ■a77  =  ±*i ' 

m    l\  =  +0,35-16,7-8,87  =  +  52< 
IV    )7.=  +  0,35.   6,8 -7,31  =  +  17'. 
Im  ganzen  entsteht  ^so 

im  FaUe  I  n  ffl  IV 

w-t^,  =  —  240'      —  224'      —  241'      —  180'. 
Für  die  Spaonlraft  ..f.0,«  erhält  man  mittels  der  in  der  Tabelle  angegebenen 
Ordinaten  der  Einflnillinie  (wegen  cos  ß,»  =3 1,0). 
0,,-Liiiie. 


Urtin 

I 

n        [:        m 

IV 

1 
8 
ö 
7 
9 

+0,02 

+  0,09 
+  0,08 

-0,27 
-IJO 

+  0,06 
+  0,16 
+  0,14 

—  0,28 
-1,37 

+  0,01 
+  508 

+o;o4 

-0,36 
—  1,42 

+  0,04 
+  5l7 
+  0,10 

-0,46 
-1,70 

Summe 

+  0,19 

-1,67 

+  0M 

-1,65 

+  0,13 

—  1,77 

+  0J1 

-2,16 

17 
2 
1 

0' 
Ol 

i 

13 

4 

3' 
28 
6- 

16 
2 
1 

7' 
18 

6, 
3, 
i. 

4 
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infolge  der  Belnstung 

]  ^0„  =  2[— 1,67- 30 +  0.19 ■15]  =  — 88,5' 
n  ^0„  =  2[— 1,66 -30 +  0^-15]  =  —  88,8' 
ni  ^0„  =  2[— 1,77 -30 +  0,13. 16]  =  — 102,3' 
TV    ^0„  =  2 1—  2,16  ■  30  +  0,31  ■  15]  =  —  120,3', 

und  infolge  einer  Temperotui^derung 

1.5  1,6 


n    ^.o„  =  +  ^^:^:^  =  ±20,2' 
Er  ei^bt  sieb  also  im  ganzeD 


I  11  m  IV 

^Oa  =  —  111*        —  109'        —  127'        —  138'. 

Die  Übei-einstimmiuig  der  nacli  I  und  UI  berechneten  Werte  mit  den  nach  H 
(d.  i.  QUter  Beniokmohtigung  der  T.Äiigenänderungen  amtlicher  Stäbe)  gefmidesBD 
kann  aln  befriedigend  beEeichnet  werden;  denn  man  dai'f  nicht  außer  seht  lassen,  daB 
der  olinehin  auf  einer  ziemlich  rohen  Schätzung  beruhende  Einflnfi  der  Temperatar- 
änderung eine  groBe  Belle  spielt  Dagegen  müssen  die  Abweichungen  der  Ergeb- 
nisse n  und  IV  als  zu  gruB  bezeichnet  werden,  so  ifüi  die  Annahme  a^l  nicht 
zu  empfettleu  ist. 

SchUeSlich  werde  noch  hervorgehoben,  daJl  sich  der  Bogen  mit  einge^tannten 
Kämpfern  nur  bei  verhi^tnismäBig  großer  Ffeilhohe  zur  Ausfübmng  empfieÜt,  wdl 
geringe  Pf«lli5hen  stein  betrfichtliche  Spannungen  durch  Temperaturinderungen  im 
iTefolge  haben. 


§12. 

DurcbEehender  Balken  mit  drei  StOtzpunkten. 

142.  Die  Etnflnfilinle  Ar  den  Widerstand  C  der  HltteMSts«,  mit 
deren  Äufzeichnimg  die  Untei-suchung  des  Trägers  zweckmäßig  be- 
gonneß  wird,  erhalt  man  nach  Nr.  56,  Seite  140,  indem  man  fär  den 
Zustand  C=  —  1  die  Biegongslinie  der  ziu-  Aufnahme  der  lüsten  be- 
stimmten Gurtimg  zeichnet  nnd  ihre  Ordinaten  (^)  durch  die  demselbai 
Zustande  entsprechende  Senknng  (c)  des  Stützpunktes  <]  welcher  auch 
der  anderen,  unbelasteten  Ourtong  angehören  kann,  dividiert  In  Fig.  343 
ist  die  fragliche  Biegungslinie  üs  Seilpolygon  von  Gewichten  //■  auf- 
gefaßt worden.  Dreieck  A'B'C  stellt  die  Momentenfläcbe  des  mit 
C!=  —  1  l>ela8teten  einfachen  Balkens  vor;  i/.  sei  das  Moment  an  der 
Stelle  7n.    Dann  ergibt  sich  mit  der  meistens  zulässigen  Temachlfissignng 

der  Formänderungen  der  Püllungsstäbe :  w^  =  ^~f^,~,  wofür  bei  kon- 

stimtem  E 
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;  werden  möge,  unter  F,  eine  beliebige  QuerschnitteOäche  ver- 
standen.   Diese  Abändenmg  der  w  ist  auf  das  Brgebnis 
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welches  nur  von  dem  Verhältnis  t]  :  c  abhäu^g  ist,  ohne  Einflaß,  und 
aus  demselben  Grunde  leuchtet  ein,  daß  sowohl  die  Höhe  des  Momenten- 
Dreiecks  A'B'C  als  auch  die  Polweite  des  Seilzuges  beliebig  gewählt 
werden  dürfen.  Auf  der  C-Linie  lassen  sich  nun  mit  Ldcht^keit  alle 
übrigen  EiufluBlißien  ableiten. 

Anmerkung.  Die  Uewichte  w  erscheinen  in  derBelben  Form  wie  beim  Zwei- 
^eokbogen,  §  7 ;  die  früher  fSr  gewisse  Arten  des.  Fachwerks  geieigteD  Umformungen 
der  ic  lassen  sich  natürlich  auch  hier  verwerten.  Es  empfiehlt  sich  in  der  Begel, 
FtiF^^l  anzunehmen.     Tür  Parallelträger  mit  Schlangen  Feldern  setze  man 

Noch  Bei  hervorgehoben,  daß  wir  ea  in  Fig.  343c  des  klönen  Matstabee  wegen 
unterließen,  den  Seikug  durch  ein  einbesohriebenes  Polygon,  dessen  Ecken  den  Quer- 
trägem entsprechen,  zu  ersetzen. 

143.  Die  Elnflnfifläehe  fBr  den  Widentand  A  der  llnkea  Stfttae 
(Pig,  343  d)  wird  als  Unterschied  des  Dreiecks  B"JA",  dessen  Seite 
B"J  durch  C"  geht,  und  der  C-Fläche  erhalten;  ihr  Multiplikator  ist 

u.  =  — ,  wo  v^  Ä"J.    Wäre  nämhch    der  Balken  nui'  in  A  und  B 

V 

gestützt,  so  bestände  die  .A-Häclie  aus  einem  Dreiecke  Ä'JS"  von 
der  Höhe  Ä'J^\^  und  von  diesem  Dreieck  muß  nun  der  Einfluß 
von  C  so  in  Abzug  gebracht  werden,  daS  einer  im  Stützpunkte  C  an- 
greifenden I.ÄSt  die  Ordinate  A  =  Q  entspricht.  Der  Multiplikator  — - 
ist  erforderlich,  weil  \X'J=  v  ist,  statt  Ä'J^  1. 

144.  Die  Jlf„-Fläalie  (Fig.  343e)  erhält  man,  indem  man  auf 
der  Geraden  B"C"  senkrecht  \mter  m  den  Punkt  m."  bestimmt  und  die 
Gerade  A"m"  zieht  Wäre  A"J^=  x„,  so  wäre  das  Dreieck  A"m"B" 
die  3/_-Mäche  des  einfachen  Balkens  AB  imd  Dreieck  A"m"C"  die 
3f„-Fläche  des  einfachen  Balkens  A  C.  Da  A"J  =  v  ist,  muß  der 
Multiplikator  jj,  =  j:„  ;  r  eiogeführt  wei"den.  Zu  demselben  Ei^bnis 
fährt  die  Überlegung,  daß  rechts  von  m  gelegene  Lasten  das  Momeut 
3^.^ -^2^111  hervorrufen,  weshalb  sich  rechts  von  m  die  Jf^-IlÄche 
von  der  .i-Häche  nur  durch  den  Multiplikator  unteischeidet  Durch 
die  Momente  3f„  sind  die  Gurtkräfte  gegeben. 

145.  Die  l>-Fläohe  in  Figur  343f  ergibt  sich  aus  ähnlichen  Übei- 
legungen,  wie  sie  in  Nr.  143  und  144  angestellt  worden  sind.  Der 
auf  die  A"B"  als  Niülachse  bezogene  Lmieuzug  A!'L^LjB"  läßt  sicli 
als  die  i?-Xinie  des  einfachen  Balkens  AB  auffassen,  und  der  auf  die 
Nullachse  Ä'C"  bezogene  Linienzng  A"LiL^("'  als  Z'-Linie  des  ein- 
fachen Balkens  A"C".  Die  Geraden  A"L^  imd  B"Lj  müssen  sich 
daher  senkrecht  unter  dem  Schnittpunkte  /  der  Gurtstäbe  0  und   7J 
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treffen,  und  die  Punkte  A^,,  A'j,  in  denen  L^Lg  von  den  Geraden  A"B" 
und  Ä"C"  geschnitten  wird,  mttssen  senkrecht  unter  den  Belastungs- 
scheide  E^  nnd  Eg  liegen,  welche  man  erhält,  wenn  man  D  als 
Pöllimgsstab  eines  einiachen  Balkens  AC  oder  eines  eitifachen  Balkens 
AD  ansieht  Damit  ist  der  Punkt  L^  aof  dreifach©  Weise  bestimmt 
Treten  nur  rechts  von  r  Lasten  aof,  so  greift  links  von  dem  durch 
die  Stäbe  f>,  D,  U  geführten  Schnitt  nur  die  äoßere  Krt^  A  an  und 
die  lUomentengleichung  in  bezog  auf  Punkt  i  lautet: 
—  Dri—  Ax,  =  (i\ 


führt  zu  den  in  der  Figur  343  f  an- 
Äucb  lehrt  sie,  daß  der  Multi- 


D^ 


sie  liefert:  D  =  —  A  — 
t 

g^benen  Torzeichen  der  D-Mäcbe. 

plikator 

X, 

vr,  V 

ist  wo  Da  der  absolute  Wert  der  durch  .il  =  1  im  fraglichen  Füllungs- 
stabe erzeugten  Spannkraft  bedeutet 

Eine  vierte,  besonders  einfache  Bestimmungsweise  des  Punktes  L^, 
eigibt  sich  schließlich  aus  dem  früher  bewiesenen  Geseize,  daß  die 
Strecke  L^H  im  Falle  (t^l  gleich  der  durch  Zerlegung  von  P^  1 
nach  den  Richtungen  von  U  und  D  gewomienen  Seitenlraft  \U\  sein 
muß*),  bei  Auftreten  eines  Multiplikators  [j.  also  gleich  der  Seitenkraft 


7T\]^|>1:|^ 


ZS^!^ 


14R.  Die  Elnflnitfläoh«  für  die  aoerkraft  Q  im  Felde  F^F^ 
zeigt  Fig.  344;  ihre  Aufaeich- 
nuttg  empfiehlt  sich  bei  üntet^ 
suchung  von  ParaHeltragem, 
da  hier  die  Spannkräfte  in  den 
FüUungsstäben  durch  die  Quer- 
kiSfte  Q  bestimmt  sind.  Nach 
Eintragung  der  Geniden  B"J 
wird  A"Li  \\  B"Lg  gezogen. 
Der  Midtiplikator  ist  =  1 :  i-.  -^ 
Der  Beweis  wird  wie  in  Nr.  14ö  *«■  ^**- 

geführt 

Den  EraftemaBstab  wird  man  in  I^gur  343  und  344  zweckmäfiig  %o  wfthlen, 
daß  die  LastaiDlieit  durch  eine  Strecke  ron  der  Länge  v  dargestellt  wird.    Dann 


*)  Vergl.  Band  L  Seite  240,  Fig.  226.    Bei  obenliegender  Fahrbahn  erfolgt  die 
Zeriegang  nach  den  Bichtongen  0  nnd  /). 
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147,  Gehört  der  Stützpunkt  C  nicht  der  belasteten  Gnitung  an,  so 
ißt  C"  kein  Punkt  der  dem  Seilzuge  Ä'C'B"  einbeschhebeueu  C-Linie. 
Die  Gerade  S'J  geht  aber  nach  wie  vor 
durch  den  Punkt  ü'\  und  c  bedeutet  auch 
hier  den  Abstand  des  Punktes  C"  von  der 
Schlußlinie  Ä'B".  Vei^  Fig.  345,  welche 
einen  Teil  der  ^-Fläche  darstellt 

148.    Der    Einflnfi    einer    Temper»tiir 

inderUDg   auf   den    Stutzenwiderstand  C  '\=K 
ganz  allgemein: 


Fig.  346. 


C  = 


wo  8„  und  8„  die  Senkungen  bedeuten,  welche  der  Knotenpunkt  C 
des  einfachen  Balkens  ^£  infolge  einer  Erwitnnang  bezw.  infolge  der 
Belastung  C=  —  1  erfährt  Wird  eine  gleichmäßige  Erhöbung  der 
Aufstellungstemperatur  vorausgesetzt  und  der  Abstand  des  Punktes  C 
von  der  Wagerechten  AB  mit  e  bezeichnet,  so  ergibt  sich  S„=e/e. 
Für  ft„  ist  der  Wert 

-  _  _y_  kk 

einzuführeil,  unter  «■,  die  Polweite  des  Seilzuges  Ä"C"B"  verstanden. 
Es  muß  nämlich  die  Ordinate  e  des  für  den  Zustand  C  ^  —  1  g^ 
zeichneten  Seilpolygons  multipliziert  werden:  mit  1 :  EF,.  weil  die  EF,- 
fachen  Gewichte  «■  benutzt  worden  sind,  mit  m>,  weil  die  Polweite 
kh_ 
k-\-k 
Momentendreiecks  Ä'C'B'  für  den  Zustand  C= 


nicht  =  1  gewählt  worden  ist  und  mit 


(1) 


:  y,,  weil  die  Höhe  des 
-1  gleich    ^',_ 
statt  ^  y,  ist     Infolgedessen  ergibt  sich  der  Stützenwiderstand 
__.EF.ey.{l,  +  l,),^ 

dessen  Einfluli  auf  die  Stabkräfte  am  besten  mit  Hilfe  eines  Cremona- 
schen  Kräfft-planes  untersucht  wird.  In  der  vorstehenden  Formel  ist 
wij.  als  Zahl  aufzufassen,  welche  mit   dem  Maßstabe  gemessen  wii-d, 

nach   welchem    die  Zahlen  w  =  -  y-   aufgetragen  worden   sind.     Die 

Strecken  e,  y„  l^,  l^.  r-  messe  man  mit  dem  Längeiunaßsjtabe  der 
Zeichnung. 
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In  der  B^;el  wird  beim  dnrchgehendeD  Balken  der  EinfluQ  einer 
Temperaturanderung  gar  nicht  berücksichtigt  und  für  unwesentiich 
erachtet  Dies  letztere  trifft  aber  nur  bei  gleichförmiger  ErwärmuDg 
zu,  und  eS'  möge  daher  noch  der  wichtige  Fall  betrachtet  werden,  daß 
die  obere  Gurtung  infolge  Sonnenbestrahloug  eine  um  ii  höhere 
Temperatar  annimmt  als  die  untere.  Man  rechnet  dann  genügend 
genau,  wenn  man  den  Füllungsstäben  und  der  unteren  Gurtung  äea 
Wert  f  =  0  zuschreibt  und  die  Längenändeningen  der  Obergurtstäbe 
(zunächst  für  «  =  1)  nach  der  Formel  As^sii  bestimmt  Nun  er- 
mittle man  die  Gewichte  w,  ;=  —  —  ;=  —  der  unteren  Knoten- 
r                r 

punkte,  verbinde  dieselben  durch  ein  Seilpoljgon  {Polweite  =w?,p) 
and  messe  unter  C  die  Ordinate  c,  (Fig.  318e).  Man  findet  dann 
h,,:=  —  t  w.pC,  und 

ir,f  ist  eine  Zahl,  welche  mit  dem  Maßstäbe  gemessen  werden  muß, 
nach  welchem  die  Zahlen  w,  aufgetragen  worden  sind.*)  Ist  die  obere 
(iurtung  um  Ut  kälter  als  die  untere,  so  entsteht  ein  positives  C,. 

£s  möge  noch  für  die  in  Fig.  346  diirgeetellte  Trägerform  dne  fTaheroiigsfonDel 
für  C  aofgeetellt  werden.    Dazu  gehea  wir  von  dem  Ausdrucke 

(3)     0=  ":'-•-•-- 


aus,  wo  S'  die  durch  die  Belastung  0=  —  1  in  den  Stäben  des  einfachen  Balkens 
AB  hervorgerufenen  Spannkräfte  bedeuten.  Wir  berücksichtigen  nur  die  Ungeri' 
änderongen  der  Giirtstftbe  und  erhalten  für  diese  Stäbe  die  Werte 

_       /  r 
S'^+  ,,    ?, .  .-  (linke  Seitenöffnimg), 

Die  oberen  Torzeiohen  gelten  für  die  obere,  die  unteren  für  die  imtere  Gurtung.  Es 
ergibt  sich  also  bei  unendlich  kleiner  Feldweite 


(■'echte  Seitenöffnung). 


Diesen  Ausdruck  Rchreiben  v 


•)  In  der  Hegel  empfiehlt  es  sich,  für  die  verhältnismäßig  groBen  Gen-ichte 
Wf  ^en  anderen  Haßstab  zu  wählen  als  für  die  Gewichte  w. 


le 
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wo  F,  und  A,  die  "Werte  von  F  und  k  über  der  Mittelstütze  bedeuten,  vihrend 
h.*F. 

ist.  Die  QaeisotmittBiuluJta  F  mögen  Rieh  mit  x  m  ändern,  dafi  »  eine  lineare 
Funktion  ist,  welche  an  den  Trägerenden  die  Werte  o,  bezw.  o,  annimmt*) 
Dann  ist 


v  -^  -  ^v[^l(^+«■)+^^3+««)] 

EF  %EF,h,*{lt  +  l,)' 

Weiter  ergibt  »ich  für  die  um  ^t  erwärmte  obere  Gurtun^ 

=:'-.A'.=-,,^['./V+'./¥]- 

Da  Qun 


a  gelangt  man  schliefilich 

(4)      a 


der  Fonnel 

1,1,     <,(3  +  .,)  +  ^(S+(g' 


a  (mit  den  abkürzenden  Bezeichnungen  -^  :=  T|  und 


='.) 


(6) 


*=^(-^> 


f-  V 


*)  Es  ist  dies  diesdbe  einfache  Annahme,  die  in  Nr.  136  bei  der  Bereohnusg 
des  Bogen»  mit  eingespannten  IQlmpfem  gemacht  wurde. 
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§  12.    DuTchgehander  Balkan  mit  drei  StütipmikteiL 

Das  BiegungBmoment,  welohee  Ct  über  der  Mittebtütze  erzeugt,  ist 

M-      r    '■'■ 

'T+TT' 

es  ruft  in  der  oberen  odec  onter««.  liiutung  die  Spannkraft 


~  -  h.F. 

hervor.    Uan  erhält  abw  aber  der  Stütze  die  Beanspruchung 

Der  Stützenniderstand  ist,  absolut  genommen, 

,8,       c  =  ,r.'-S^. 

l,=.l^=.l,    .J,,  =  .>,  =  i(i,    a,  =  a,=a, 


3  ergibt  sidi 


Für 
erhält  s 


(9)  .  =  6.£4r3-^-. 

(10)  C,  =  2<»F,-^. 

=  123456  789        10 


lt.  =  0,600  0,614  0,676  0,717  0,747  0,770  0,788  0,803  0^16  0,830. 
Für  A,  ^  0  also  für  r  =  «  wird  ■}!  =  1. 

Es  sei  z.  B.  i,  =  /,  =  30-,  A.  =  4,5-.  ft,=A,  =  2,2B-,  alsoA,:A,  =  2  und 
*  =  0,614 ;  feraer  F,  =  100  qom  und  f ,  ^  300  qcm,  mithin  s  =  3  •  2>  =  IS.  Dann 
ergibt  sich  für  4/ =  20"  und  für  Fluüeisen 

ferner 

C,  =  -2- 120. 300^  =  — 10800  lig. 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten  auch  für  den  Fall  einer  geneigten  oberen  Onrtung, 
weil  secß  so  wenig  von  1  abweicht,  daß  man  A^secß  konstant  annehmen  darf. 

Wir  erinnern  wieder  daran,  daß  der  voi'steh enden  Rechnung  die  ungünstige 
Voraussetzung  starrer  Füllungsstäbe  zugrunde  li^.  Dafür  ist  der  dun^  Formel  (1) 
gegebene  Einflufi  einer  gleiclimäBigen  Erwärmung  vernachlässigt  worden.  Will  man 
nach  Bereohnung  sämtlicher  Stabqueischnitte  Ci  genauer  bestimmen  (was  immer  zu 
einpfehlen  ist)  so  benutze  man  die  Formel  (1).  Daß  dies  nicht  ganz  überflüssig  ist, 
haben  wir  in  dem  im  §  11  durchgeführten  Zahlenbeispiele  gesehen. 

149.  Bei  der  Drehbrücke  ,J4euhof '  über  den  ßeiheratieg  bei  Hamburg-Neuhof 
bat  die  MaschinenbaugGeellschaft  Nümbeig  die  in  der  Figur  347  datgestellte  eigen- 
artige Anordnung  der  Füllungsstäbe  gewählt.    Es  mögen  die  Formeln  für  die  Ge- 
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Wichte  tu  mit  Berücksiohtigiiiig  der  LftogenSoderungeii  der  FullungstÜbe  aufgestellt 
werden.  Zu  beeohten  ist  xnnachBt,  daH  im  Belastungsfalle  C=  —  1  sBintliche  Ver- 
tikalen spaimongsIoH  ^d,  daß  also  die  Gewichte  w.  und  tn.  der  dem  gewöhnUchen 


Fig.  347. 

Strebensyetem  augehörigen  Knotenpunkte  m  und  k  nach  den  aoi  8dt8  106  abg[>- 
Idteten  Formeln 

_  —  Ao,8eQPi.-)-^'^B^l'-  +  Arf»+i  secy,+i 
"~  A- 

-j-Am— Arf>3ecy»  — A^fe+lSeQy^■^■l 

"*~  A» 

zu  bereohnen  aiad. 


,    —  -t  -"  -^ 


Flg.  348. 


um  IT,  für  den  Knotenpunkt  a  zu  finden,  berechne 
dargeetellten  BelastnngBfalt  die  Stabkiäfte  ti;  man  findet 

SBCg 


für  den  Stnb  o  den  Wert  ji 


eotfiip" 


'^  i'  sin  9" 
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and  hierauf  mittels  der  auf  Seite  105  abgeleiteten.  Formel 

—  Ai>8eca  +  ÄrfBec«  +  irf'secm*   ,    cotgo" 

"■= s +—ir- 

(Ad'flecf '  —  Ad"  sec  9"  —  Aa*). 
In  derselben  Weise  werden  die  Gewichte  ics  und  v,  berechnet 

Non  bestimmt  man  för  den  in  Fig.  349  angt^beoen  BelastungSEustand 

für  den  Bteb  u'  den  Wert  (i  =  +  ^,^ 

,  „    ..  .-  „    ,.  ,=+i5*?- 


.=(+^ 


und  findet  schlieBlich 

«■»  =  ^^±-  (i„'  -^  irf"  sec  <p"  —  Arf'  sec  9')  +  -"^ 


^9"' 


(A»"  —  Arf"  sec  9"  —  Arf'"  sec  9'"). 
In  ders^ben  Weise  berechnet  man  te,,  tr/  und  ^,. 

Die  vorstehende  Entwit^klung  leigt,  daü  die  Bereohnung  der  Gewichte  tc  für 
Ausnahme^B  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten  bereitet  Man  denke  aber  auch 
daran,  daß  für  solche  IWe  noch  da.s  sehr  allgemeine  WiÜiothche  Verfahren  zur 
Verfügung  steht.  Im  vorliegenden  Falle  gibt  der  Verfius.ser  alletdings  der  Ver* 
Wendung  der  Gewichte  te  den  Vorzug,  weil  nach  Berechnung  der  für  beide  Ver- 
fahren erforderlichen  lAngenänderungen  Ao,  Au  und  Arf  die  Ausrechnung  der 
Werte  te  so  wenig  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  daß  die  größere  Binfachhdt  und  Ge- 
nauigkeit der  Seülinie,  gegenüber  dem  zeichnerisch  viel  umstttudUcheren  und  mit 
gräSeren  Fehlem  behafteten  Verfahren  von  Williot,  die  geringe  rechnerische  Mehr- 
arbeit wieder  au.sgluicht.  Auch  Uiu^n  sich  die  Seillinien  stets  schnell  duix^h  Bech- 
nung  bestimmen. 


§  IS. 

Durchgehender  Balken  mit  vier  Stützpunkten. 

ISO.  Di«  Widerstände  der  EndstfitaeB.  Ab  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  führen  wir  die  Widerstände  X,  =  A  und  X»  =  B 
der  Endstützen  ein,  weisen  den  Angriffspunkten  derselben  die  Ordnungs- 
ziffem  a  und  b  zu  und  erhalten  mit  den  auf  Heite  147  erklürten  all' 
gemeinen  Bezeichnungen: 

/  K  =  P^K,  —  Ah..~Bb,,-i~h„ 
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wo  5,,  it  die  lotrechten  TeTschiebimgen  sind,  welche  die  Punkte  a  und 
b  infolge  der  Kachgiebigkeit  der  Widerlager  gegen  die  durch  die  beiden 
mittleren  Stützpunkt«  bestimmte  Gerade  eriahren;  sie  werden  in  der 
Regel  gleich  Null  gesetzt 

Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  (Znstand  ^  =  0,  B^O)  ist 
ein  Balken  mit  über  die  Stützen  C\',  (?,'  ragenden  Etaden;  sme 
Biftgungglinifliij  gezeichnet  für  die  Zustände  Ä  =  —  1,  ß  =  —  1,  liefern 
die  Verschiebungen  S_.,  S„,  S».,  5_»,  S,»,  i„. 


Die  KomentenfUche  des  Zustanden  A  =  —  1  besteht  aus  einem 
Dreieck  I  (Fig.  360b)  von  der  Höhe — ^,  mit  dessen  Hilfe  die  w- 
Krüfte  genau  so  berechnet  werden  wie  im  voiigeD  ParagrapheiL  Bei- 
spielsweise ist  bei  Yemachlässignng  der  Formänderungen  der  Füllongs- 
y-'s»  F. 
~    K    Fu' 

w'  sind  Q^;ativ;  es  entspricht  ihnen  also  ein  nach  oben  gebrochener 
Seilzug  /•),  dessen  rechte  Endseite  als  Bi^ungslinie  des  spannungs- 
losen Trfigerteiles  Cj'B'  —  der  nur  eine  Drehung  aber  keine  Porm- 


stäbe  das  Gewicht  des  Knotens  k:  w»'==- 


Die  Gewichte 


*)  In  F^.  3Ö0  zeichni^ten  wir  der  Einfaühbeit  wegen  Seilkarren.    Auch  haben 
r  die  Höben  der  Momenteudraiecke  in  Ideinerem  MaJtetabe  aufgebragen. 
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Teränderong  erfährt  —  an^afassen  ist  Nach  EiDfzagnug  der  durch  die 
Stützpunkte  C\'(7,'  bestimmten  SchluBlinie  ergibt  sich  die  in  Fig.  321c 
schraÄierte  Mäche  als  Biegungsfläche  für  den  Zustand  Ä  =  —  1;  sie 
liefert  die  Verschiebungen  h„,  8„,  8,,. 

Ganz  in  derselben  Weise  wird  die  Biegungsfläche  für  den  Zustand 
B  =  — 1  erhalten  und  damit  S«,  S..,  J,„  gewonnen  (wobei  die 
Zeichenprobe  S.»  =  ü,,  zn  beachten  ist),  so  daß  jetzt  alle  Werte  ge- 
geben sind,  durch  welche  der  Einfloß  einer  Last  P.  bestimmt  ist 
Dieser  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 

w        \  0  =  P.8.»— J5.,  — £8„, 

und  zwar  erhält  man  Ä  und  B  als  lineare  Funktionen  der  Yeränder- 
lichen  *_.,  *_».    Beispielsweise  wird 

(3)  >4  =  Ä,S„  +  Ä»5.», 
wo  ff,  und  Ki  feste,  von  der  Lage  der  Last  P  unabhängige  Werte 
sind,  und  dafür  darf  man  auch  schreiben:  Ä  =  K^  (Si».  +  -ff'*-*)i  ^o  ^' 
einen  neuen  Festwert  bedeutet  Da  mm  nach  diesem  GeEetze  A  pro- 
portional der  um  K'i^t  vermehrten  Ordinate  8„,  ist,  da  femer  einer 
im  Stützpunkte  C,  oder  C,  angreifenden  Last  P  der  Wert  ^  =  0  ent- 
spricht, und  da  endlich  die  im  Stützpunkte  A  wirksame  I^st  P  den 
Gegendruck  A  =  P  hervorrnft,  so  ergibt  sich  die  folgende  einfache 
Darstellungsweise  der  j4-Fläche  (Kg.  3500- 

Man  zeidme  den  Seilzug  11  der  Gewichte  w'  =  -^-j-  —  '-  mit  be- 
liebiger Polweite  und  führe  hierauf  das  die  Gewichte  w'  =  ',      p 

verbindende  SeUpolygon  /  durch  die  Punkte  1,  2  und  3,  in  denen  das 
Polygon  II  die  Senkrechten:  durdi  die  Stützen  C^,  C,,  B  schneidet  Die 
von  beiden  Seilzügen  eingeschlossene  Fläche  ist  die  gesuchte  -<1-Fläche. 
Mit  den  aus  Fig.  350f  ersichtlichen  Bezeichnungen  t\  xmd  v  erhält  man: 

(4)        A  =  ^.P 

und,  wenn  die  Lasteinheit  P  dnrch  eine  Strecke  von  der  Länge  v  dar- 
gestellt wird,  was  hier  vorausgesetzt  werden  möge,  ^4  =  tj. 

Das  Seilpolygon  I  läßt  sich  sehr  schnell  zeichnen,  weil  die  rechte 
äußerste  Seite  durch  die  Punkte  2  und  3  fesi^egt  ist  Bringt  man  ■ 
diese  Seite  mit  der  Mittelkraft  der  zwischen  den  Stützpunkton  C, 
und  (7|  liegenden  Gewichte  w'  zum  Schnitt,  so  bestimmt  dieser 
Schnittponkt  und  der  Punkt  l  die  Lage  der  durch  1  gehenden  Seite 
des  Polygons  /. 

MaUflT-BreaUn,  OrapbiKbe  Btttlk.  II.  1.  24 
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161,  TanperatoTändenuigeii.    ITm  noch  die  wichtige  Äuig&be  des 
Einflusses  der  ungleichen  Erwärmung  der  beiden  Gurtungen  zu  lösen, 

zeichnen  wir  das  Seilpolygon  (III)  (Kg.  350)  der  Gewichte  iv,  =  — -, 

wp  s  die  Stablängen  der  um  &t  stärker  erwärmten  Qortung  bedeuten, 

bestimmen  die  Strecken  h^,  und  i^,  und  lösen  die  Gleichungen  auf: 

ÄX.  +  B,h.t  =  th.,wiu 

WO  Wjir  die  Folweite  des  Seilpolygons  ///  bedeutet    Die  Multiplikation 
mit  dem  Ausdehnungskoeffizienten  «  ist  erforderlich,  weil  w,  nicht  ^eich 

= ,  sondern  = gesetzt  worden  ist 

Man  erhält 


»..8. 

—  8,.8., 

»..8> 
8. 

-8,.8.. 

^•'b-tB 


Rg.  351. 


Bestimmt  man  nun  mittels  der  durch  die  Funkte  1  und  2  der  Seil- 
poljgone  I  und  II  gelegten  Geraden  die  Strecken  t],,,  •t^.^  und  ■»)„  ^  ijn, 
Fig.  361,  so  findet  man,  da  ja  /  und  II  in  einem  gewissen,  hier  gleich- 
gültigen Maßstäbe  die  Biegungslinien  für  die  Belastungszustände  A= —  1 
und  B  =  —  1  vorstellen, 


8».  , 


8-»  . 


.  Da  nun  weiter 


ist,    wo  Wa  die  Folweite  des  Seilpolygons  bedeutet,    so    erhält    man 
schließlich  den  einfachen  Ausdruck 
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B,  =  iEF,- 


S.,^1..  —  K,t^, 


'  Wu    V  (11..  — ■»].*)    ' 
und  auf  dieselbe  Weise  findet  man 

Wi    11»»  (-r!..  —  !!.») 
w,,  Wn,  Vm  9ind  Zahlen,  welche  mit  dem  MaÖstabe  gemessen  werden, 
in   welchem   die   entsprechenden    Gewichte   w\   w",   w,  aufgetragen 
worden  sind. 

152.    CntenaoliaDg  einer  SeitenSflanng.    Aus  der  EinfluBlinle  für 
A,  welche  zweckm&ßig  auf  eine  wagerechte  Nulliuie  {JGi"C^"B"  in 


--c:-::|^7^7§ 


Fig.  352)  bezogen  wird,  lassen  sich  nun  alle  zur  Bereohnong  der  ersten 
öfhung  erforderlichen  Einflufiflächea  auf  dieselbe  Weise  ableiten  wie 
dies  im  §  12  fttr  den  TrSger  mit  drei  Stützen   geschehen   ist    Die 
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Figuren  352b,  c,  d  sdnd  ohne  weiteres  verständlich,  -wenn  beachtet 
wird,  daß  der  iE^nfluß  der  rechts  rom  Schnitte  tt  gelegenen  Lastai 
auf  das  Moment  Jf_,  die  Querkraft  Q^+i  und  die  Spannkraft  D  pro- 
portional dem  Stützenwiderstande  Ä  ist,  weil  dann  links  von  tt  nur 
die  äußere  Kraft;  A  -  angreift,  und  daß  alle  Ilinflaßflächen  in  die  einem 
einfachen  Balken  AC^  entsprechenden  übergehen  müssen,  sobald  die 
gebrochene  ^-Linie  durch  die  Gerade  A"  C^'  (d.  i  die  ^-linie  des 
einfachen  Balkens  AC^  ersetzt  wird. 

Um  die  M^-Fläche  zu  erhalten,  bestimme  man  m"  senkrecht  unter 
m  und  ziehe  die  Gterade  A"m".    Multiplikator  =  Xh'. 

Die  Q~ fläche  für  das  (m  + 1)*"  Feld  entsteht  nach  Ziehen  der 
wagerechten  Geraden  A"Li  durch  Eintragong  der  Qeraden  £,i,. 
Multiplikator  =  1. 

Der  Funkt  L^  der  D-Fläche  ist  in  Fig.  362  d  auf  vierfache  Weise 
bestimmt  worden,  nämlich  mittels  der  Bedingung,  daß  der  Schnitt- 
punkt i"  von  L^A"  und  S"J  senkrecht  unter  dem  Treffpunkte  i  der 
Gurtstäbe  0  und  U  liegen  muß,  sodann  mit  Hilfe  der  den  ein&cheu 
Balken  AC^^,  AC^,  AB  entsprechenden  Nolipunkta  JV„  iV,,  N,.*) 
Das  einfachste  aber  ist,  die  Strecke  HL^  mit  Hilfe  von  [Z>],  ver^ 
Fig.  343  f  und  g,  zu  ermitteln. 

In  Fig.  350e  wurde  noch  mittels  der  J-Linie  die  Einflußfiäche  für 
das  Moment  Mpj  (Stüixenmoment) ,  welches  wir  in  der  Folge  kürzer 
mit  Mi  bezeichnen  wollen,  bestimmt-,  der  Multiplikator  ist  :=  l^;  und 
in  derselben  Weise  ließe  sich  mit  Hilfe  der  J3-Linie  die  Einflnßflfiche 
für  das  Sttitzemnoment  M^f  =  Mjj  herieiten. 

Zwischen  den  Momenten  Mt  und  Ma  besteht  eine  für  die  folgen- 
den Untersuchungen  wichtige  Beziehung.  Bringt  man  nämlich  nnr 
eine  rechts  ron  C,  nnd  im  Abstände  S  von  C,  angreifende  Last  auf 

(Fig.  353),  so  entspricht  dieser  nach  Fig.  3ö0c  d«'  Wert  8«,  =  -^t^ 

und  die  erste  der  Gleichuagen  (1)  geht  (wegen  8.»  =  8,^  mit  8,  ;=  0, 
8.,  =  0  über  in: 

0  =  P8„  -j-  —  Ai„  —  ^8,,; 

sie  läßt  sich  mit  fijlfe  der  Gleichungen 

Al^  =  M,  und  Blt~Fk  =  M^ 
umformen  in 

Ml  /,   S., 

und  führt  zu  dem  wichtigen  Gesetze: 


*)  Die  Hilfelinkn  wurden  in  Hg.  352  fort^elaBsea.    Vergl.  dafür  Tig.  SiSa  n.  t 

DigitizedbyGoOgIC 


§  13.    Dorcb^^ehender  Balken  mit  vier  Stätzpunkten.  373 

Wird  nur  eine  Außenöffmmg  be&utet,  so  mmmt  das  Ver- 
häÜnit  Mn  •  Ml  einen  von  der  Größe  und  Lage  der  Lasten 
unaMiängigen  Wert  an.*) 
Die  MomeDtenlinie  der  OSnong  ^  besteht  also,  falls  nur  die  Off* 
nang  ^  bdastet  wird,  ans  einer  durch  einen  festen  Punkt  L  gehenden 
Geraden,  und  die  Lage  dieses  Punktes  kann  auf  die  in  Fig.  353  ge- 
zeigte Weise  ermittelt  werden.    Man  findet  nämlich: 

—  JGr :  Jlf,  =  e' ;  e  —  cotg  ß  :  cotg  «  =  ( A.)  :  (^)  • 


IV'  363. 

Ganz  in  derselben  "Weise  läßt  sich  mit  Hilfe  von  5»»  und  J,,  der 
feste  Punkt  R  bestimmen,  durch  welchen  im  Falle  ausschließlicher 
Belastung  der  Öffnung  ^  die  Uomentengerade  der  Öffnung  t,  geht 
Hau  nennt  die  Punkte  L  und  R  Festpunkte,  die  ihre  Lage  bestim- 
menden Lotrechten  sind  in  Fig.  350c  und  e  (strichpunktiert)  einge- 
tragen und  mit  {L),  (R)  bezeichnet  worden. 

In  der  Folge  werden  wir  für  die  Teriiältaisse  zwisdien  den  Streckwi, 
m  welche  die  Öffnung  l,  durch  die  Festpunkte  zerl^  wird,  die  Be- 
zeichnungen einfuhren: 

e'  _  LC,  _        RCi  _   , 
e  ~  LC^  "*''    RC,  "*'* 

Wir  erhaltffii  dann,  je  nachdem  nur  die  rechte  oder  nur  die  linke 
Aufienöffnung  behtstet  wird, 

Jfj7  =  —  xJdi  bezw,  Mi  =  —  x'Mn. 

Wenn  man  die  ..i-Fläche  nach  dem  in  Kg.  350f  angegebenen 
Verfahren  zeichnet,  so  stellen  die  Seilpolygone  /  und  II  die  Biegungs- 


*)  Kennt  tnoii  abo  den  zur  ÖHnoiig  J,  gehöiigen  Zweig  der  iCr-Linie,  so  tum 
man  sofort  den  entsprechenden  Zweig  der  Mtr-IÄDie  zeiolmeii,  oder  umgekehrt.  E&t 
nun  innerh^b  der  Mfnung  It  einen  BeUstnngszug  so  aufgestellt,  daß  Mi  (absolut  ge- 
tumunen)  mS^chat  groB  tet,  so  entspricht  derselben  Zugstellong  auoti  ein  Größtwert 
von  Mn. 
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linien  für  die  BelastungszastSude  Ä^  —  1  und  B  ^  —  1  in  ver^ 
schiedenen  Maßstäben  vor.  Dies  macht  aber  nichts  aus,  da  es  bei 
der  Besttmmang  der  Festpunkte  nur  auf  die  Yerhältnisse  S,, :  S«.  und 
St, :  8,1  ankommt 

163.   üntennohimg  der  KltteldSanng.    a.    Querkr&fte.    Für  das 
m*«  Feld  ei^bt  sich  nach  Band  I,  Seite  162,  Gleich.  (2) 

(6)     o.=  a.=^-=^, 

wo  P..  die  Qnerkraft  für  das  wj**  Feld  eines  einfachen  Balkens  / — II 
bedeutet     Die  aus  Gleich.  (6)   gefolgerte  Darstellung   der  p_-FIäcbe 


Kg.  SM. 


zeigt  Fig.  354;  sie  erfordert  nach  Auftragung  der  durch  die  Eioflaß- 
liuien  für  Mi  imd  M^  bestimmten  -  -  (3f„  —  Jf^Linie  nur  das  Ziehen 
der  parallelen  Geraden  IJ"  und  IIJ'  und   der  Geraden  L^L^;   die 


letztere  ändert  ihre  Lage  von  Feld  zo  Feld,  die  andereo  Linien  können 
für  die  ganze  Mittelöftnang  benutzt  werden. 

b.   Honante.    Zwischen  den  Querkräften  und  den  Momenten  be- 
stehen Beziehungen  von  der  Form 

(,)      0.  =  ^-«--. 

Bei  gleichlangen  Feldern  kann  man  also  mittels  der  Gleicbong 

die  M :  X-Flächen  schrittweise  ans  den  ^-Flächen  herleiten,  indem  man 
von  der  bereits  durch  die  M, :  ij-Fläche  bestimmten  Mi :  X-Hfiche 
aasgeht 
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Zu  einer  anderen  Barstelliuig  der  £influßlinieQ  für  die  ütfomente 
gelangt  man,  wenn  num  den  Einflnß  einer  Einzellast  P  anf  sämtliche 
Querschnitte  verfolgt  Kg.  356a  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  im 
Punkte  C  mit  P  belasteten  BalkMi;  sie  ist  bestimmt  durch  die  Stützen- 

momente  Mi  =  t\,  und  Ma^=^'Hii  und  durch  das  Moment  CS  =  P—j—, 

■welches  P  im  Querschnitte  C  eines  einfachen  Balkens  III  erzeugen 
würde.    Die  Punkte  S  liegen  in  einer  Parabel,  deren  Ffeilhöhe  für 

P=l  gleich  -^  ist    Es  empfiehlt  sich,  den  Wert  1  •  -^  als  Moment 

aufzufassen  und  den  Maßstab  hierfür  nicht  zu  klein  zu  wählen.    Der 


Einfluß  von  P^l  auf  das  Moment  für  irgendeinen  Querschnitt  E 
ist  M=P-n.  Zeichnet  man  also  die  Momentenflachen  für  alle  ijagen 
von  P^  1,  so  erhält  man  sämtliche  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  die 
Momente.  Wir  wollen  aber  die  in  Fig.  86ö  dargestellte  Konstruktion 
nur  zur  Ermittlung  der  Ordinate  i\,  des  Punktes  0  benutzen,  den  wir 
in  der  Folge  kurz  die  l^txe  nennen  wollen.  Die  Zweige  IC  und  CII 
(Big.  366  c)  lassen  sich  dann  sehr  schndl  mit  Hilfe  der  folgenden  ein- 
fachen Betnu^tung  zeichnen. 
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In  Fig.  366  haben  wir  dea  Ort  der  Spitzen  C  und  die  Zweige 
CII  einer  Kittelöffnnng  mit  10  gleich  liuig;en  Feldern  dai^estellt  FÜr 
den  mit  der  Stütze  /  zasammenfallenden  Querscboitt  ist  dieser  Zweig 
die  3fj-Linie.  Li^  nun  die  Last  P  =  1  im  Knotenpunkte  4,  so  ist 
für  die  ersten  vier  Felder: 


und^daraus  folg;^  wegen  Q_ 

(8)         Jtfi— if,=  Jf,— Jf, 


Ol  =  0.  =  0.  =  <3„ 
M,  —  M.. 


— ,  bei  konstantem  X, 
Ut  =  M^  —  M,. 


Ilg.  866. 


Es  wird  also  der  Abstand  Qi3^  des  Orts  der  Spitzen  von  der  Af^-Linie 
durch  die  rechten  Zweige  der  Einflnßlinien  für  Jlf,,  Jtf,  and  M^  in 
vier  gleiche  Teile  zerlegt  und  ganz  allgemein  der  Abstand  C.D.  in 
m  gleiche  Teile. 

Tritt  die  Last  auf  die  rechte  SeitenöSnung  (U>er,  so  ist  die  Quer- 
kraft Q  für  sämtliche  Felder  der  Mittelöffnung  gleich  groß.  Besitzt 
also  die  rechte  Seitenöffnung  n  gleich  weite  Felder,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  zu  ^  gehörigen  Zweige  der  EinfluDlinien  für  M^,  Mg, 
M^  . . .  M,.,  nur  nöt%,  die  von  den  Einßußlinien  für  Mt  und  Mg  auf 
den  Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte  at^esdmilleneD  Streckm  in 
n  gleich  lange  Teile  zu  zeilegen.  In  Fig.  S57  ist  dies  für  den  Fall  dar- 
gestellt worden,  daß  die  Öffnung  I-II  6  ^eich  lange  Felder  \ 

Sind  die  Feldweiten  nicht  gleich  lang,  so  findet  m 
von  Gleich,  (8)  die  Beziehung 
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(9)  (M^  —  Mt)  :  (Jf,  — Jf.) :  (if.  —  M,) :  (M,  —  M^)  =  \,:-k,:\,:\; 
man  muß  also  die  Strecke  D^C^  in  Teile  zerlegen,  die,  von  outen 
nach  obeu  gez&hlt,  sicdi  zneinander  verhalten  wie  X^:  X, :  X,  :X4. 


Vig.  358,  die  sich  auf  eine  Kittelöffnung  mit  6  Feldern  bezieht, 
zeigt  die  Ausführung  dieser  Teilung.  Es  empfiehlt  sich,  miudestens 
Bwei  Scharen  von  Parallelen  für  git>8ere  und  kleinere  Ordinaten  zu 


In  derselhen  Weise  irerden  die  linksseitigen  Zweige  der  Jf-Linie 
bestimmt 


Fig.  366. 

Kennt  man  aber  die  Einßuälinien  für  die  Momente  M,  so  bereitet 
die  Darstellung  der  EinfluBlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nicht  die 
geringsten  Schwierigkeiten.  Wir  verweisen  besonders  auf  das  ansführ- 
Hche  Zahlenbeispiel  im  §  11*)  und  machen  nur  noch  auf  eine  Terein- 
bchong  aufmerksam,  die  bei  dem  in  der  Regel  vorliegenden  Falle  einer 


*)  Im   vorliegenden  Falle  sind   natürlich  die  Momente  Mm  für  z 
übereinander  liegende  Punkte  m  gleich  groß;  Jf^=^JC 
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geradlinigen  oberen  oder  unteren  öurtung  zu  einer  erheblichen  Zöt- 
ersparois  führt 

Ist  die  eine  Gurtong,  beispielsweise  die  obere  Gortung,  geradlimg 
und  ß  ihr  Neigungswinkel,  Fig.  369,  so  besteht  zwischen  V^  und 
D^+,  die  Beziehung 

r.  cos  ß  +  Z).+,  cos  (ß  +  <p.+  ,)  +  -P-  C08  ß  =  0, 
und  aus  dieser  folgt 

=  —  -D-*!  cos  ©_+ , , 

T  +  T    +  ^     ) 

wo  y  = a        ^"^'^. 

cosßcoS9_^i 


Solange  also  der  Knotenpunkt  m  unbelastet  ist,  stimmt  die  Einflnß- 
Ünie  für  —  F, :  T  mit  der  Einflußlinie  für 

/>_+ 1  cos  <p„+ 1  =  -^--^ £ — 

übereiu.  An  der  Stelle  m  unterscheiden  sich  die  Ordinaten  dieser 
beiden  Linien  um  den  Wert  1 :  -j. 

Wir  wollen  noch  zwei  andere  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flußlinieu  der  Stabkräfte  angeben. 

Das  erste  setzt  gleiche  Eeldweiteu  voraus  und  beruht  auf  Ver- 
wertimg des  in  Band  I,  §  33,  mil;geteilten  ^mmermonnBcfaen  Ver- 
fahrens. Es  ist  in  Fig.  360  für  einen  Teil  eines  Ständerfachwerks 
mit  obenliegender  Fahrbahn  dargestellt  worden.  Mit  Hilfe  der  Ordi- 
naten •!)'  und  T]"  der  3f_:X-Lime  und  M^.i :  VLinie  sind  die  irgend- 
einer Lastlage  P  entsprechenden  Ordinaten  ijs  uad  y^r  der  i>.-ljme 
und  F.-Linie  bestimmt  worden, 

Ein  anderes  Verfahren  bringt  die  Spannkräfte  S  in  den  Stfibea 
auf  die  Form 
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wo  So  die  Spannkraft  für  ^^  =  0  und  Jf„  =  0  ist,  d.  h.  für  den  FaU, 
daß  die  MittelöffniiDg  durch  Beseitigung  der  den  Mittejstützen  C^  und 
C^  gegenüberliegendea  GurtstSbe  in  einen  einfachen  Balken  verwandelt 
wird,  während  S,  und  Sa  die 
Spannkräfte  für  die  in  den  Fi- 
guren   361    and    362    dat^ge- 

3t«llten  BelastangszustSnde 
M,  ^  1  und  Mn  =  1  bedeuten. 
154.  Die  bei  der  Unter- 
Buchung  TOD  Eisenbahn  brücken 
zu  leistenden  zeichnerischen  Ar- 
beiten werden  erheblich  verein- 
facht, wenn  man  die  im  I.  Bande 
auf    Seite   168    unter   Nr.   99 


BatschlSge  befolgt  Danach  em- 
pfiehlt es  sich,  bei  der  Unter- 
suchung der  in  den  Stäben  der 
Mittelöffnung  durch  möglichst 
ungünstige  Belastung  der  Mit^ 
telöffnnng  hervorgerufenen  Be- 

anspnichoDgen,  einzelne  Teile  von  Fahrzeugen  zn  vemachlfissigen, 
welche  auf  die  Seitenöffonngen  zu  stehen  kommen.  Man  braucht  dann 
von  den  Einflußlinien  für  die  Momente,  QuerkrSfte  und  Stabkräfte  8 
der  Mittelöffnung  nur  die  zwischen  den  Stützen  I  und  //  liegenden 


Zweige  zu  zeichnen,  und  findet  die  ungünstigste  Wirkung  der  Belaatung 
der  Seiteoöffnung  auf  die  in  Rede  stehenden  3f,  Q  und  S  sehr  schnell 
wie  folgt  Man  stellt  über  der  rechten  Seitenöffnung  den  Eisenbabnzug 
$0  auf,  daß  ein  möglichst  großes  Moment  Mn  entsteht;  vemachläSBigt 
hierbei  den  etwa  über  der  Mittelöffnong  stehenden  Teil  des  äußersten 
Fahrzeugs  und  zeichnet  mittels  des  Festpunktes  Ii  die  in  Fig.  353 
schraffierte  Momentenfläcbe;  diese  gibt  den  Einfluß  der  behandelten 
Belastung  auf  das  Moment  für  jeden  Querschnitt  der  Mittelöffnung  an. 

Die  für  das  Trägerstüek  Q  Cj  konstante  Querkraft  ist  ^  =  — ^~ '- 
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und  der  Einflafi  auf  die  Stabk^fte  'S*  der  Mittelöffnuiig  ist  S=  SiM, 
-{•  SjjMn-  Und  ganz  in  derselben  "Weise  wird  der  Einfiofi  der  Be- 
lastung der  linken  Seitenöffonng  imtersnchL 

156.  Die  Wlderat&nde  der  MlUelattltzen.  Es  seien  r  — 1,  r, 
r  -f-  1  drei  aufeinander  folgende  Stützpunkte  eines  auf  beliebig  vielen 
Stützen  ruhenden  Balkens,  J^.,,  M^,  -^C+i  die  StUtzenmomente,  C,_„ 
Cr,  C,+i  die  Stfitonwideretande.  C„  bedeute  den  Wert,  welchen  C,  an- 
nehmen würde,  wenn  sämtlicheStiitzen- 
^1         I         1^  »^      momente  ^eich  Null  wären,  wenn  also 

''1        i  [_ I  "^    die  Trageratücke  t  und  t+,  in  ein- 

■    '  ^_     ~         T^"     fache    Balken     verwandelt     würden. 

-        ,         r       *>,;     -^  Üben   die   einfachen  Balken   i.  und 

FSg.  363.  i^,  auf  die  Stüfze  t  die  Drücke  B, 

and  X+i  ftvis,  so  ist 
C„=Br  +  A,^,. 
Nun  ist  die  Querkraft  für  einen  unmittelbar  rechts  oder  links  von 
r  gedachten  Querschnitt  des  durchgehenden  Balkens: 

und  man  erhält  daher  wegen  Q,  =  Q,  -f  (7„  den  allgemeinen  Ausdruck: 

Hiernach  ergibt  sich  für  den  Stfltzenwiderstand  C,  des  TrSgers 
mit  drei  Öffnungen  (da  das  Moment  Jlf  für  die  Endstütze  glräch  0  ist) 
der  "Wert 


und  es  ist  deshalb  die  <7i-Linie  bestimmt  durch  die  in  Fig.  364  dar- 
gestellte C.^-Iinie,  und  die  Einflußlinien  für  M,  und  M,/.  In  gleicher 
Weise  wird  auch  die  (4-Linie  ermittelt 

166.    Die  EinfluAIMe  für  die  Vertikale  fiber  dar  MlttalrtfiUe 
erhfilt  man  mit  Hilfe  einer  Bedingung  für  das  Oleichgewicht  der  am 
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oberen    oder    unteren   Kaotenpunkte    (Fig.  366)    angreifenden  Kräfte. 

Ist  die  obere  Gurtoog  geradlinig,  so  zerlege  man  die  in  fi 

Kräfte  rechtwinklig  zu  O  und  nach  der 

Richtung  von  0  und  setze  die  Summe 

der  rechtwinklig  zu  0  wirkenden  ErSfte 

gleich  NnlL     Man  erhält  dann   V,  ans- 

gedriickt  durch  Z)„  i>,  und  P,,     Sonst 

betrachte  man  den  unteren  Knotenpunkt, 

bilde   die   in    der  Richtung    der  einen 

unteren  Gnrtung  und  rechtwinklig  hier- 

zn   wirkenden    Seitenkräfte    und    setze 

wieder  die  Summe  der  letzteren  gleich 

Null     Man  erhält   dann   V  ansgei^ückt 

durch  Ui  und  C  oder  ü,  und  C. 

Andere  Behandlnugsweisen  des  durchgehenden  Balkens  auf  4  Sttitzen 
findet  man  in  den  folgenden  Paragraphen. 


Kg.  366. 


Durcbgehender  Balken  mit  beliebig  vielen  Stfitzen. 

167.  Die  ElutöcitätsglelelinDgeiL  Ein  auf  (n  +  1)  Stützpunkten 
roheoider,  nii^gends  durch  ein  Gelenk  unterbrochener  Balken  ist  (n — 1)- 
hch  statisch  unbestimmt,  w^  es  der  Beseiägong  von  (n  —  I)  StQteen 
bedarf,  um  diesen  Träger  in  einen  statisch  bestimmten  zu  verwandeln. 
Die  üntersnchung  dieses  Balkens  soll  zunächst  ganz  allgemein  durch- 
geführt wOTden,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  ein  Fachwerk  oder  ein  voll 
wandiger  Träger  vorliegt 


1  i  li  1  1 


t^-^ 


fV'  366. 


Drei  beliebige  aufeinander  folgende  Stützpunkte  mögen  die  Ordnnngs- 
bachstaben  r  —  1,  r,  r-^l  tragen,  ihre  wagerechteu  Abstände  seien 
/„  t+„  Fig.  366.  Die  Geraden  r  — (r— I)  and  r  — (r+  1),  welche 
den  Punkt  r  mit  den  benachbarten  Stützpunkten  verbinden,  nennen  wir 
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das  T**  Geradenpaar,  und  den  Winkel,  um  welchen  sie  sich  infolge 
des  N'achgebens  der  Widerlager  gegeneinander  drehen,  bezeichnen  wir 
mit  -Cr-  Bedentet  8,  die  nach  oben  positiv  genommene  lotrecht«  Ver- 
schiebung des  Stützpunktes  r  g^en  die  Funkte  (r —  1)  und  (r-]-  1), 
so  besteht  die  Gleichung 

(1)         iT,  =  8,  iil+t,  d.  h.  T.  =  8,  %±i , 

welche  gestattet,  aus  einem  gegebenen  8,  auf  die  Drehung  t,  zu 
schließen.  Drückt  man  nun  andrerseits  t,  durch  die  auf  den  Balken 
wirkenden  Kräfte  und  die  Temperaturänderungen  aus,  so  erhält  man 
eine  Elastizitätsbedingung,  und  es  leuchtet  ein,  daß  sieh  durch  Wieder- 
holung dieses  Teri^rens  ebensoviele  Gleichungen .  aufstellen  lassen, 
als  Mittelstützen  vorhanden .  sind  —  im  ganzen  also  (» —  1)  Be- 
dingungen. 

Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  sollen  die  Stützenmomente 
Jf,,  Mf,  .  .  .  JIC,  Mr,  Mr^.,,  .  .  .  M^.,  eingeführt  werden,  und  es 
kommt  daher  zunächst  darauf  an,  die  Biegungsdinien  für  die  Zustände 

Jtf,  =  1,  Jf,  =  1, ,  J/r  =  1,  Jlf-i  =  1 

au^utrageu,  sowie  die  gegenseitigen  Drehungen  der  den  Kittelstützen 
1,  2,  ...  r — 1,  r,  r-{-l,  .  .  .  n  —  1  entsprechenden  Geradenpaare 
zu  ermitteln.  Hierbei  bezei(dinen  wir  allgemein  mit  t„  die  gegen- 
seitige Drehung  des  j)**"  Geradenpaares  infolge  3f,  ^  1  und  erinnern 
an  die  in  der  Einleitung  bewiesene  Beziehung 

(2)  T„  =  T„. 

Kg.  367b  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  Zustand  JC=  +  1, 

erzeugt  durch  die  aus  vier  Kräften  (-j-,  -. — )  bestehende  Belastnngs- 

einheit  des  r**"  Geradenpaares,*)  Fig.  367  c  sei  die  zugehörige  Bi^ungs- 
linie,  d.  i.  das  Seilpolygon  der  in  bekannter  Weise  aus  dem  Momenten- 
dreiecke Ar  berechneten  Gewichte  w**);  die  äußersten  Seilseiten  sind 
als  Biegungslinieu  der  links  von  r  —  1  und  rechts  von  r-\-l  gelegenen, 
bei  Eintritt  des  Zuetandes  Jf,  =  -f-  1  spannirngslosen  BaUtenstücke  auf- 
zufassen, und  es  leuchtet  zunächst  ein,  daß  der  fragliche  Belastungsfall 
nur  auf  die  gegenseitige  Drehung  des  {r  —  l)"» ,  r*«"  und  (f  +  1)*"" 
Geradenpaares  von  Einfluß  ist,  daß  sich  also 

^  '  l  T(^«,  =  0,  T(,+,),  =  0,   .   .   . 

•)  Vergl.  Seite  31—33. 
")  Für  d^  Fachwerk  erfolgt  die  Berechnung  der  w  nach  §  18,  Nr.  142,    Für 
den  vollwoDdigeQ  Balken,  für  den  obige  Gleichungen  ebenfalls  gelten,  wird  die  Er- 
mittlung der  Gewichte  vi  in  der  zwüten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt  «eidan. 
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Qigibt.    Dril^   man   demnach  die  Drehung  t,  durch  die  Lasten  P, 
die  statisch  nicht  bestimmbaren  QröBen  3f  und  die  Temperaturände- 
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nmgen  anB,  so  erhglt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Qleichnngen  (3)  die 
der  Stütee  r  entsprechende  Elastizitätebedingaiig: 

(4)        t.  =  SP,5„  +  T,,^,,  JC_.  +  t,,JM;  +  ■c,„+.,2C+,  +  T.„ 
wo  T,,  den  Einfluß  der  Temperaturändenmg  bedeutet 

Die  Werte  S_„  t,(^i)  =  T(^,j„  -c,,,  t,(,4.i,  =  t,^,,,  sind  durch  die 
BiegungsUnie  in  lüg.  367c  gegeben;  während  sich  x„  mit  Hufe  eines 
die  Gewichte  w,  verbindenden  Seilpolygons  in  der  Form 

(6)        .„  =  c.^ 

darstellen  läßt,  Hg.  367c.  Werden  noch  die  für  den  Fall  sehr  kleiner 
Formänderungen  —  der  hier  ansschließUch  ins  Auge  gefaßt  wird  — 
gültigen  Beziehungen 

(6)  T„„„  =  ^,  T„  =  ..-,-^,    .,„„  =  J~- 

eingeführt,  so  geht  (4)  über  in: 

(7,         M,.,^+M.{f  +  ^)  +  it„ ^  =  K,  wo 

(8)        W,  =  -{sP.S.,  +  i±it!-(8.  +  a,)}- 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  voraussetzen,  daß  die  Stöteen- 
verschiehungen  5,  gegebene,  dur(^  Beobachtung  gefundene  Größen 
sind;  sie  mögen  also  von  Ursachen  herrühren,  die  sich  der  Torsnsbe- 
rechnting  entziehen,  wie  beispielsweise  das  Nachgeben  der  Fundamente. 
Wären  die  h,  abhängig  von  den  Stützendrücken,  so  müßte  man  diese 
Drücke  aof  die  in  Nr.  155  beschriebene  Weise  durch  die  Stützen- 
momente  ausdrücken.  Ist  dann  S,  nur  abhängig  von  C,,  so  treten  in 
der  Gleichung  (7)  außer  den  Momenten  Jf^i,  M,  nnd  JU^i  noch  die 
Homente  JIC.,  und  Jf^,  au£  Eine  allgemeine  Untersuchung  dieses 
Falles  soll  in  der  zweiten  von  den  voUwandigen  Systemen  handelnden 
Abteilung  dieses  Bandes  gegeben  werd^;  sie  ist  für  den  vollwandigen 
Balken  wichtiger  als  für  den  gegliederten;  ihr  Hauptonwendung^ebiet 
bilden  die  Schiffbrücken  nnd  die  durchlaufenden  gelenklosen  Schienen- 
träger der  Eisenbahnbrücken. 

Die  (n  —  1)  Gleichungen,  welche  sich  nach  Art  der  Gleichung  (7) 
aufteilen  lassen,  nennen  wir  die  Qnmdgleiehurigen;   wir  »erden  sie 
später  meistens  in  der  bequemeren  Fenn  schreiben: 
(9)        a,JlC  +  ß,JlC  +  «^.3f^.  =  K, 
wobei  also: 

(10)  *,  =  T„_,„  =  T,^,j;   ßv^trri   aM-i=f(r+i)r=T„^«. 
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Ehe  wir  uns  mit  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  beschäftigen, 
machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  bis  jetzt  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden  ist,  es  seien  die  Biegnngslinien  mit  der  Polweite  1  ge- 
zeichnet und  die  Gewichte  w  aus  den  LäagenSndenmgen  der  Fachwerk* 
Stäbe  berechnet  worden.  Wählt  man  nun  die  Polweite  =  Wp,  gibt  dem 
Dreieck  /\,  die  beliebig  gewählte,  aber  für  alle  Stützpunkte  feste  Höhe 

w„  und  setzt  man  z.  B.  w  =  ^--  -^')  statt  w  =  -f^rs  (Seite  358),  so 

T     r  T  jiiP 

muß  man  die  Werte  d,  c  und  8„^  noch  mit  w, :  EF^y^  multiplizieren, 
oder  —  was  auf  dasselbe  hinauskommt  —  das  Glied  &, -|-<v,  durch 
jenen  Ausdruck  dividieren.  Sind  außerdem  die  Gewichte  w,  für  s  ^  1 
berechnet  (Seite  370)  worden,  so  muß  c,  in  (8)  noch  mit  s  multipliziert 
■werden  und  man  erhält,  wenn  die  Polweite  des  die  Gewichte  w,  ver- 
bindenden Seilzuges  ^w,r  angenommen  wird: 

(11) 


-— (--'-+^^1Ä^'^(^-+— ')}• 


Wfl,l, 

Die  Strecken  h„„  y„  8„  c,„  t,  t+i  werden  mit  ein  und  dem- 
selben Längenmaßstabe  gemessen,  Wf  und  w,p  sind  (ebenso  wie  die  w) 
Zahlen.     EF,  ist  eine  Kraft,  JV,  ein  Moment 

Solange  nur  der  Einfluß  der  Lasten  P  untersucht  wird,  hat  man 
lediglich  darauf  zu  achten,  daß  samtliche  Momentendreiecke  dieselbe 
Höhe  y,  erhalten  und  sämtliche  Seilzüge  mit  der  gleichen  Polweite  Wj. 
gezeichnet  werden;  wie  groß  y,  imd  Wp  gewählt  werden,  ist  diain 
gleichgültig. 


Fig.  368. 


Am  zweckmäßigsten  ist  es,  die  Biegungslinien  durch  Rechnung 
zu  bestimmen  und  ihre  Ordinalen  nach  Fig.  368  von  einer  wagereehten 
(ieraden  aus  aufzutragen.  Die  Weiie  a^,  ß^  und  a^+i  werden  dann 
gedeutet  als  die  Widerstände  der  Stützen  r  —  1,  r,  r  -|-  1  des  mit  den 
Gewichten  w  belasteten,  bei  r  diu-ch  ein  Gelenk  unterbrochenen  Balkens 
fr  — 1)  — r— (r+1), 

*)  Die  lÄQgenänderungea  der  rüllungüstübe  sind  hierbei  vemachläseigL 
HDller-BreBiBU,  OraphlBcbe  Stalik.  II.  1.  25 
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168.  Elnflofl  der  Belastung  einer  eiszelnen  Öflkimg.  Die  Fest- 
punkte L  und  R.  "Wir  verfolgen  jetzt  nur  den  Einfluß  der  La-sten  P, 
netimen  also  8^  ^  0  und  c,,  =^  0  an;  auch  setzen  wir  zunächst  voraus,  daß 
nur  außerhalb  der  Öffnungen  l^,  /,+,  Kräfte  P  auftreten.  Die  Momenten- 
linien der  Baltenteile  /,,  /,  +  ,  bestehen  dann  aus  zwei  durch  die  Stützen- 
momente Mr-u  JC,  3/,+  i  bestimmten  Geraden  mit  den  NuUpautten 
L^,  Lry„  und  zwischen  jenen  drei  Momenten  gelten  die  Gleichungen: 
(12)         a,Jf,.i  +  ßj/;.  +  «,+  ,3/;+.  =  0 


aus  denen  sich  die  einfache  Beziehung 

ergibt  Mit  Hilfe  derselben .  laßt  sich  die  Lage  des  einen  Nullpunktes 
leicht  bestimmen,  sobald  die  des  anderen  gegeben  ist  Bringt  man 
nämlich  die  Senkrechten  durch  L,  und  Lr+,  mit  den  äußersten  Seiten 
der  für  den  Belastungsfall  M,=:l  gezeichneten  Biegungslinie  in  £,' 
und  ii',+  1  zum  Schnitt,  so  findet  man: 

Zi.V(r-l)'  =  .'  =  a.-°-');   /  iV»,/(r+ iy  =  ."  =  a,^,^*-' 


*)  Man  denie  daran,  daS  es  sich  hier  um  sehr  kleine  Formändenuigen  handeli. 
In  Fig.  369  wurden  nur  die  Puntte  [r  —  1)',  r',  (r  +  l)'  und  die  äußeretea  Seilen 
der  fraglichen  BiEgungBlinie  geseichnet     Vergl.  auch  Fig.  367c. 
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also:  ß,  ^  o'  +  a", 

und  hieraus  folgt,  daß  die  drei  Punkte  LJ ,  r,  L'^^,  in  einer  Geraden 

Uegen.*) 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  daß  nur  die  r"*  Öffnung  belastet  wird 
und  die  Stützenmomente  M^-i  und  Jf,  auf  irgendeine  Weise  gefunden 
sind.  Innerhalb  einer  unbelasteten  öffuung  besteht  die  Momentenlinie 
aus  einer  Gteraden,  Fig.  370.  Die  Nullpunkte  dieser  Oeradeu  seieu 
links  von  der  belasteten  Öffnung:  Lj,  L^,  Z.,,  .  .  .,  rechts  davon:  .ß,, 
iJ._„  Rn-t . .  ■  Der  Paukt  L,  fallt  mit  dem  Stützpunkte  0  zusammen; 
seine  Lage  ist  also  bestimmt,  und  damit  sind  auch  schrittweise  mittels 
des  soeben  bewiesenen  Gesetzes  die  Punkte  L^,  L^  .  . .  gegeben.  Und 
ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  man,  von  R,  ausgehend,  der  Reihe  nach 
-R— i,  R—t,  ■  ■  ■  finden. 


Fig.  370. 

Die  lÄge  der  Punkte  L  und  R  ist  ganz  unabhängig  von  der  Be- 
lastung des  Balkens;  sie  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  den  Zu- 
ständen Ml  =  -\-  1,  3f,  =  +  1, . . .  entsprechenden  Bieguugslinien.  Es 
führen  deshalb  diese  Punkte  den  Namen  Festpunkte;  ihre  Ermittlung 
ist  die  erste  Arbeit,  welche  bei  der  Untersuchung  eines  auf  mehreren 
Stützen  ruhenden  Balkens  auszuführen  ist.  Kennt  man  die  Punkte  L 
und  R,  so  ist  man  nach  Fig.  370  imstande,  den  Einfluß  der  Belastung 
irgendeiner  Öffnung  (r  —  1)  —  r  auf  die  Momente  aller  Übrigen  Öff- 
nungen schnell  anzugeben,  sobald  die  Momente  M,,i  und  jH,  für  die 
Endquerschnitte  der  belasteten  Öffnung  gefunden  sind. 

Bevor  wir  nun  die  Ermittlung  dieser  beiden  Momente  vornehmen, 
zeigen  wir  noch  die  Bestimmung  der  Festpunkte  L  und  R  auf  rech- 
nerischem Wege  und  führen  die  Bezeichnungen  ein: 

(14)        .  =  ^.-^, 

■wo  t,'  und  0,'  die  Strecken  sind,  in  welche  der  Festpunkt  R,  die  öff- 
nnng  t  zerlegt,  Fig.  371. 


*)  Ein  Sonderfall  dieser  Beziehung  wurde  bereits  im  §  13  gefanden. 
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Fär  die  links  von  der  belasteten  Öffnung  liegenden  OfEnungen 
gelten  die  Gleichnngen 

ß,lf,+     a,M,     =0 
ci,jlf, +ß,lf,  +     a,Af,     =0 


(16) 


«>Jlf.-l  +  P.*  +  «.4-1  J4,1 


sie  lassen  sich  auf  die  Fonn  bringen 
Nun  ist  aber 

JK..,  _       <t. 1_ 

und  es  bestellt  datier  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  x  die 
Beziehung 


-«.4.1 


(16)        x.„  =  — -^. 

Da  nun  die  eiste  Oleichang  die  Zahl 

(17)         x,  =  -^ 

liefert,  so  ist  maß  imstande,  alle  Werte  x  schrittweise  zu  berechnen 
und  die  Strecken 

k 
■  1  +  X*  ' 
welche  die  Festpunkte  L  bestimmen,  anzugeben. 

Ganz  ebenso  geschieht  die  Bestimmung  der  Festpunkte  B.  Man 
beginnt  am  rechten  Ende  des  BaJtens  und  schreitet  nach  links  vor, 
berechnet  also  x»'  aus  x'n  mittels  der  Formel 

« «»-M 


(18) 


<h=-. 


(19)     x;  =  — -^^. 

Bezeichnet  n  die  Ordnungsziffer  der  letzten  Stütze,  so  ist  der  erste 


(20) 
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Schließlich  berechnet  man  die  Strecken  a'  mittels  der  Formel 

(21)     »;=^. 

Die  Angabe,  die  Momente  3C-i  und  JC  für  <Üe  Endquerschnitte 
der  belasteten  Öffnung  ^  zu  ermitteln,  wird  nun  wie  folgt  gelöst 

Wir  stellen  uns  zunächst  vor,  es  sei  ^  unbelastet,  es  sei  also  die 
Momentenlinie  dieser  Offuung  eine  durch  den  Fun^  L^  geheude  Ge- 
rade.    Wir  erhalten  dann 

Jlf,  =  — x,j(f,+  , 
und   gelangen    durch    die  Verbindung   dieser  Gleichung   mit  der  Be- 
dinffune 

(i,.,Ji,_,  +  ß,.,J/,., +  (!,«■,  =  0 
zu  der  Gleichung 

(22)  a,.,JlC_.  +  ßr-.  JCi  =  x.a,3C.„ 
und  diese  Gleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  zwischen  r  —  1  imd  r 
Lasten  hinzutreten,  weil  hierdurch  das  Terhältnis  zwischen  den  Mo- 
meuteu  3d  und  JlC-i  nicht  beeinflußt  wird.  Die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung (22)  ist  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  daß  der  Träger  zwi- 
schen 0  und  r  —  1  unbelastet  bleibt 

Ganz  ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  zwischen  M,  und  Jf^^i  die 
Beziehung  besteht: 

(23)        a,+,AC+.  +  ß,-aC  =  ^<kM,, 
sobald  rechts  von  r  keine  Lasten  auf  den  Balken  wirken.    Ist  also  nur 
die  Öffnung  l,  belastet,  so  gilt  sowohl  (22)  als  (23)  nnd  die  beiden 


geben  über  in 


sie  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Darstellung  der  Momente  3C-i  uml  ^r- 
Trägt  man  nämlich  ^V,.,  und  M,  bei  (r —  1)  und  r  als  Ordinaten 
auf,  Figiu-  371,  und  verbindet  die  Endpunkte  derselben  durch  eine  Ge- 
rade, so  sind  die  Ordinaten  dieser  Geraden  an  den  Stellen  L,  und  Ä,: 

r=Jif,.,|-+.K-^  =  ^(Jif,.,x,  +  iif.) 
r=''  (if.x,-+jf,„). 
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Beachtet  man  nun  die  Gleichangen  (24),  so  fii 


(25) 


und  diese  Werte  lassen  sich  leicht  zeichnerisch  beBÜmmen. 

Fig.  371,  in  welcher  (t^a,f,  ist,  zeigt  die  Ennittlang  von  Y 
und  T'  für  den  Fall,  daß  über  der  Öffnung  /,  nur  eine  EinzeUast  P 
li^  Damit  ist  aber  die  Au^be  gelöst,  die  Zweige  (r  —  1)  —  r  drar 
Einfloßlinien  für  Jf,,i  und  Jf,  zu  zeichnen. 

"Will  man  den  Einfluß  der  Last  P—  1  nicht  nur  auf  JC-i  and 
M,,   sondern  auf  sämtliche  Momente   der  Öffnung  /,  haben,   so  innfi 


man  die  in  Fig.  371  dargestellte,  durch  Schraffierung  herrorgehobene 

Momentenfläche  auftragen ;  dieselbe  ist  bestimmt  durch  x  =  P  --j- ;  denn 

das  Dreieck  ECE'  ist  die  Momentenfläche  eines  einfachen  Balkens  4- 
Die  Strecke  x-  aber  wird  als  Ordinate  einer  Parabel  erhalten,  deren 
PfeU  =  0,25  PK  ist 

Zu  einer  anderen,  ebenfalls  sehr  einfachen  Darstellung  der  Zweig« 
(r — 1)  —  r  der  Einfloßlinien  für  3f,.,  und  M^,  führt  die  folgende 
Bechnung.    Man  findet  zunächst  ohne  weiteres 


setzt  hierein  für  eine  Einzellast  P.  — 


Cr 

1  die  Werte 
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Ort      '  Ort 

und  erhält  für  die  gefiochten  Einiluitlimen  die  ein&clien  Formeln 
«,4. 


,  b. 


K 


a,a. 


(27)        /■-  =  «.' -|-,    t  =  *^,     ».  =  -^_ 
Die  zeicbiteriscbe  EnnitÜang  dieser  drei  Streckea  zeigt  Bigur  372. 


\ 

J 

f-t 

l;4 

■« 

^■ 

i 

■i 

Y-^  ^ 

'-7     c,         ->• 

, n. 

r 

^ 

Flg.  372. 

Jetzt  iasseu  sich  alle  bei  der  Uotersucbimg  des  Balkens  auf- 
tretenden Fragen  auf  dieselbe  Weise  erledigen,  wie  bei  dem  im  §  13 
bebfmdelten,  auf  4  Stüteen  ruhenden  Ballten.  Wir  verweisen  besonders 
anf  die  in  den  Figuren  355  bis  357  dargestellten  Terfahren.  An  die 
Stelle  TOD  M,  und  Ma  treten  3f,.,  und  J/,.  Ebenso  können  für  die 
Qaerkräfte  die  früheren  Untereuchungen  benutzt  werden.  Die  Q-Flüchen 
für  die  Öffnung  t  lassen  sich  z,  B.  nach  dem  in  der  Fig.  354  dar- 
gestollteu  Verfahren  aus  der  Einflußlinie  für  den  Ausdruck  (3f, — M^.,) :  l, 
herleiten. 

Den  Penfill  R  der  Belastung  der  übrigen  Öffnungen  auf  die  Stab- 
kräfte  der  Öffnung  /,  kann  man  auch  mit  Hilfe  der  Gleichung  finden 

(28)        S=  S,.,3f,.,  +  S^M„ 
welche  der  auf  Seite  378  benutzten  Gleichung  entspricht    Wird  z.  B. 
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der  Einflaß  der  Belastung  einer  rechts  von  ^  gelegenen  Öffnung  /. 
gesucht,  so  bestimme  man  mittels  des  von  Stütze  (v  —  1)  bis  Stütze  r 
laufenden  Zweiges  der  M,.,-Huxe  das  Moment  3/,.,,  hierauf  mittels 
eiaes  nach  Fig.  370  durch  die  Festpunkte  Z.,.„  X..,,  ,  .  .  geführten 
Geradenzuges  die  Momente  3f..,,  Jf.-i,  .  ■  .,  M„  M^.,  und  setze  die 
letzteren  in  die  Oleichung  (28)  ein. 

Auch  leuchtet  ein,  daß  man  durch  Anwendung  der  Gleichung 
S=  S,-\- S^.,iC.,-\- S^M,  die  zwischen  (r — 1)  und  r  gelegenen 
Zweige  der  ^-Linien  gewinnen  kann. 

Ganz  besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung  eine^^ 
Endfeldes.  So  kann  man  z.  B.  alle  zur  Behandlung  der  Öffnung  l, 
erforderlichen  Einflußlinien  auf  die  im  §  13  in  Nr.  152  gezeigte  Wet^ 
aus  der  Eioflußlime  für  den  "Widerstand  A  der  Endstütze  berieten, 
nachdem  man  die  .^-Lbie  mit  Hilfe  der  Jfj-Linie  bestinmit  hat  Es 
liegt  hier  die  Umkehrung  der  in  Nr.  162  gelösten  Angabe  vor;  dort 
wurde  die  Jfi-Linie  aus  der  .il-Lioie  entwickelt 

1S9.  ZkhlenbeiBpiol.  Berechnunf;  der  EinflufllinieD  für  die  StütKenmomenT'' 
M,  und  M,  eiiiBS  Fach  wert  balkens  mit  vier  Öffnungen  von  28",  32",  32".  28' 
Stützweite.  Figur  373  zeigt  die  Hälfte  des  Balkens.  Für  den  Zu.shind  M,  =  l  'f. 
dm  Angrifftunoment  für  don  niten  Knotenpunkt  der  Seitenöffnung 


und  für  den  nttan  Knotenpunkt 


Jif.-=i,o^- 

iner  Mittelüffnung  (wi 
3/-  =  l,0"'- 


'  zftlüen  hier  von  Stütxe  i  »a-> 


Wir  berücksichtigen,  da  es  »ich  nur  um  den  ersten  R(x:hnungsgang  handeln  mäi,''-- 
nnr  die  Formändenmgeii  der  Gurtstübe  und  nehmen  eine  solche  Teränderlichkait  dn 
Ourtquerschnitts  an,  dafi  für  F^  =  F.  (s.  Seite  207) 
2MJi. 


gesetzt  werden  darf.  Durch  den  Faktor  2  wird  berüctsichtigt,  daB  jedem  Knoten- 
punkte zwei  Ourtstähe  entsprechen.  Wir  setzen  X  =  1  und  erhalten  die  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Gewichte. 


Seitenöffnung 

Mittelöffnnng 

» 

k 

h' 

Ih* 

2  m 

n. 

h          k*     1    8A» 

2w. 

""  8*' 

1 

2,.S0 

6,25 

44 

0,046 

1 

4,69 

22fl 

176 

0J)11 

2 

2,W> 

6,Ö5 

46 

0,087 

2 

H,V1. 

14,1 

0J)35 

8 

2,71. 

V,Wi 

63 

0,113 

3 

3,12 

9,73 

78 

Oj077 

4 

H,ia 

9,73 

68 

0,118 

4 

HÜ) 

9,00 

72 

0,111 

5 

3,76 

14,1 

99 

0,101 

5 

3.12 

9,73 

7H 

0,128 

6 

4,69 

22,0 

IM 

0,078 

6 

3,76 

14,1 

173 

0,106 

7 

6,00 

36,0 

0,056 

7 

4,69 

l!2f} 

176 

0.080 

8 

6,0 

— 
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Die  Gewichte  to  worden  sohlieQlioh  auf  zwei  Stellen  abgerundet  und  dabei  tc, 
in  der  Seitenöffnung  anf  0,06  erhöht.  Dann  ergibt  si<^  für  den  linken  Anflager- 
druck  s,  eine  zweistellige  Zahl,  ohne  daC  man  abzuruaden  bxBaclit,  und  das  erleichtert 
die  Berechnaug  der  Homente.    Uan  findet 

B,  =i  (0,08  +  0,10 . 2  +  0,12  ■  3  +  0,11  ■  4  +  0,09  •  5  +  0, 

i< 7X-28^ •*< 
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Auf  die  andere  Stütze  kommt 

S»  — 0^  =  0^. 
Weiter  ist 

o,  =  ^  (0,08  +  0,11  •  2  +  0,18  ■  3  +  0,11  •  4  +  0,08  ■  B  +  0,04  -  ß  +  0,01  -  7) 

auf  die  linke  Stütie  kommt  Sic  —  04!3  =  0,33.    Ss  ist  also 
p,  =  0,29  -I-  0,23  +  0,06  =  0,68. 

Die  Mittelöffnong  ist  symmetrisch,    yaüi 

n,  =  (i,  =  0,23,     ^  = 

Für  die  Biegungalinie   dee  Znstandea  Afi^  +  1   erhalten   wir  den   folgenden,   in 
unserem  Buche  schon  oft  angewandten  Ansatz,  wobei  wir  wieder  mit  X  =  1  rechnen. 


■0,33  +  0,06  =  0,7». 


Qnerki«lte 

«,=0,27 

-0,06 

+  0,21 

—  0j09 


F0,01 
-0,12 
-0,11 
-0,10^ 
-051 
-0,08 


Momente 

QuertaStte 

0,27-8,., 

,^  =  0,23 

.+  ».» 

-0^1 

+  0,48-»,., 
+  0,12 

+  0,22 
—  0,04 

+  0,60  =  8,., 

+  0,18 

+  0,01 

-0,08 

+  0,61  =  8,., 

+  0,10 

-0,11 

-0,11 

+  0,50  =  9,., 

—  0,01 

-0,21 

-0,13 

+  0,29  =  8,., 

-0,14 

-0,11 

—  0  25 

.      -0,08 

Moments 
+  0,23  =  & 
+  0^ 
+  0,46  =  «, 

+  0,18 

+  0,63  =  ^ 

+  0,10 

+  0,73  =  «, 

—  Offl 

+  0,73  =  8, 


-0,33 

Die  B_i-Iinie  der  zweiten  Öffnung  ist  das  Spiegelbild  der  zogehörigen  S_i-Iime. 
Nun  gehen  wir  zur  Bestimmung  der  Feetponkte  über  nnd  berechnen: 


«.  =  ■^  =  ^  =  2'* 


■  1  +  2,96 


=  8,08-, 


0,27         -"'"  "*-   1  +  2,21  -""'    ■ 

Die  Strecken,  in  welche  die  beiden  Of&ungen  durch  die  Fee^unkte  zeriegt 
werden,  )«ind  in  £ig.  37S  angegeben;  sie  liefern: 
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2B,0Q 

8,44-8,08 


16,48  " 


16,48 


"  =  4,41, 


Die  äleichniigea  der  gesuchten  EinfluBlinien  lauten 
für  die  erste  Öffnung: 


für  die  zweite  Of&mng: 

'^  0,^  0,23« 


0,27-7 
12,30  8,,  4- Ml  8-, 


nach  den  Formen  (! 
=  -6,708.,; 


=  — 6,688,,  +  2,40»_„ 
-7,09  8., +2,40  «■,. 


Die  Mernach  berechneten  Linien  sind  in  die  Hg.  373  eingetragen  worden. 

Will  man  nun  den  EinfloB  einer  über  der  eisten  Öffnung  liegenden  Last  1  auf 
di8  Stützenmoment  M^  haben,  so  benutzt  man  die  Gleichung 

Hiernach  kann  man  aus  dem  Zweige  0  —  1  der  Af,-Linie  den  Zweig  0  —  1  der 
M^'lima  berechnen.  In  derselben  Weise  kann  die  .V,-Linie  für  die  dritte  und  vierte 
itännng  gefunden  werden. 

160.   Zweites  Vsr&lireii  zur  AnflSsiug^  der  QnuidgleiolLaiigsii: 

Wir  setzen  einen  beliebigen  Bclastiuigs-  und  Temperaturzustand  voraus, 
doukeu  uns  die  Stiitzenmomente  nach  Fig.  374  als  Ordinaten  auftragen, 
ihre  Endpunkte  durch  die  Geraden  p,,  g^.  ■  ■  ■  verbunden  nnd  nennen 


den  auf  diese  Weise  entstandenen  Linienzug  kurz  ]das  M- Polygon. 
Fig.  374  stellt  das  {r  —  1)'«  und  r'*  Feld  dieses  Polygons  dar.  Wird 
die  Senkrechte  7,  so  gezogen,  daß  sich  die  Strecken  e  und  e',  in  welche 
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sie  t  zerlegt,  zu  einander  verhalten  wie  a,  zu  p^,  so  ist  die  von  der 
Geraden  g^  auf  der  Sentrechten  I,  abgeschnittene  Ordinate: 

Or  +  P- 

und  die  r**  Grundgleichung  läßt  sich  mithin  auch  schreiben: 
(30)         {a,+  f,)Y+a,^.M,„  =  S.. 
Zieht  man  nun  die  Senkrechte  //,  so,  daß  sie  die  Strecke  t+i+f 
im  Yerhältnis 

(31)         c':c  =  (a,+  ß,):Dt,^., 
teilt,  so  schneidet  die  Gerade  WC,  welche  die  Ehidpunkte  tod  Y  und 
•'K-+I  verbindet,  auf  //,  <Üe  Ordinate 

<'^>         '^-         c'  +  c         -  a.  +  P.  +  .,„ 

ab,  und  es  folgt  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  der  Be- 
ziehung (30)  das  Gesetz: 

Die  mit  Hilfe  der  Senkreckten  I,  bestimmte  Gerade  Ü'C 
schneidet  auf  der  Senkrec/ifen  II,  das  gegebene  Moment  ab: 

(33)        KW=  T.  =       j_.\„        ■ 

Jetzt  werde  angenommen,  es  sei  ein  Punkt  L/  der  Greraden  g, 
gegeben.  Denkt  man  durch  LJ  verschiedene  Geraden  g,  gelegt,  so 
iwan  man  zu  jeder  derselben  die  zugehörige  Gerade  j,+  i  finden,  indem 
man  von  dem  Punkte  U\  in  welchem  die  g,  von  der  /,  geschnitten 
wird,  durch  den  festen  Punkt  E,'  die  Gerade  WE^'C  zieht  und  C 
mit  B"  verbindet  Alle  die  Geraden  3^+,,  welche  in  dieser  Weise  zu 
verschiedenen  Geraden  g,  gezeichnet  werden  können,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  £-',+,,  welcher  auf  der  durch  die  Punkte  L^'  imd  E,' 
bestimmten  Geraden  liegt  und  gefunden  wird,  indem  zu  einer  beliebigen 
g,  die  zugehörige  g,^,  gezeichnet  und  mit  der  Geraden  L^'E,  zum 
Schnitt  gebracht  wird.*) 

ÜbereichÜicher  aber  verfährt  man,  wenu  man,  von  dem  senkrecht 
unter  L^  gelegenen  Punkte  L,  ausgehend,  zunächst  auf  die  Lage  von 
i/,+,  schließt  Man  legt  durch  Lr  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
Senkrechten  I^  und  B'B  in  U"  bezw.  B"  schneidet,  führt  hierauf 
durch   ü"  und  E,  eine  Gerade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  C"  mit  der 

')  Es  folgt  dies  aus  dem  bekannten  Satze  der  Geometrie  der  Lage:  Bew^en 
sich  die  Ecken  (CT,  B',  C^  einen  Dreiecks  auf  drei  Strahlen  (Jr,  B'B,  CC)  eines 
Strahlenbüschel 8,  und  gehen  hierbei  zwei  Seiten  (gr  und  ["  C^  des  Dreiecks  durch 
feste  Punkte  (L,'  imd  Er"),  so  geht  auch  die  dritte  Seite  ((7,+i)  durch  einen  festen 
Funkt  (L',4.1),  wdcher  mit  den  beiden  anderen  festen  Punkten  in  einer  Geraden  liegt. 
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SenkrechteD  durch  C  und  zieht  schließlich  die  Gentde  CB".    Letztere 
bestimmt  dann  den  Ponkt  L,^y. 

Mit  Hilfe  der  Torstehendeo  Entwicklunfren  ist  man  imstande,  das 
iW-Polygon  zu  zeichnen.  Die  Gerade  (f^,  Fig.  375,  geht  (wegen  M,  =  0) 
durch  den  Stützpunkt  0;  es  fällt  also  Jj^  mit  0  zusammen.  Aus  der 
Lage  von  L^  sehließt  man  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  auf  die 
Lage  von  Lj,  sodann  auf  die  von  Z/,,  Z-,  .  .  .,  und  zeichnet  den  Linien- 
zug XjZij'Zij' .  .  .,  dessen  Seiten  auf  den  Senkrechten  7/j,  //„  //,... 
die  gegebenen  Momente  ?*,,  ?*,,  Tg  -  -  -  abschneiden.  Jetzt  ist  in  jeder 
Öffnung  ein  Punkt  U  des  3f-Polygons  bekannt,  und  da  die  Gerade  g, 
nicht  nur  durch  £.',  sondern  auch  durch  den  Stützpunkt  n  gehen  muß, 
so  ist  der  Linienzug  p,,  i?,-,,  .  .  .  ,i7i  bestimmt 


Kg.  376. 


Man  kann  natürlich  auch  in  der  Weise  vorgehen,  daß  man  nicht 
von  Z,i,  sondern  von  dem  in  der  letzten  Öffnung  gegebenen,  mit  Stütz- 
punkt n  zusammenfallenden  Punkte  R,  ausgeht,  in  den  vorhergehenden 

Öffnungen  Punkte  B._,,  Ä._„ Äi  auf  ähnliche  Art  bestimmt, 

wie  vorhin  die  Punkte  L,,  Z-j, .  .  .,  hierauf  mit  Hilfe  der  ^.„i,  r._„  . .  . 
einen  Linienzug  -B',_,,  B',_i  . .  -  zeichnet  und  schließlich  <;,  durch  L, 
und  B,'  legt.  Zur  Ermittlung  der  Punkte  R  sind  (an  Stelle  der  I^ 
Senkrechte  /,'  zu  bestimmen,  welche  t+,  im  Verhältnis  «,+, :  ß,  teilen, 
Fig.  376. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Punkte  Jj  und  i?  mit  den  früher 
benutzten  Festpunkten  übereinstimmen.  Zu  diesem  Zwecke  nehme  man 
nur  eine  einzige  Öffnung  belastet  an  und  streiche  -die  von  den  Tem- 
peratiiränderungen  und  Stützensenkungen  abhängigen  Glieder  der 
Werte  7".  Dann  gehen  die  Geraden  g  der  links  von  der  belasteten 
Öffnung  gelegenen  Öffnungen  durch  die  Punkte  L  und  die  Geraden  g 
der  recht-iseitigen  Öffnungen  durch  die  Punkte  R.  Hieraiis  folgt,  daß 
man  die  beiden  hier  mitgeteilten  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Stützen- 
niomente    auch    miteinander   vereinigen  kann,    so  zwar,  daß  man  die 
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Puntte  L  und  R  aiif  die  früher  gezeigte  Weise  mit  ffilfe  der  Biegungs- 
linien  bestimmt  und  nun  das  Jf-Polygon  aus  dea  Momenten  T  ableitet 
Dieser  "Weg  ist  sehr  zu  empfehlen  bei  Aufsuchung  des  Einflusses  von 
Temperaturändernngen  auf  einen  im  übrigen  nach  :^T^.  131  mittels 
Einfiußlinien  zu  behandelnden  Träger,  Die  Momente  T  sind  hier  durch 
die  Gleichung  bestimmt: 

Werden  negative  T  in  Fig.  376  oberhalb  der  Achse  0  —  n  auf- 
getragen, so  sind  auch  die  Stützenmomente  n^atir,  sobald  sie  durch 
oberhalb  der  0  —  n  liegende  Ordinalen  dargestellt  werden. 


Fig.  376. 


In  Fig.  376  ist  noch  gezeigt  worden,  wie  man  die  Senkrechten 
1,  und  II,  mit  Hilfe  der  Biegungslüüe  (r —  1)V'  (r-\-  1)'  des  Zustandes 
Mr  =  1  finden  kann.  Die  Senkrechte  I,  geht  durch  den  Punkt,  in 
dem  die  erste  Seite  des  Biegungspolygons  von  der  Geraden  (r  -|-  \)'r' 
geschnitten  wird  und  //,  geht  durch  den  Schnit^unkt  der  äußersten 
Seiten.  Die  Senkrechte  //,  fällt  also  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  iv 
des  Zustandes  J/,  =  1  zusammen. 
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161.  Angenäherte  Ennittituig  der  St&tzenmoiiLeiLtfl  f&r  denB^en  . 
mit  panllfllen  Onrtimgeti.  Die  Höhe  des  TrSgers  sei  k;  der  Quer- 
fichnitt  der  oberen  und  unteren  Gurtimg  habe  überall  den  Inhalt  F. 
Der  Einfluß  der  Formänderung  der  Füllungsstäbe  soll  Temachlässigt 
werden.  Das  Gewicht  zweier  Gurtstäbe  (eines  Obergurtstabes  und  eine» 
üutergurtstabes)  beträgt  - 

2M'\ 

wo  M'  das  Moment  infolge  M,  ^  1.  Nehmen  wir  tmendlicb  kleine 
FeldläQgen  an,  so  erhalten  wir  für  die  Läugeueiubeit  der  Baibenachse 
die  Belastung 

dw  _  2 jr_ 

dx  ~~  EFk*  ' 

welche  wir  durch  die  Belastung  M"  ersetzen  wollen.  Wir  betrachten 
also  die  Momentenflache  für  Jtf,  =  1  &ls  Belastungsfläcbe  und  erhalten 


davon  kommt  auf  die 
Stütze  r —  1  der  Anteil  Jt  auf  ^  der  Betrag  \l,.    Es  ergibt  sich  daher 

und  die  Gleichung  der  drei  Momente  geht  über  in 

Das  zweite  Glied   auf  der  rechten   Seite  der  vorstehenden  Gleichung 


biegong  ist 

Es  werde  nun  die  obere  Gurtung  gleichmäßig  um  t,  erwärmt,  die 
untere  um  /,.     Das  Gewicht  eines  Obergurtstabes  ist  allgemein 


dasjenige  eines  Untergnrtstabes 


DigitizedbyGoOgIC 


400  Sif^  Abteilnug.    Zweiter  Abeohnitt 

Der  Emflnß  der  TemperaturändBrungen  beträgt  daher 
—  «U  +  'U 
k  ■ 

also  für  die  Läogeneinlieit 

dw,  _  <(«.— jj 
dx  h 

Die  zu  dieser  gleichfönnigeu  Belastung  gehörige  Biegimgsliiiie  ist  eine 
Parabel;  es  ist  also 

°"~  24 

and  man  erhält  schließlich  die  Gleichung 

(34)        if,.,H-  2M,  (t  +  l,t,)  +  M,„l,„  =  N„ 


(35)        ä;  =  — 6SP.S., 


3  gfA' (;,  +  {.„)  5. 


"'f'f'r,,)-^ 


S-TC^ 


Zur   Bereehnimg  der  Lage   der  Festpunkte  L   dieneu   nunj  die 
Formeln  (vergl.  Seite  388): 


(36)        x.+  ,=- 
wobei  ausgegangen  wird  von 


2ft  +  i.*.)-f- 


■  1  +  x.' 


Dijiiiz=db,Google 
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(37) 


.2(V+« 


and   die  Berechnung  der  Lage  der  Punkte  R   geschieht  mittels  der 
Eormeln; 

4 


2A  +  U)-- 


1+x.' 


Den  Anfang  bildet 
(89) 


2(i-.  +  0 


Wie  num  zeichnerisch  aus  der  Lage  von  L,  die  Lage  von  Lr^.l 
finden  kann,  zeigt  Fig.  377.  Mit  Hilfe  des  Punktes  L^  und  der  in 
beliebigem  Maßstabe  au^tragenen  Strecke  rr'^  ^  bestimmt  man  die 
Strecke 

und  hierauf  mittels  der  Strecken  l^^^  und  2  (/,  -f- 1^+^)  —  e^  die  Lage  des 
Punktes  i,+t. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  auch  die  Berechnung  des  von  den  Lasten 
abhangigen  Gliedes  des  Wertes  N,.   Betrachtet  man  die  Momentenfläche 


Fig.  378, 


für  if,  =  1  als  Belastungsfläche  der  beiden  Einzelbalken  (r  —  1)  r  und 
r  (r  +  1),  so  ist  die  zugehörige  Momentenlinie  die  S_, -Linie.  Man 
findet  zwischen  (r  —  1)  und  r,  Fig.  378, 

,  _i^,    ,  i  1  l_ecl_J■^ 


and  ebenso  zwischen  r  und  r  + 1 
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Fahren  wir  also  die  Bezeichnmigen  ein 

(40)  ,        5,         j,. 

so  erhalten  wir  für  eine  beliebige  Gruppe  lotrechter  Insten  die  Gleichimg 
(41)  X-.t  +  2.W:(/,  +  t+,)-|-Ji,+.t+.  =  — ^r'SJ'w^  — C+.SP<. 

Die  Zahlen  Uo  und  ux>'  sind  unabhängig  von  der  Stützweite  t,  sie 
hängen  nur  von  den  Verhältnissen  g :  /,  ^':l  ab.  Auf  Seite  430  findet 
sich  eine  Tabelle  dieser  häufig  vorkommenden  und  ähnliche  Werte. 
Der  Zeiger  D  soll  daran  ennnem.  daß  die  u^  den  Momenten  infolge 
einer  Dreiecklast  proportional  sind. 

Ist  nur  die  Öffnung  l^  belastet,  und  zwar  durch  eine  EHnzellast 
P=  1,  so  ist 

N^  =  —  llan,    Nr^i  =  —  IIud 

und  man  erhält  auf  demselben  Wege,  der  zu  den  Formeln  (26)  führte, 
die  folgenden  einfachen  Gleichungen  der  EinfluQlinien  der  Momente 
Mr  und  M^.i 

(42)  M^=-f^aj,-\-v^03>' 

(43)  jK,.,  =  —  Avo„'+  *.ü„, 

wo  f„  ft,  und  V,  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher. 
Nun  besteht  aber  zwischen  den  Zahlen    > 

.  _  i_ü 

die  leicht  nachzuweisende  Beziehung 

(44)  u/  =  3  öj,  —  wj,, 

wo 

(46)         ».  =  1-1^ 

eine  Zahl  bedeutet,  welche  den  Momenten  infolge  einer  gleichförmigen 
Belastung  (einer  Rechtecklast)  proportional  ist;  s.  Seite  430,  Man 
darf  deshalb  auch  schreiben 

(46)  J/,  =  —  m,'ub  +  i-vöK 

(47)  itf,.,  =  —  M,Uo  -|-  v,aa, 
wo 

(48)         M,'  ^  a.'   '    und  u,=  a,  — 
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Bei  der  If,  ,-T.inifl  muß  hierbei  die  Abszisse  §  von  der  Stütze  r 
aus  gerechnet  werden;  vergL  ffig.  379,  in  welcher  auch  die  Strecken 
u/  luid  Ur  angegeben  sind.    Für  die  Endöffnungen  ist  i;  =  0.   Man  erhält 

(49)  M,  =  — /,Wb,       Jtf,_,  =  —  *.«;,. 

Es  ist  jetzt  noch  anzugeben,  wie  man  die  Gerade  //,  findet,  welche 
man  braucht,  um  das  in  Nr.  130  beschriebene  Verfahren  dorchzuführen. 
Di€se  Linie  fällt  nach  Seite  398  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  w 
des  Zustandes  3/1.  =  1  zusammen,  im  Yorliegenden  Falle  also  mit  der 
lotrechten  Schwerlinie  der  Momentenfläche  Ä,.    Ist  also  t+iZ>'ri  so 


liegt  die  zum  Stützpunkte  r  gehörige  Gerade  IT,  in  der  Öffnung  t+n 
im  Abstände 

(50)       V  =  y(U.-« 

von  der  Stütze  r.    Für  die  in  Nr.  160  gebrauchten  Momente  T  erhält 
man  jetzt  die  Werte 

Wir  wiederholen,  daß  sich  dieses  Verfehren  ganz  besonders  zur 
Untersuchung  des  Einflusses  von  Stützenverschiebungen  und  Temperatur- 
iinderungen  eignet    Die  entsprechenden  Momente  T  sind: 
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ond 

(53)        Z  =  —  ~t  EFh  (t.  ~  /.). 

Auch  der  Einfluß  einer  gleichförmigen  ständigen  Belastung  g 
läßt  sich  auf  diesem  Wege  leicht  finden.  Der  Belastimg  der  r*^  öß- 
nuDg  eotspricht  dann 

und  man  erhält  im  ganzen 

(B4)      jv,=-i(i;  +  i;,.) 
(66)       r=-J-£±«±-')-. 


i^«— y 

7^/1 

mmm 

t £•  — 

— -.1 

iiia. 


Der  Einfluß  einer  von  5  =  c  bis  5  =  d  reichenden  Verkehrslast  p 
t.  d.  Längeneinheit  (Kg.  380)  ist 


Cjpf^Dd^ 


(6«)        ^_.^P(.i--.-)(2g-i--.-) 
nnd  der  Einfluß  auf  iV;.,: 


(67)        JV,.,  =  — 


y(d''  — e'')(2g  — li''  — »'■) 
44. 
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Verschiedene  Arten  statisch  unbestimmter  Bösen-,  Balken-  und 
Kettenbrücken. 

162.  Dreifaeli  statisoli  LnbeBtlmmte  Bogenbriloke  mit  drei  öffnoD^n, 
Fig.  381  und  382.  AJs  statisch  unbestimmte  Größen  werden  zweck- 
mäßig die  auf  den  ScheltelqnerBchnitt  wirkenden  Kräfte  X^,  X^,  X, 
eingeführt  Das  statisch  bestimmte  Hauptsjstom  besteht  dann  aus  zwei 
Auslegerbalken.  Damit  5.»,  &t<  un<l  Km  gleich  Null  werden,  ist  nach 
der  in  Nr.  117  gegebenen  Anweisung  zu  verfahren.  Ihn  Zahlenbei- 
spiel möge  die  Ermittlung  der  Einflußlinien  für  die  Werte  X,^  X^, 
X,  eines  symmetrischen  Trägeis  erläutern.  Einem  senkrechten  X^ 
entspricht  hier  ein  wagerechtes  X,.  Bei  der  Berechnung  der  Gewichte 
w  empfehlen  sich  im  eisten  Bechnungsgange  (und  nur  dieser  soll  hier 
vorgeführt  werden)  dieselben  Annahmen,  wie  beim  Bogen  mit  einge- 
spannten E&mpfem. 

Wir  setzen  also  für  w  =  1  bis  6  and  wi  =  7  bis  13  nach  Gleich.  (3) 
auf  Seite  325 

(1)    ».=^±^- 

Zu  dem  oberen  Enotenponkte  6  gehören  zwei  Uateigurtstäbe;  auch 
entsprechen  diesem  Knotenpunkte  im  allgemeinen  zwei  verschiedene 
Angriffsmomenta  Mt,  und  M\,^  je  nachdem  der  Schnitt  durch  den 
linken  oder  den  rechten  üntergurtstab  gelegt  wird.     Daher  ist 

(.,    ».  =  ^^. 

Zum  unteren  Knotenpunkte  14  gehören  zwei  Obergurtstäbe,  weshalb 

_2  3f:. 

"    h\,    ' 

wir  reebnen  ^  w,^  zui  linken  und  ^w^^  zur  rechten  Trägerh^fte.  Die 
zu  diesen  Gewichten  w  gehörigen  Seillinien  liefern  die  Durchbiegungen 

8_.,  S^n  S«,  in  einem  Maßstabe,   der  voraussetzt,    daß  ^-=-  =  1  ist, 

wo  F,  den  mittleren  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeutet; 
veigl.  Seite  326.    In  die  Formeln 

(4)        X.  =  P^^,  X.  =  P.-^,  X.  =  P^^ 

führen  wir  die  Werte  ein 

...         .         EF.  „  Sls    .        EF.  „  Sls    ,         EF.      S',s 
(5)        8„  =  _2— ,  8»  =  — ^-£F'  ^"  =  ^r^EF- 


(3) 
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Da  nun  für  einen  Obergurtstab 

sis     SC*   \  _m:'   \ 

E'F        k*   EF.~   k*   EF. 
und  für  einen  Untergurtstab 
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ist,  so  ergibt  sich 
(6)        ».. 


.S:»  _  Jft'  ).  See  »T  _  Jg'     X 
i:r~   *■      EF.    "   *■  EF, 


m 


X,  =     "  TT — ^  för  m  =  1  bis  5  und  m  =  7  bis  14, 
Jfil  +  Mt, 


— ».^?*!5S,J 


1    *    ^ 

L 

-^  . 

,.^4^ 

^1^ 

L.,_^i-^ : 

^!^ 

.--,^^ 

--- «. -' 

Daß  i,,  und  8»,  gleich  Null   sind,    folgt   ohne  weiteres  ans  der 
Symmetrie.    Die  Bedingung 


»..--^=0 


geht  über  in 


und  lautet,  mit  Rücksicht  auf  die  fUr  m  =  6  und  m  =  14  bestehenden 


Die  Summe  2  umfaßt  m  =:  1  bis  5  und  t»  ^  7  bis  13. 

Bei  der  Berechnung  des  Einflusses  der  Temperaturänderungen  ist 
der  ireg^hobene  Wert    ^-p-  wieder  einzuführen.    Man  erh&lt 
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(9) 


EF.K, 


Xi,  wird,  der  Symmetrie  wegen,  gleich  Null,  Die  Ermittlung  der  bei 
gleichmäßiger  ErwMTmmg  eutsteheaden  Verschiebungen  8.,  und  *,,  soll 
zunächst  aa  der  allgemeineren  Kgur  383  erläutert  werden.  Man  wähle 
das  Xämpfergelent  0  zum  Pole  eines  WilHotsciiea  Yerschiebungsplanes 
und  stelle  die  Längenänderungen 

durch  die  Strecken  s,,  s^,  s,  dar.  Man  erhält  dann  die  YerschiebuBg 
Ol'  des  wagerecht  geführten  Punktes  1,  indem  man  in  1  auf  Ol   ein 


^' 


Fig.  383. 

Lot  errichtet  und  mit  der  Wa^rechten  durch  0  zum  Schnitt  bringt 
Macht  man  nun  1'2"  =  12  und  ||  12  und  errichtet  in  2"  und  2  auf  1'2" 
und  02  Lote,  so  treffen  sich  diese  im  Punkte  2'.  Von  2'  aus  trage 
man  die  senkrechte  Strecke  2'3":=23  an  und  bringe  das  in  3  auf 
03  errichtete  Lot  mit  der  Wagerechten  durch  3"  in  3'  zum  Schnitt 
Bezeichnet  man  dann  die  Strecken  3"3'  und  23  mit  e  und  A,,  so  ergibt 
eich  für  den  Winkel,  um  den  sieh  die  Scheitelyertikale  dreht,  der  Wert 

J>  =  T— ,  und  es  drehen  sich  daher  die  nach  Nr.  117  mit  den  Scheiteln 
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der  beiden  Trägerhälften  befestigt  gedachten  starren  Scheiben  gegen- 
einander um 

n. 
Das  Zeichen  —  ist  zu  nehmen ,  weil  sich  die  ScheitelvertikalG  2  —  3 
nach  links,  also  im  Sinne  von  X,  dreht,  während  5.,  im  ent^^egenge- 
setzten  Sinne  positiv  gezählt  wird  wie  X„. 

Die  wagerechte  Verschiebung  des  Pankt«s  2  wird  durch  das  vom 
Punkte  2'  auf  die  Senkrechte  durch  0  gefällte  Lot  d  dargestellt;  sie 
ist  also  =  tid,  und  die  Verschiebung  des  AngrifEsponktes  L  der  Kraft 
JL,  betragt,  wenn  die  Strecke  2L  mit  k  bezeichnet  wird, 

tt{d-\-k^)  =  it(d  +  k^, 
so  daß  sich  schließlich  ergibt 

liegen  die  Punkte  1  und  2  in  einer  Wagerechten,  wie  bei  dem  in 
Fig.  381  dargestellten  Sonderfalle,  so  wird  mit  den  aus  Fig.  383  er- 
sichtlichen Bezeichnungen: 

(10)        8.,  =  — 2ef-|-,  8.,  =  26((/,  — ^). 

ElnflnSUnie  für  .Z;,.    Im  Belastungsfalle  X,  =  —  1  entsteht  am 

linken  Endauflager  ein  abwärts  gerichteter  Widerstand  -y-  •    Die  Än- 


für  die  Seitenöffnung:  3ft,  =  5fi.  =  —  1  -- 

„     „    Mittelöffnung:  Jtf;.  =  jtf:.  =  —  1. 

Berechnet  man  nun  die  Gewichte  w„,  and  Werte  x^,  nach  den  Formeln 
(1)  bis  (3)  und  (7)  und  dividiert  diese  Größen  durch  den  sich  später 


x,.  =  —^mw^„ 


hebenden  Faktor  2, 

30  erhält 

man 

Kr 

7»=1  bis  6 

....  =  - 

3;» 

1 

*1 

= 

m 

für 

m  =  6  bis  14 

»..  =  - 

1 

*- 

= 

+i 

und  für  den  ganzen  Träger 
(11)        8..=  S«..= 
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Die  Höhen  A„  und  Gewichte  ^r..  sind  in  den  TabeUen  I  imd  H 
zusammengestellt  worden.  Die  Berechnung  der  Trfigerform  ist  in 
Band  I,  Seite  436,  als  Beispiel  zur  LinienführuQg  der  Gurtungen  ge- 
bracht worden.     Für  S„  ergibt  sich  nach  Gleich.  (11)  der  Wert 


-  0,694  =  6,079. 


TklMUel,  B«it«tiAthiiiig. 


n, 

ft- 

AI 

1 
1^ 

■'-=-ik 

-«.. 

«-.=8»„ 

2-5,9«-«. 

0 

1,20 

1,44 

0,694 

0 

0 

0 

1 

!,:■« 

1,77 

0,066 

—  0,094 

0,094 

—  0,7Ö 

—  1,11 

2 

1,76 

3,06 

0,327 

—  0,109 

0,218 

-0,87 

-1,29 

H 

a,t.i 

fi.30 

0,169 

-0,079 

0,237 

-0,68 

—  0,93 

4 

H,M 

13,2 

0,076 

-0,061 

0,204 

-0,41 

—  0.60 

ö 

Ma 

26,9 

0,037 

—  0.031 

0.155 

-0,25 

-0,37 

Tab*ll»  II.  XittelAfbMuig. 


TH 

A- 

""""«T 

m 

«■.»  — w»  «>., 

^ M. 

6 

7,20 
5,19 

0.139 

0,019 
0,037 

8 

7 

—  0,15 
-0.26 

7 

0.193 

—  0,10 

8 

H,Vb 

0,267 

0,071 

6 

—  0.43 

-0,08 

9 

a,v4 

0,365 

0,133 

6 

-0,67 

—  0,02 

10 

a,(r/ 

0,483 

0,233 

4 

-0,93 

--0,12 

11 

1,64 

0,610 

0,372 

3 

--0,36 

12 

1,3H 

0,725 

0,526 

2 

-1,06 

.-0,63 

1» 

1,24 
1,20 

0,806 
0,833 

0,650 

1. 

0 

—  0,66 

0 

--0,88 

14 

0,694 

+  0,14») 

4,282') 

2.041») 

')  4,282  =  2 


A«' 


•)  2,041=3 


hl' 


■)  •ru,  =  - 


=  0,14. 


Die  8„-Linie  darf  als  die  Momentenlinie  eines  mit  den  Gewichten 
w,  belasteten  Balkens  CAD  au^efaßt  werden,  der  bei  C  frei  aufli^t, 
bei  D  eingespannt  und  bei  A  durch  ein  Gelenk  unterbrochen  ist  Für 
den  mit  «;,,  bis  ii\,  belasteten  Koppelträger  CA  erhält  man  in  Cuad  A 
die  Stützeodrücke  *) 


J  =  —  0,15, 


0,09 . 5  +  0,11  •  4  +  0,08  ■  3  +  0,06  •  2  +  0,03 


=  —  0,21 


*)  Die  Gewichte  w  wurden  auf  zwei  Dezimalt^tellen  abgemudet. 
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feiner  die  QuertrSfte 

0,  =  —  0,21,  <?,  =  —  0,21  +  0,09  =  —  0,12,  0,  =  —  0,01, 
0,  =  +  0,07,  Q,=  +  0,12,  Q,  =  +  0,15 

and  Werte  M:\ 

jtf,  :X  =  — 0,21,  Jf,:X  =  — 0,21— 0,12  =  — 0,33,  if,  : ),  =  —  0,34, 

Jf,:l  =  — 0,27,  J/5.X  =  — 0,16,  lf,:X  =  0. 

Für  den  mit  «?,,  bis  tPu.  imd  außerdem  in  jl  mit  — 0,16  belasteten 

Freiträger  AD  findet  man 

Q,   =0,15  +  0,02  =  0,17,  0,  =  0,17  +  0,04  =  0,21, 

Q,  =  0,21  +  0,07  =  0,28,  0,.  =  0,41,  Oi,  =  0.64,  0„  =  1,01, 

g„  =  l,54,  0„=2,19, 

femer 

M,  :  X  =  0,17,  Jf,  ; ),  =  0,17  +  0,21  =  0,88, 

M,  ■.\  =  0,38  +  0,28  =  0,66,  Jf„  :  X  =  1,07,  Jf„  ; X  =  1,71, 

M,,:\  =  2,72,  Jf„  : X  =  4,26,  Jf,.  :  X  =  6,46. 

Non  erhält  man 

^,  =  —  0,124  X^    =  +  0,100  -X.1,  =  +  1,011 

X^  =  —  0,195  Jf*    =  +  0,226  .Y,,,  =  +  1,608 

-X*  =  —  0,201  X^   =  +  0,390  Jr.,(  =  +  2,518 

J^=  — 0,160  -Y.,,  =  +  0.632  Jr.,^  =  +  3,812 

X^  =  —  0,089  . 

ElnflußUnie  ffir  X».     Infolge  von  .T»  =  —  1  entsteht  am  Unten 

Endaoflager  der  abwärts  gerichtete  Stützenwiderstand  1  -~- ,   weshalb 

'i 

für  die  Seiteuöffnung  J/«(  =  Mz,,,  = '-  x„ , 

„      „    Mittelöffnung  Jf ° » =  M'Ü.i  =  —  1  •  a:.'. 

Mit  x^  =  m\  und  xj  ^m'X  ergeben  sich  also  die  Gewichte 

und  dafür  nehmen  wir 


Mittelöffnong  «„,  =  - 
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Die  Berechnung  von  8„  ist  überflüssig,  da  -Y»  in  der  Mitte  des  sym- 
metrisclien  'Mgets  den  Wert  0,5  liat  Man  berechnet  also  genau  wie 
TOrhin  die  durch  die  Gewichte  y\  hervorgerufenen  Momente  M  und 
findet  dann  aus  der  Gleichung 

A',.  _  M, 

X...       üf,. 


=  0,6 


M. 
3f,/ 


Auf  diese  Weise  erhält  i 

Xn  =  -  0,080 
X„=  —  0,047 
X„=  — 0,048 
JC„  =  —  0,038 
JC„  =  — 0,021 


X„  =  +  0,024 
AJ,  =  +  0,052 
X„  =  +  0,089 
X.„  =  +  0,186 


^„,=  +  0,200 
:f„,  =.+0,284 
Jr„,  =  +  0,386 
X,,.  =  +  0,500 


Für  die  rechte  Trägerhälite  ergeben  sich  dieselben  Ordinaten  mit  den 
entgegengesetzten  Vorzeichen. 

Ermlttlang  der  Lage  von  X,.    Fig.  382.   Am  linken  Endauflager 
wird  durch  die  Im  Abstände  c.  von  den  Eämpfeni  angreitende  Be- 


lastung X.  =  —  1  der  Wideretand    C=  —  1  - 
es   ergibt  sich   daher   mit  den   aus   der  Fig. 


hervorgerufen,  und 
12  ersichtlichen  Be- 


Dar 


für  ffi  =  1  bis  5    M'  =  M',^ " — ^ V- 

„   >»  =  6  Jf:,  =  — l-c,    .lf:,  =  l-«. 

„   wi  =  7  bis  14  3/:  =  1 .  c. 


l,  ■ 


für  m  =  1  bis  5  Jf;  =  Jf;  = 

„   m  =  6.    „  14  Jf;  =  m;  • 

ist,  so  geht  die  Gleichung  (8)  auf  Seite  407  über  in 

,    6    6*'.  +  «        ,K.        <  K. 
und,  wegen  y«  =  c,  —  A_,  in 
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i  folgt  also  mit  c.  =  kg  —  c,  =  7,2  —  c, 

-xI"""--+!tc 


»1. 

2,4  ■  0,908  +  4,282 

«.  =  ^ '-—^ =!^^ 

-i-  •  0,908  +  2  ■  2,041  +  0,694 

c.  =  7,2  — 1,3  =  6,9- 


I  tBr  X«.  Setzt  maji  die  für  M,  angegebenen  Werte 
in  die  Gleicliangen  (1)  (2)  (3)  nnd  (7)  ein,  so  erhält  man  mit  y^^c,  —  A_ 
=  1,27  —  *. 

fto  »1  =  1  bis  6:    «>..  =  — 2  4'5-  =  2«.«i..=  12,0i».. 


6*i 


für  ?»  =  6 


für™  =  7bisl3:    «..=  '•  +  !'- ^^'-J*- 

'--      hl     -^  K      V+'' 
für  ».=  14:  »■,,.=  2 -!'.—  =  2 -5^^« 

imd  es  ergibt  sicli  daher  für  den  ganzen  Ti%er 
»..  =  -|<iW  +  2^+^^=-+2|(2^+2A.+  i) 

=  — ?«Üm«>..  +  2tr_£'  +  45.s_L_|_2  4;-  — 40.2^  +  16 
und  mit  Beachtung  von  Formel  (12) 

8..  =  —  y  c,A«  Smw„.  —  2c J  ^  +  18  =  32,22. 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Abscbnitt 


Die  S„, -Linie  der  Trägerstücke  CA  und  AB  darf  als  die  Mo- 
mentenlinie  der  mit  den  Gewlchtea  u\  belastetea  einfachen  BaUeo  CA 
und  j[£  betrachtet  werden.  Eis  folgt  dies  daraus,  daß  5.,  =^0  ist,  daß 
also  die  beiden  Scheitelvertikalen  (14)  der  das  statisch  bestimmte  Hiiupt- 
system  bildenden  Äuslegerbalken  sich  im  Belastuugsfalle  X,  =  —  1 
nicht  ge^neinander  drehen  und  in  senkrechter  Richtung  dieselbeii 
Yen-ückungen  erfahren.  Diese  Eigenschaff  kann  auch  zur  Berechnung 
von  c,  benatzt  werden.  Für  den  Querschnitt  D  des  mit  den  w,  be- 
lasteten einfachen  Balkens  A  B  ist  nämlich  das  Biegungsmoment  gleich 

dem  statischen  Momente  der  Gewichte  m-jj,,  w^,  .  .  .  to^^c  uod  -^  «^j«,, 

bezogen  auf  die  Stütze  A,  d.  i. 

Mj,  =  S«'.,  (m\  —  /,)  +  y  w^^,ls, 

während  sich  für  D  als  Querschnitt  des  Trägers  CAD  das  Moment 
ergibt 

1  (j         1 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  einander  gleich,  so  findet  man 

und,  wegen  (m'  +  m)  X  — 1^=1,,  nach  Einführung  der  w,: 


pSwiw_,-j — 


-  +  s 


2c.  — h. 


rii- 


-^i»»..-..(2fA-  +  -i-)  +  S^  =  0, 

das  ist  dieselbe  Gleichung,  die  auf  Seite  402  auf  anderem  Wege  ge- 
wonnen wurde. 

Die  Berechnung  der  Momente  der  Balken  CA  und  AB  liefert 


M, 
M, 

M, 

M, 

:X  =  -2,61 
:X  =  — 3,91 
:  X  =  —  4,02 
:X  =  — 3,20 
:X  =  — 1,78 

M, 

:  X  —  +  1,86 
:  X  =  +  3,82 
:X  =  +  6,86 
:  X  =  +  7,92 

jlf„  :X  =  +    9,86 
Jlf„  :  X  =  + 11,44 
Jlf„:X=  + 12,89 
i1/„:X  =  + 12,46 

i  es 

ei^bt  sich  daher 

'•^.  =  5 

M:X 
..:X  ' 

3       M 
=  32,22-  X        < 

,0931-^- 
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X„  =  +  0,173 
A-,  =+0,366 
A',  =  +  0,646 
A.,.  =  +  0,737 


A„,  =  +  0,918 
A,,  =  +  1,066 
A.„=  + 1,164 
A.,.  =  +  1,160 


A„  =  —  0,284 

A,  =  —  0,364 

A,  =-0,374 

A.,  =  — 0,298 

A„=— 0,166 

Eloflnfllinle  für  den  Widerstand  C  der  linken  Endetfitu.  Liegt 
die  Last  P=  1  im  At)StaDde  \  von  der  Stütze  A  und  wird  £  nadi 
linfcs  positiv  geredmet,  so  folgt 

a,=l-5  +  A.i,+A-.  +  A.». 
und  hieraus 

C=  i  (E  +  24  A.  +  A.  +  6,9  A.). 

Li^  P  rechts  von  der  ^Mitte  des  Trägers,  so  ist  das  Glied  %  zu  streichen. 
Die  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  berechnete  C-Linie  ist  in  Fig.  381 
daigeetellt  worden. 

Ordioaten  der  (?-Linie. 


links; 

nwhts; 

1 

0,71 

—  0,04 

2 

0,47 

—  0,07 

3 

0,30 

—  0,07 

4 

0,18 

-0,06 

5 
6 
7 

0,08 

—  0,03 

—  0,07 

0,03 

8 

-0,13 

0,06 

9 

—  0,18 

0,08 

0 

—  0,21 

0,10 

1 

-0,21 

0,09 

2 

-0,18 

0,06 

3 

—  0,13 

0,00 

4 

—  0,07 

—  0,07 

Die  weitere  TJntersuchnng  der  MittelöfEuung  erfolgt  nun  nach  dem 
im  §  11  in  dem  Zahlenbeispiele  angegebenen  Verfahren.  Man  berecline 
der  Reibe  nach  die  Einfloßlinieu  für 

-M°,  -p-=Z7.+  i  cos -Y-ti,   0„  = T^ H 

und 

■D»cos9.=  -^ ', 

und  schließlich  die  Einflußlinien  für 

F.  cotg9.+,=  —  i>„+iC0S9„  +  , 


-Pcotgip.+,. 
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Die  SeitenöffDung  wird  in  deiselben  Weise  uutersncht  wie  die  Seiten- 
öffntmg  eines  auf  4  Stützen  ruhenden  Balkens  (Fig.  352,  Seite  371); 
aus  der  C-Linie  lassen  sich  hier  die  Einflußlinien  fUr  alle  Stabkräfto 
schnell  herleiten.  Die  EinfluJitlinie  fUr  die  Vertikale  über  der  Mittel- 
stutze  wird  nach  dem  aui  Seite  381  beschriebenen  Yerfahreo  be- 
stimmt; man  benutze  die  Oleichgewichtsbedingung  für  den  oberen 
Knotenpunkt  6. 

Dar  ElnflnS  einer  gleiohmäfiigen  Erwärmung  um  35°  ist  (für  Hnß- 
eisen)  abgerundet  und  auf  Tonnen  und  Meter  bezogen 
f    ,EtF. 

„  6,0  W)-»i-F. 


18,0    3,0-6,0     ■ 
f'\   >EtF. 


-400^ 


,„24-.y  -»^1^  =  4000... 

Der  Einflofi  der  Temperaturänderungen  ist  Terhältoismäßig  groü,  and 
es  empfiehlt  sich  daher  stets  die  Anwendung  der  genaueren,  die  Fono- 
änderungen  samtlicher  Stäbe  berücksichtigenden  Pormehi 


^^4f 

Außer  der  gleichmäßigen  Erwärmung,  welche 

»„  =  —  2-^6/  und  h.,  =  %{ly  —  ^tt 

liefert,  prüfe  man  noch  den  Einfluß  einer  ungleichmäßigen  Erwärmung 
der  beiden  Gurtimgen.     Dann  ist 

S„=2e(iS,s  und  J„  =  Ss(S.s 
zu  setzen. 

163.  Der  Balken  auf  4  Stützen,  der  bereits  im  §  13  (Fig.  350) 
untersucht  worden  ist,  kann  auch  auf  dem  in  Nr.  162  eingeschlagenen 
Wege  berechnet  werden.    Es  ist  .X,  =  0. 
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164.    Die  Kveifaoli  staüiah   osbestlmmte  Bogenbrfieke   mit  drei 
Offniiligeil,  Mg.  384,  wird  in   ähnlicher  Weise  untersucht  wie  der  in 


Fig.  384. 

Nr.  162  behandelte  Ti%er.  ,  Es  ist  X.  =  0,  und  außerdem  ist  der 
Angrilfepunkt  von  X^  und  X,  von  vornherein  gegeben. 

165.  Eingelenkbalken  mit  drei  ÖffDongen,  Fig.  386.  Es  wird 
X,  =  (i,  und  man  erhält  nach  Zeichnung  der  Biegungslinie  fürXt=: — 1 
den  Einfluß  von  P 

X,=  P^. 

In  den  Figuren  385  sind  aus  der  ^»-Linie  die  Einflußlinien  für  die 
Momente  M„  und  Jf»,  für  den  Stützenwiderstand  A  und  die  Spann- 
kräfte Z>  und  D'  hergeleitet  worden.  Der  KräftemaßstÄb  ist  \^^P^\. 
Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  ist  entweder  gleich  Null 
oder  (falls  der  Träger  unsymmetrisch  ist  und  die  Auflager  nicht  in 
derselben  Wagerechten  liegen)  unwesentlich.  Ungleichmäßige  Er- 
wärmung, z.  B.  Sonnenbestrahlung  der  oberen  Gurtung,  kann  dagegen 
größere  Spannkräfte  hervorbringen.  Man  berechne  dann  X^,  mittels 
der  Formel 


und  berücksichtige  die  Läugenänderungen  sämtlicher  Stäbe. 

HfilUr-Brealan,  Graphische  SUtik.    II.  I.  27 
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Erate  Abteilung.     Zweiter  Abschnitt 


Fig.  385. 

166.  Der  Eingelenkbogen,  Fig.  386.  Das  statisch  bestimmte  Haupt- 
system besteht  ans  zwei  Freitragera;  die  Uuteisuehung  dieses  Trägers 
unterscheidet  sich  also  von  der  im  §  11,  Nr,  116,  durchgeführten  nur 
dadurch,  daß  JC,  ^  0  ist  und  der  Angriffspunkt  von  X^  und  X,  mit 
dem  Scheitelgeletk  zusammenfällt  Fig.  386  zeigt  einen  Teil  des  T"er- 
Bchiebungsplaiies  für  JVj=  —  1.    Die  Strahlen  Oc,'  und  Oe^'  stellen 


./Google 
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die  TerscMebungen  d&r,  welche  das  Scheitolgelenfe  als  Ponkt  des  linken 
oder  rechten  IVeiträgers  erfährt    Om'  ist  die  Yerschiebung  des  AOgriffa- 
pnnktes  m  von  P_.    Wählt  man  -^„X'^i'^s'»  ^°  ^^ 
X^  =  P.^  und  X  =  P,-r^- 


1- 

^23^-,.^^^ 

^^^' 

Fig.  386. 

Käherongsformelii.  Für  einen  symmetiiscben  Bogen  mit  paiibeUöimigea 
Onrtangen  lassen  sich  auf  dem  im  §  11  unter  e,  Seite  349,  eingesdilagenen  ^ege 
genügend  genaue  Formeln  zur  Berechnung  der  von  senkrechten  Lasten  herror- 
gerufenen  Eräfte  Xt  und  X,  herleiten.  Das  Scheitelgelent  liabe  von  der  oberen 
Ourtnng  den  Abstand  «,,  von  der  unteren  den  Abstand  e.;  bezüglich  der  übrigen 
Bezeichnungen  verweisen  wir  auf  Fig.  367  und  auf  die  üntei^uchung  im  §  11.  Fiir 
Ä  gilt  die  auf  Seite  361  für  P=  1  abgeleitete  Formel 


A'»  = 


+ 1  'i'  L^ 


3«  +  (l-2«)-T 


-0,6(1- 


-)« 


und  für  X,  erhält  man  (verg).  Seite  3 


2/(j'.»  +  J'-*)"rfx 
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und  M  doroli  die  Oledclinng  erklärt  wird 


"  (y. + y.) =»  [/i -J -«.  +  /■- -J  +  %] 


Da  M  das  Bie^angHmoment  eines  an  der  Stelle  x^^ly  dngeepannten,  durch  die 

Btetige  Belastung  w  beanspraoliten  FreitrSgere  ist,  so  sind  die  IntegrationBlonEtanten 
der  voistebenden  Differeutialgldcliung  durch  die  Bedingungen  bestimmt: 


Han  erhfilt 


'-\sü 


+ 1.  («.'  +  «.•)  (!  +  ")• 
stelle  3-j=:a 

i  =  ^[-2  (f.  +  «T  +  6(«.— .)t']. 
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wo        f  =  2(r.'+^.')(l  +  5.)  +  10(/-..._/;M(l  +  8.)+S0(i'  +  i')(l  +  .l, 
,  =  [30. +  10(1-3.)- -5(2 -3n)-^  +  3(l-a)^y]|^, 

Der  EinfluJi  einer  gleichmiSigen  IDrwärmnng  um  r  ist,  wenn  F,  den  mittleren  Gurt-  | 
qneiectuiitt  in  der  Nähe  des  Sclieitels  bedeutet,  ,^.^0  nnd 
2tEtt,F,k,* 

X.. T , 

8/(9.>+».')«äi 


-A 


e,  =  c  =  |A..    Fig.  1 

f.^f-Hh-h.). 


+  A.'(H  +  5«)  +  A.A»(3  +  5n; 
bmäQigen  Erwärmung  ist 

mtElF.k.* 

5(,  o-  /  o         •■\ 

,-    _  15  ».■ 


V  =  l/' (1  +  6.) +  »."(11  +  5.)  +  ».».  (3  +  6.)  +  i.' (1  +  6«). 
Der  EinlluB  einer  gleicbmäQigen  Erwärmung  ist 

mtElF.h,* 
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Hierzu  gehört 

2 
Fax  n  =  0  eigibt  aicb 


r+»f]' 


in 


^-f.i- 


Die  folgende  Tabelle  enthält  für  die  GreuzfiUIe  «  =  1  nnd  n  =  0  die  Werte  S,  nnd 
X,  -j-  sowie  die  Zahlen  -^  i,  wo  ^  die  Ordinate  der  durch  die  Gleichnng 

Iwatiinniten  Klmpferdracklinie.  Die  Zahlen  beweisen,  daS  der  fSnflafi  v^n  «  recht 
erheblich  ist.  Da  nun  beim  Eiugelentbogeu  die  Steifi^eit  vom  Scheitel  nach  dem 
KSmpfer  stärker  zunimmt  als  beim  gelenkloaen  Bogen,  bo  wird  ee  sich  empfehlen, 
bä  der  ersten  Überachlogsrechnung  a  noch  Ueiner  za  wählen  als  nach  dem  anl 
Seite  351  in  der  Fuünote  gemachten  Yorschlage.  Den  Einflufi  der  Tfflnpenhu- 
ändemng  wird  man  auf  jeden  Fall  noch  einmal  genauer  mittels  der  Formel 


X.,= 


tU, 


berechnen,  deren  Nenner  si.'h  über  die  Stabe  der  einen  Bogenhälfte  erstreckt 


a 

^ 

-X, 

f 
vi.' 

y» 

f 

T 

«=1 

«  =  0 

a  =  l 

L-° 

«=i 

a  =  0 

0,0 

0 

0 

0 

0 

0,600 

0,400 

0,1 

0,007 

0,001 

0,0117 

0,0023 

0,558 

0,379 

0,2 

0,028 

0,007 

0,0437 

0.0162 

0,513 

0.305 

0,3 

0.061 

0,023 

0,0917 

0,0491 

0.464 

0,327 

0,4 

0,104 

0,051 

0,1520 

0,1037 

0,411 

0.296 

0,6 

0,lö6 

0,094 

0.2214 

0,1797 

0,363 

0,261 

0,6 

0,216 

0,151 

0,2970 

0,2743 

0,291 

0.230 

0,7 

0,382 

0,223 

0,37G7 

0,3833 

0,224 

ai74 

0,8 

0,362 

0,307 

0,4ö87 

0,5018 

0,153 

0,122 

o;9 

0,426 

0,401 

0,5417 

0,6261 

0,079 

a064 

Ifl 

0,600 

0,600 

0,6250 

0,7600 

0 

0 

167.  Dreifftoh  statlBOli  unbeBtiiDmte  Eettanbrfieke  mit  drei  öfltiiuigeiL 
Hg.  389.  Die  Ketten  CAo,  A^B^  und  B^D  werden  durch  eine  auf 
vier  StUtapunkton  ruhende  gegÜederte  Scheibe  versteift  nud  sind  mit 
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dea  EndpunkteD  dieser  Scheibe  befeetigt  Die  Terankenmg  der  Kette 
wird  also  erspart,  nnd  man  kommt  mit  schwachen  Widerlagern  aus.*) 
Das  ganze  System  besitzt  nur  ein  festgehaltenes  Auflagergelmk  und 
drei  in  wagerechten  Bahnen  geführte  Stützpunkte.  Trennt  man  den 
Versteifungsbalken  in  der  Mitte  durch  einen  senkrechten  Schnitt,  Fig.  390, 
und  bringt  man  (nach  Nr.  117)  an  den  Scheiben  I  imd  11  die  Kräfte 
X„  J»,  X,  an,    so  besteht  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  aus 


Fig.  389. 


zwei  Auslegerbalken,  die  durch  die  Kette  miteinander  verbmiden  sind. 
Den  in  Fig.  390  angenommenen  wagereehten  Verbindungsstab  hat  man 
sich  unendlich  klein  zu  denken.  Bei  unsymmetrischer  Anordnung  des 
Tragwerks  wird  die  Erfüllung  der  Gleichungen 
»..  =  0,  h„  =  0,  8„  =  0 
auf  die  in  Nr.  117  beschriebene  Weise  herbeigefülut  Ist  der  Trfiger 
)  werden  die  beiden  ersten  Bedingungen  durch  ein  senk- 


Fig.  390. 

rechtes  Jf»  und   ein  wagerechtes  X^  befriedigt    Der  Abstand  c  der 
Kraft  X,  vom  Scheitel  der  Kette  wird  mittels  der  Gleichung 

»..  =  ^%§?=o 

*)  Dafür  ist  allerdings  der  Eisenverbrauch  verhältnismäßig  groß.  Das  System 
wirkt  aber  in  ästhetischer  Beziehung  recht  vorteilhaft;  es  wurde  von  meinem  ehe- 
maligen Hörer,  Herrn  Dipiom-Ingenieur  Eydc  bei  der  Mühlenthor-Brüclte  in  Lübeck 
Eur  Ausführung  gebracht  Vergl.  die  Mitteilungen  über  den  Elbe-Trave-Kanol  in  der 
Zeitschrift  d.  Ter.  deutsch.  Ing.  1900. 
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bestiimnt  Der  Gang  der  Bechnung  ist  derselbe  wie  in  dem  in  Xr.  162 
durchgeführten  Zahlenbeispiele.  In  den  Belastimgsfälleii  X,  =  —  1 
and  Xi^  —  1  werden  nur  die  St&be  des  Yeisteifungsbalkens  bean- 
sprucht; die  Kette,  die  Hängestangen  und  der  Stönder  A^Ä  bleiben 
spannirngslos.  Es  sind  also  nur  für  den  Einfluß  von  X,  neue  Formeln 
atifznstellen. 

Der  Einfluß  der  statisch  unbestimmten  Größen  X  auf  den  Wider- 
stand C  der  Endstiltze  und  auf  die  Momente  M"  und  M'  für  die  obereu 
und  unteren  Knotenpunkte  des  Yersteifungsbalkens  ist  mit  den  in  den 
Figuren  389  bis  391  imgegebenen  Bezeichnungen: 


h 


für  die  Seitenöffuung: 


Fig,  391, 


und  für  die  Mittelöffnuug 

M'  =  X,-\-X,x'~X,(c-y.) 
M-  =  X.  +  X,x'  —  X,(c  —  y.). 

ITähernngafonneln.  Ist  der  YersteifungsbaUea  ein  Farallelträger  mit  kon- 
stantem Gurtquersclmitte,  so  laftseo  sii^  einfiiche  Näberongsformeln  aufstellen,  die 
auch  im  Falle  sohwach  gekrümmter  Gurtungen  zur  ersten  Abschätzung  der  Quer- 
schnitts verMItnis^e  benutzt  werden  künuen.  Die  Endpunkte  G  der  Kette  Rdlen  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  Gurtungeu  tugeuommea  werden.  Wir  rechnen  mit 
unendUch  kleinen  Feldweiten,  setzen  abo 


'■■==:w  =  l;?/../(-«'  +  *^'" 


und  erhalten,  da  für  die  Seitenöffnung  ^fl  =  JUU  = j-  und  für  die  Mittalöföinng 

jw;=j/;=— 1  ist. 
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EFk*i..  =  i  f^  dx  +  i  fdx  =  ^  (i. 


Nan  ist  weiter  für  die  Seitenöffnung  Ml  =;  Mt  = p-  und  für  die  MittdÖffaiing 

EFh*Sn  =  Um? -^Mf)dx  =  A  f^^ rfx  +  4  fx'^dx- 

(2)  £fA«B..  =  i-V('.  +  '.)- 

Zur  Beredmung  der  I^ge  von  X,  dient  die  Bedingung  8.1:=  0,  dai^  ist 
EFk*i.,=  f{MlM',  +  Ml]lCidx:=Q. 

Es  genügt,   diesen  'Wert  für  die  Hälfte  des  syminetrisulien  Trügera  zu  berechnen. 
für  die  Seitenöffnung  ist 

"■'••■=-i{f-'-) 

für  die  Uittelöffnusg 

«:;«:=- i-(c-j.) 
m:k=-i-(»-s.), 

und  man  erlmit  daher  (wegen  y* -(- jr.  =  2jf)  die  Gleichung 


/f  (x  ~ ')  ■*' +/'■■  -»)'''= 


Ji,(t-4,  +  O  +  I,(.-»,  +  J«  =  0.-) 
Bieiana  folgt  die  einlache  Gleichung 

(4)  c  =  *,--,-pjj_ 

Zu  dem  "Werte 


*)  Hau  beachte,  daß  j  yxdx  das  auf  die  Senkrechte  durch  f7bezogene  statische 

Moment  der  Fläche  ist,  die  von  der  Parabel  C.4,,  dem  Ständer  A^A  und  der  Balken- 
ac)i3e  begrenzt  wird;   man  erhält 

'1      .         Ii,.l,      21,        2  , ,     l, 
yxdx=--.-^—^f,lr^- 
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liefern  auch  die  Ketten,  die  Hängestangen  und  die  Ständer  A^Ä  einen  Beitoig.  Ib 
ist  aber  für  unsere  Zwecke  zulässig,  den  Einflufi  der  Hängeetangen  und  Ständer  za 
vernachlässigen  und  die  Annahme  Fm^F^ssci  zu  mechen,  wo  Fa  den  Qaerschnitt 
eines  um  a.  gegen  die  Wagerechte  geneigten  Eetten^edee  und  F^  den  Queracluiitt 
der  Kette  im  Scheitel  bedeutet  Der  Zug  in  einem  EettengUede  ist  gleich  Z,sec  a; 
es  ist  also  Sci=  —  1  ■  sec  o,  und  man  erhält  für  den  Beitrag  der  Kette  zu  dem  Werte 
EFk'Sce  nach  Seite  269  für  eine  SeitenÖffnimg  und  die  halbe  Mittelöffnong  den 
Ausdruck 

(^f».M.=^/^.*«c-.=;;»-[',(i+fl^+ij) 

Für  die  linke  Hälfte  des  Versteifungsbalkens  ist  der  Beitrag  zu  BFh'S^: 
k  +  k 

WD  für  die  SeitenÖffnnng 

^+"'  =  (f-»+l)'+(f-''-|)' 

und  für  die  Mittelöffnung 

und  es  ergibt  sich  daher  mit  Bäuksicht  auf  Gleichung  (3) 

(EFft,,U  =  2  U'dx-2  j-  f,scd:i  +  2  f  fdx-  Ic  ^yi»  + -^  ((,  +  i,) 


2f,-dr  +  2fs- 


h'dx 

1  für  die  Seitenoffnimg 


ist  und  für  die  Mjtteiülfiiuiig 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (4): 

*)  Dieser  Wert  für  die  Summe  des  zweiten  imd  vierten  Gliedee  der  vorsteheodm 
Gleichung  folgt  ohne  weiteres  aus  Gleichung  (3). 
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Uithin  wird 

(^?'A.8„),=i|{/;.;,+V',)--3-(A,-'')'('.+3i,)+yA«(i.  +  y 

und,  da  wir  nur  die  Hälfte  dea  Baltens  berücksichtigt  haben, 

■Nun  lassen  sich  die  Einflußlinien  für  die  Größen  X,,  Xt  und  X,  gehr  aohnell 
ermitteln.    Die  Gewichte 

"  ~        k*         EF 

ersetzen  wir  wieder  durch  eine  stetige  BelBstong 

multiplizieren  diese  mit  —  -  k*  EF  und  erhallen  der  Reihe  nach  für  die  Seitenöffnnng 

ilie  folgenden  Belastungsordinaten,  die  wir  ab  Mittelwerte  von  M*  nnd  M'  mit  M  be- 
zeichnet haben.  Eb  sind  dies  gewissermaßen  die  anf  die  BaDtenachse  bezogenen 
Momente 

.«.=i(M:+jfn=«|--», 

nnd  für  die  Uittelöffnung 

Jtf,  =  — 1,    JiU  =  —  l-z;    M.  =  c~y. 

Die  so  gewonnenen  Belaatungsflächen  sind  in  den  Figuren  392  a,  b,  o  durch  Schraf- 
fierung hervorgehoben  worden,  die  ihnen  entsprechendeii  Momente  geben  durch  die 

entsprechenden  Werte -s-£fA'tt„,  -^  EFh^ln,  -^  EFh*i„  dividiert,  die  Ordi- 

naten  der  Einflußlinien  für  X^,  ^T»,  X,  an.  Bei  der  Berechnung  von  X,  und  X^ 
handelt  ee  sieh  um  die  Ermittlung  der  Momente  für  einen  B^en  CAD,  der  bei  D 
eingespannt,  bei  G  frei  aufliegend  ist  und  bei  A  ein  Gelenk  besitzt;  während  die 
Ordinaten  der  Xrlioie  sowohl  über  der  Seitenöffnnng  als  über  der  MittelÖffnung 
den  Biegnngsmoaenten  einfacher  Balken  CA  und  AB  von  den  Stützweiten  ^  nnd 
/  ^22,  proportional  sind.  Man  vergl.  auch  das  Zahlen beispiel  in  Nr.  163.  Da  sich 
die  Belastnngsflächen  aus  Rechtecken,  Dreiecken  und  Parabelabschnitten  zusammen- 
setzen, so  können  die  in  der  Tabelle  auf  Seite  430  für  zwanzig  Teilpunkte  der  Stütz- 
weite berechneten  Zahlen  benutzt  werden.  Die  Zeiger  R,  D,  P  weisen  auf  das 
Rechteck,  das  Dreieck  und  den  Farabelabschuitt  als  Bela.'itui^fläche  hin;  die  giöfite 
Belastungshöhe  ist  mit  *  bezeichnet  Durch  die  über  der  Tabelle  stehenden  Kgnren 
und  die  darunter  stehenden  Formeln  dürfte  die  Tabelle  genügend  erlfintert  sein.*) 

:  bereits  bei  der  Berechnung  der  durchlaufenden 
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Die  Anwendung  dieses  Teriahrens  anf  den  vorliegenden  Fall  befert  für  die  Seitan- 
öffnnng  die  Gleichungen: 


ii^k+i,) 


-EFV6,,  durch  die  Gleichung  (5)  bestimmt  ist 


tr""^5^ 


.^ — «cM!MlirT^ITE3'iiTii^^  ^ 


'11 -l,- 
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Um  JCi  für  die  Mitteloffnnng  zu  berechnen,  beachte  man,  daS  der  Eoppettrfiger  CA. 
in  Fig.  392a  in  ^  auf  den  Freiträger  AB  den  Dract  -5-  ■  -'■  ausübt.  An  der  Stelle 
X  des  Freiträgers  entsteht  also 

Dividiert  man  diesen  Wert  dnrcli  -5-  i?FA*8,.,  so  erhtUt  man 


-1:.= 


£(2i  +  3i) 


4(1, +  3« 
und  ganz  ebenso  entwiclEelt  man  die  Gleichung 


*=4ftwH+'T-|-)'r-*' 


Für  die  Mittelöffnung  erhält  man 

""[    3  2      J  EFm., ' 

Die  Zahlen^erte  uji"  und  u^  dieser  Gleichung  entsprechen  der  Stützweite  J=2^. 
Ist  %.  B.  ii  =  ^  und  /i  —  /i  -^  =  —  ^, ,  so  ergibt  sich 
h       „-^    f-^  f 

-2-i;W-^^-^  =  .^/;.  +  A.  +  A»-j,^(^2  +  ^-^  +  -^j- 

Für  /,=  i,  =  32-,  ^,=  8-,  ^=2,0-,  A  =  2,0-,  A,  =  10-  wird  A,  — ö=4^-  und 

1  iJf A'  -^  =  22,633  +  8,81  ■^-, 


also  für  F=:0,51Ji,    -4-  ,  =27 


1     EFI^., 


F  =0,13  Fi,  „  =29 

F=0,S6F»,  „  =30. 

Ist  f  =0,62/*,  so  ergibt  sich  für  die  Seitenöffnung 

Y        32  f  4,6    ,       „gfll 

_         18a>p+16Mr" 
~  21 

\ind  für  die  Mittelöffniuig 

^         4  ■  32   r  ,       „8  4,5 1 

„        256uj."— aißtdji 
^= 21 

•)  Die  für  Xa  nnd  Z»  gefundenen  Gleichungen  gelten  auch  für  dea  Balken 
auf  Tier  Stützen;  die  für  A%  erhaltene  auch  für  den  in  Nr,  165  nntermichten  Ein- 
golenkbalken. 
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Tabelle  dar  Werte  u^,  Ud,  Up,  up". 


^^. 

^^gl 

^jg^ 

♦™iij    ' 

f"^.  ;            + 

"t-nT^!;      T 

C^H             7" 

t — i  — j 

1» 1 J 

L Z J 

ctr...  j,  — j 

^     j* 

^                      S 

-4                  -B 

V           p 

j 

x« 

4äx(/  — a-) 

*'  =  *T 

x.=.^ 

X,-             ^^ 

*' 

if 

i  =  B^^ 

^  =  T 

^=15- 

^  =  5=^ 

2 

-=T 

.=i 

3 

»/»     ■ 

*I» 

^/« 

-  */» 

M= 

"»-r 

"*    6 

"--12- 

»p  — „- 
3 

„     l  *•      J*  ,   1  J- 

X 

X           j' 

X            I« 

LC              X* 

*"--a/«     p"*'2r 

T 

«.^y— ^ 

--  =  T— /T 

"''=T-> 

=«.(1  — »■) 

QfX> 

0,0475 

0,0499 

0,0500 

0,0498 

0,10 

0,0900 

0,0990 

0,0999 

0,0981 

0,16 

0,1275 

0,1466 

0,1496 

0,1438 

0,20 

0,1600 

0,1920 

0,1984 

0,1856 

0,25 

0,1875 

0,2344 

0,2461 

0,2227 

030 

0,2100 

0,2730 

0,2919 

0,2541 

0,36 

0,2275 

0,3071 

03350 

0,2793 

0,40 

0,2400 

03360 

0,3744 

0,2976 

0,46 

0,2476 

03689 

0,4090 

03089 

0,60 

0,2500 

03760 

0,4376 

03125 

0,66 

0,2475 

03836 

0,4685 

03089 

0,60 

0,2400 

03840 

0,4704 

0,2976 

0,66 

0,2275 

03754 

0,4715 

0.2793 

0,70 

0,2100 

03670 

0,4699 

0,2541 

0,76 

0,1875 

03281 

0,4336 

0.2227 

0,80 

0.1600 

0.2880 

03904 

0,1866 

0,85 

0,1275 

0,2359 

0,3280 

0,1438 

0,90 

0,0900 

0,1710 

0,2439 

0,098t 

0,96 

0,0476 

0,0926 

0,1355 

0J)498 

h- 

12" 

24" 

^40" 

"30" 
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Xt :  li   und  X^  sini   nur   von   dem  Verhältnis  l, :  l,    anhängig.     Man  erhält  für 


für  die  Seitenöffnong  ( 


für  die  Mittelüffnong 


)i-i} 


X 

X. 

i 

J. 

/, 

X. 

Ä 

T 

X. 

o,a 

-0,384 

—  0,024 

—  0.043 

0,2 

h    1,04 

^ 

h  0,064 

0,1 

^ 

[-0,270 

(1,4 

-0,672 

—  0,042 

—  0,105 

0,4 

-   2,56 

0,162 

(1,2 

■ 

(1,8 

—  0,768 

-0,048 

—  0.146 

0,B 

-   4« 

■  0,268 

0,3 

- 

-0,938 

11,« 

—  0,676 

—  0,036 

-0,125 

0,8 

.    7,04 

-0,376 

0,4 

■ 

-1,159 

1,0 

h  10,00 

H 

^  0,500 

0,5 

H 

^  1,238 

Den   Eiiiflnß   yim  Temperatntttndenuigeii    berechne   man   mit  Hilfe    der 
genaneren  Formeln 

_     SitS.s        _   _     "StlS.s 


and  herücksicbtige  die  Ungenänderangen  sSintlicber  Stäbe.  X^,  wird  =0,  weil  der 
Trager  symmetrisch  ist    Die  Lage  von  X,,  bestimme  man  mittels  der  Bedingung 

Für  den  ersten  Beohnongsgang  empfietdt  sich  die  folgende  Entwicklung.  Man  schreibe 
den  Oliedem  der  Kette  die  TemperatuÄnderung  (»,  der  oberen  Ourtung  den  "Wert  („ 
nnd  der  unteren  Gortong  den  Wert  f.  zu  und  lasse  die  Füllungsglieder,  die  Uänge- 
gtangen  und  die  Ständer  A^A  außer  acht.    Man  ertiält  dann 


nnd,  wegen  Jtf^=Jtf|I  =  AfB, 


-ir- ]"■■'■ 


Das   Integnl  stellt  den   Inhalt  der  in  Figur  392a   schraffierten  ^-Fläche   dar. 
treehalh 

1,    ...  .(I.-I.)  (h    ,  .\ 
T'-'  = 4 \2+V 
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-V.,  =  0,76.^F(,.-,.)*-(U-m. 

Leiter  ist 

h+lt  k+h 

2  8„  =  S5,t(j  =  — t(*S«seca  +  ^  /  M^dx  —  ^  j  U'd^ 

ad,  wegen  M',  =  M.-\^^h  und  M^=HU  —  ^h, 


Das  letzte  Glied  darf  als  belanglos  TeroachlAssigt  werden;  aach  ist  es  miafsi;. 
8.  durch  /,  +  f,  zu  ersetzen;  es  handelt  sich  ja  nur  um  eine  Aiinihenuig  nnd  die 
Tninfnhning  der  Zahlenwerte  t,  nnd  U  beruht  ohnehin  aui  einer  ziemlioh  ginb« 
Schätzung.*)    Man  erhiUt  also  schließUch 

In  unserem  Zahlenbeispiele  ist 

k  =  l„  A=2-    -A- ^FA' -^'  =  28, 

folglich  (für  FliiBeisen  und  bezogen  auf  Tonnen  und  Meter) 
-X.,  =  ^ .  £-F{(. -(.)  A  =  |- .  260  {(.-(,)  P 
.X.,  =  281,25  {(.—  (Jf 


.t£F(^  +  (.  — 2/.)-"-  =  260J'((.  +  (.-2(. 


-Y„  =  3fi((.  +  (.  — 2(j,)F. 
Im  Falle  i,=  t,  —  l^  wird  .T.,  =  0  und  X,  =  0. 

Liegt  die  obere  Gurtung  oberhülb  der  Fahrbahn,  so  ist  sie  ebenso  wie  die  Kette 
der  Sonnenbestrahlmig  ausgeätzt.  Setzt  man  für  diesen  Fall  f.  =  0,  /,  ^  ^  =  W, 
Go  erhalt  man 

,Y„=4200J;,   X.,  =  ~htöF„ 
wo  F.  einen  mittleren  Gurtquerachnitt  bedeutet 


*)   In  unserem  Zahlenbeispiele  nürde  die  Summe  der  beiden  letzten  Glied» 
c(23<.+  25M(^i  +  ^i)  . 
"2-24 


L,  und  dafür  darf  man  setzen  -„-^(fB'H '>)('l'I~^)- 
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Da  nun  e  =  6.5*'  und  A;=2^"  ist,  eo  entstehen  in  der  Hittelöffnnng  die 
Gurtkiäfte 

O  =  ~~  =  -OfiX^,+  0^  X.. {5,5  -  y.). 
In  der  Mitte  dea  Trägere  ist  y,  =  l^-    y,  =  3,0-,   also 

Ü=  +  SWQF„    0  =  — 2800f.. 
Über  der  Mittelstütie  ist  y.  =  9,0-    i/.=  ll,0"  und 

u=  +  i^mF„  o  =  -eooF.. 

"Wäre  in  der  Mitte  F,  =  1^5  F,  und  über  der  Mitfelstütze  f,  =  2  F,,  so  würden  sich 
an  diesen  Stellen  in  der  oberen  Gurtung  die  Spannungen 

0.  =  Yg^  t/qm  =  224  kg/qcm   und    o,  =  —  -j^  =  —  30  ig/qcm 

ergeben.  Man  erkennt,  daß  ungleichmäßige  Erwärmung  ziemlich  erhebliche  Spannungen 
hervorbringt  Die  genauere  Rechnung  lierert  geringere  "Werte,  da  3.,  und  8,,  größer 
ausfallen. 

168.  Zveifooh  atatlsflb  aobeatliiiinteT,  daroli  einen  Balkan  mit 
paraUalen  Qurtnngen  versteifter  Stabbogen.  Fig.  393.  Im  Bogen  ent- 
steht oberhalb  des  Versteif ungsbalkens  der  Horizontalschab  X^,  unter- 
halb dea  Balkens  der  Horizontalschub  X^.  Bei  starren  Widerlagern 
lauten  die  Elastizitätsgleichungen 


Im  BelastnngsfaUe  X^^  —  1  bleiben  die  in  Tig.  393  n  durch  gestrichelte  linien 
dargestellten  Stäbe  spaonungslos. 

Der  Einflufi  der  längenänderungen  der  Diagonalen  des  Yerateifnngabalkens 
auf  die  OröBen  Xr  und  X^  ist  leicht  zu  berücksichtigen.  Eb  sollen  daher  die 
Gewichte  w  mittels  der  Formeln  (6)  and  (7)  auf  Seite  105  berechnet  werden,  !Für 
einen  {J!^I!L)  Ourtetab  von  der  Länge  21  ergibt  sich 

EF  ' 


,  A8.= 


d  ^  d      d 

S.  =  +  lB,U.-j-,    i,.  =  +  lg^-^~^y-, 

WO  F  und  Fj  die  konstant  angenommenen  Qaerschnitte  der  Ourtungen  und  Diago- 
nalen bedenten.  In  den  Stäben  des  über  dem  Balken  hegenden  Bogens  entstehen 
die  Spannkräfte  Sa  =  —  seo  a».    Der  Bogen  habe  im  Scheitel  den  Quersctmitt  F»; 


für  den  um  B_  geneigten  Stab  des  Bogens  sei  F=  i^*  sec  a,  s 

»"-«■■=-i;.r-^ 

Man  erhält  nun  nach  Gleich,  (ö),  Seite  106,  für  ein 
Gurtung 

n  Knotenpunkt  der  unteren 

■  all«r-Br«>lau,  Oraphlsche  SUUk.  II.  1. 

28 

„Google 


Erste  Abteilang.    Zweiter  Abschnitt 


nnd  nacli  ^eglafeung  des  konstanten  Faktor! 
«:,.  =  3*-  +  -2  (!?«-  — tg 


hßEF 


F    d> 


n    X» 

Zu  demselben  Ausdrucke  führt  die  Oleich.  (T),  Seite  105,  für  einen  Knotenpunkt  der 
oberen  Gurtiing.    Dem  Euotenpunkte  3  enb^richt 


..: -tg»,X 


J^-£»iU 


Fig.  393. 

Liegen  die  Knoten |)unk~te  des  Bogens  in  einer  Parabel,  was  hier  voraosgesetzt  werden 
möre.  so  ist 


tga.  — tga„H 
w„  =  y^  +  if. 


\*     F     d* 


_      y^  —  h      F    rf»  __ 
*''*"■  2      ■  Ft    l»  ~ 
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Für  8a.  ergibt  sich  der  Wert 

ond  wenn  (genügend  genau) 

2nsec»ii  =  i.A  +  ^-^\  =  i.*) 
gesetzt  wird, 


(3)      e„= 


21' 

EFh* 


Schätzen  wir  Fi  =  Q^F  und  /■»  =  2,5/',  so  erhalten  wir  mit  den  in  die  Fig.  392 
eingetragenen  Abmessungen 

if  —  =4.49  —  =  —    —.—-;=  -— .  1  40  =  40 

«'-=y-  +  0,4 

w,  =  tr„  =  2,6. 

Zffm*  =  2  (2,8«  +  4,8»  +  6,02')  +  6,4'  +  2.{2,4>  +  4,0*  +  4^)  =  264,32 


j  (1,3»  +  1,1'  +  0,9'  +  0,7'  +  0,5'  +  0,3»  +  0,1»)  =  6,07 

t„=-J-^--  188,11 +  6,07 +  2,101  =  96,3 -j 


■  3,0  ^■ 

.  J^;,,-  188,11  +  6,07  +  2,101  =  96:3  -^^'^. 

Betrachtet  man  die  Gewichte  tc  als  Lasten  eines  einfachen  Balkeas  AB  nnd 
berechnet  die  zugehörigen  Biegungsmomente  J£,'  unter  der  Annahme  X  =  1,  so  be- 
steht zwischen  den  Mm  und  den  Durchbiegungen  e_.  die  Beziehung 
2X' 
~'  EFh*  " 


^■"  =  -S^^nT^~- 


Für  die  Momente  Af.'  erhält  man  die  folgenden  Werte 

M,-=   28,0      I      3f/  =  142.0      I      Jf,'  =201,0 

Mt'=   56,0  «,'  =  166.6      I     ift'  =209,6 

Mt'  =   84,0  M,'  =  186.0      |      Jf,»'  =  213,0. 

iW,'  =  114,6      !  ! 

In  Flg.  393b  sind  die  im  Bela.stungs(al)e  A't  ^  —  1  spannungslos  bleibenden  Stäbe 

durch  gestrichelte  Linien  dai^estellt  worden;  der  obere  Bogen  ist  spannungslos  und 

wurde  weggelassen.    Man  erhfilt  für  einen  /  ^^tI^ }  Gurtstab  von  der  lÄnge  2 1 


für  die  Diagonalen 

der  e 

5»=  +  -^.  a..=: 

rsten  beiden  Felder 

+-;■ 

2X 
EF 

s. 

--tga 

d 
T 

As»  = 

=-tg 

"1, 

s. 

=  +  tga 

d 
T 

4st  = 

=  +  te 

"■T 

•)  Vergl.  Seite  261.    Für  unser  Beispiel  ist  1  +  -^  %-  =  1,07. 

28' 
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für  den  unteren  Bogen 


St^'-secam,  A»»^=  —  seea, 
i  gelangt  (nach  Division  der  Gewichte  to  mit  - 


(4) 


=  T/m   (gültig   für   )R  =  3 


-      _j_**-  '^'    -^   "^  _ 


(6) 


8»*  = 


21' 


[^  +  M^..  +  «-..^$+.n4d' 


EFV 

(6)     fc.=3;&a-^=i,.,.^-;,-f. 

Die  EmBetznng  der  Zahlenwerte  liefert 


^»„  =  11, -{^0,4  =  2,3 


SV  =-2  ■  1,9'  +  9 . 3,6'  +  8  -  &,1»  =  331,94 
l(tg.a.  +  tg.a.)  =  -'^-^=^ 

^  y-iW,  =  3,6  (2,8  +  4,8  +  6,0)  2  +  3,6  ■  6,4  +  6,1  {2,4  4- *,0  +  4,81 


S.t- 


2X» 


78,4. 


Die  Momente  M"  infolge  der  Gewichte  w  sind  für  1  =  1 


-»,-=  42,3 

*."  =  137,6 

Jf,"  =212,8 

M,"=   82.3 

M,-  =  186,7 

J4-  =219,7 

itf,"  =  116.3 

Jf,"  =  202,3 

»„"  =  221,6 

Af,"  =  148.2 

Zwischen  den  Momenten  MJ'  und  den  Durchbiegungen  8n»  besteht  die  Beöehoiis 

Die  Gleichungen  (1)  gehen  also  über  in 

96,3  .a:.  +  78,4  Xt  =  MJ  +  -  '  ,-  8. , 


*)  An  Stelle  von  }  l,  in  Gleich.  (3)  setzen  wir  2  X ;  rechnen  also  mit  sec  a  = 
Ba  F:Fi  ohnehin  geschätzt  werden  muß,  ist  dies  zuläsug. 
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sie  liefern  für  den  Einfliiil  der  Last  P_  =  1  die  Werte 

f  X,^  0,0222  MJ  -  0,0145  -V." 

'^  '  \  Z»  =  0,0178  3f."  — 0,0146  M.', 

nnd  für  den  ESnfluQ  der  Temperaturändei-ucgea  die  Werte 

i.,  = -^^  (0,0222  8.,  —  0,0145  C) 

HFh' 

Die  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (7)  berechneten  Ordinalen  der  EinflnBlinien  für  2. 
nnd  X*  sind  in  die  Ilgur  393  eingetragen  worden. 

Belastet  man  jeden  Knotenpunkt  mit  qX,  so  entsteht 
X,  =  Ufiq\,   Xt  =  15.2qX. 
Die  Werte  «^^  und  .„  ^i  weichen  also  nur  wenig  voneinander  ab. 
Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwännnng  findet  man 

e„  =  Se(S.s  =  0.   8n  =  St(SiS  =  *((•)- 
"^*^  Jf.,  =  -0,0145c^(Fi^ 

.  JA' 
2X»  ' 

and  für  tE=250  (Eloßeisen)  (  =  35°,  f  =  60-,  A:X  =  .g-, 

i„=:  — 950i^ 

Xn=+lieOF. 
Für  den  oberen  Knot^npuiüit  3  des  Versteifungsbalkens  erhält  man  das  Angriffs- 
»«"«»ent  3/^,  _  _  1160  Jf.  6,1 . 

nnd  in  dem  gegenüberliegenden  Gurtstabe  die  Spannkraft 

r/,=_il«L5i,.=  _3si»F. 

"Wäre  der  Querschnitt  dieses  Gurtstabes  zu^ig  gleich  dem  Mittelwerte  F,  so  würde  in 
ihm  infolge  der  gleichmäSigen  Erwärmung  die  Spannung  a  =  —  394  tg/ijcm  entstehen. 

§  16. 

Beispiele  für  die  Einfüliruag  eines  statisch  unbestimmtea 

tlauptsystems. 

169.  Wird  ein  n-fach  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  durch  Be- 
seitigung TOD  k  überzähligen  Steifigkeitsbedingungen,  denen  die  statisch 
unbestimmten  Größen  X„  X^,  .  .  ,  X^  entsprechen  mögen,  in  eüi 
(n — i)-fach  statisch  unbestimmtes  System  verwandelt,  so  bestehen 
zwischen  den  Größen  X  die  Ä- Gleichungen. 

i;,^5.~S.,  =  2P„8».  — .T.8..  — JCA»—  ■  •  ■  — -X»5.» 
i.  +  S*  — 5„  =  2P„».»  — .XA.  — -X,5„—  .  .  .  — -X"A* 

i^_|_8^_S„  =  SP„8„i  — A',5k.— A'A»—  .  .  .  — A",5„, 


')  Die  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  sind  hierbei  berückachtigt  worden.    Man 
vergL  die  Untersuchimg  von  Hi  auf  Seite  204. 
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■welche  die  Beredmung  von  X,,  X^,  ,  .  .  X^ 
daä  die  Größen  Xt+,  bis  X.  bereits  bekannt  sind.  An  die  St^e  des 
statisch  bestimmten  Hauptsystems  ist  ein  (n — j;)-fach  unbestimmtes 
System  g:etreten.  Daß  diese  Einführung  eines  xmbestinimten  Haupt- 
systems zuweilen  sehr  nützlich  ist,  Trird  die  Lösung  der  folgenden 
Aufgaben  zeigen. 

170.  Eetteibrtlcke  Aber  drei  Öffiiaagen  mit  dnrehlanfendein  Ver- 
Bteifun^balken  und  Rttckhaltkettan.  Fig.  394.  Es  handele  sich  um 
den  ersten  Bechnungsgang,  und  es  möge  der  Horizontalzug  X,  der 
Kette  infolge  einer  Einzellast  /*  ^  1  und  einer  gleichmäßigen  Erwär- 
mung imter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  daß  für  den  Balken 
die  in  Nr.  160  (Seite  393)  eiogeführten  Annahmen  gemacht  werden 


dürfen  und  der  Querschnitt:  eines  unter  a  g^en  die  Wageredite  ge- 
neigten Eetteng^edes  F,  =  F^  sec  o  ist,  wo  Ft  den  Querschnitt  der 
Eette  im  Scheitel  bedeutet  Die  ganz  onwesenüiehen  Längenänderungen 
der  Hängestangen  sollen  remadüässigt  werden.  Die  Eettenlinien  seien 
durch  stetig  gekrümmte  Parabeln  ersetzt  Die  Bezeichnungen  sind  aus 
der  Figur  zu  ersehen;  man  achte  darauf,  daß  für  die  Eette  über  der 
Seitenöffaung  der  auf  die  Sehne  D^  B^  bezogene  Pfeil  mit  /J,  imd  der 
zur  Sehne  O^Af,  gehörige  mit  f^  bezeichnet  worden  ist  Man  begeht 
aber  keinen  -wesenüiehen  Fehler,  wenn  man  in  den  folgenden  Formeln 
^  and  Zfl  durch  f^  und  Z,   ereetzt 

Wäre    die    Kette    durch    drei  Einzelbalken   versteift  (Flg.   299, 
Seite  291),  so  wäre  das  dorch  die  Ursache  X,  =  —  1  hervorgerufene 
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Ängri^smomeot  für  irgend  einen  Enofenpimkt  der  oberen  oder  unteren 
Gurtung: 

wo  y  die  dem  Knotenpunkte  entsprechende  Ordinate  der  Kette,  be- 
zogen auf  den  Sehnenzug  C^AaB^D^  bedeutet  Da  nun  aber  der 
Tersteifungsbalken  ein  durchlaufender  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
Sehnenzoges  C^  A^  B^  D^  der  dorch  die  Stützenmomente  e  bestimmte 
Linieuzug  C^A^  ^i  A-  ^^  ^^  Strecke  c  ergibt  sich  nach  Oleich.  (34), 
Seite  400,  die  Beziehung 

wo  N  nach  Oleich.  (54),  Seite  404,  für  eine  gleichförmige  Belastung 
zu  berechnen  ist,  die  für  die  Längeneinheit  der  Seitenöffuung  x,  und 
der  Mittelöffnung  x  beträgt,  imd  durch  die  Oleichungen 


beatinunt  ist     Man  erhält  also 

^=-^- 

-^  =  -2Ki,  +  ffl 

und  absolut  genommen, 

(1)         c  = 
Damit  sind  die  Momente 

2/,  +  3i 

M- 

=  ilf:  =  1 

Systems  gefunden,  und  die  Berechnung  Ton 

Haupt- 

x.= 

^■1;:+-:^ 

auf  eine  sehr  einfache  Aufgabe  zurückgeführt  Bezeichnet  mwiTmit  k 
die  Höhe  des  Balkens  und  mit  F  den  mittleren  Gurtquerschnitt,  so 
erhält  nutn,  mit  Beachtung  der  Entwicklungen  auf  Seite  270, 


wo 

(2)        ..  =  2I.(l+^{|  +  -^;-)  +i(l+^£)+2,'seca'. 
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s'  bedeutet  die  Länge  einer  Riiclchaltkette  G^RT  und  a'  den  Neigungs- 
winkel des  obersten  Gliedes  CgR,  vergL  Seite  175.  Für  die  beiden 
Integrale  ergeben  sich  die  Werte 


k-dx=[{ 


'f.,     2«/;', 


(j,~c)><i»=jj/->i 


iefl 


tind  es  folgt  scbließlich  mit  Beachtung  von  Gleichung  (1)  die  Formel 

(8)     ^-S..=  H(2/-/'.+/--0-y(2!,  +  80  +  5^-J- 

Die  5,. -Linie  ist  die  Biegungslinie  des  Balkens  für  den  Belastungs- 
zustand  -X,  =  —  1.  Die  endlichen  Gewichte  ,«>,  ersetzen  wir  durch 
dx    _2Tidx 


der  Polweite  1  zu  der  in  Fig.  394  schraffierten  Belastungsfläche  ge- 
zeichnet ist    "Wird  die  Polweite  gleich  — ^-~  8„  gewählt,  so  ist  die 

Seillinie  die  Einflußlinie  für  X..  Da  die  Belastungsfläche  aus  Drei- 
ecken, Parabelabschnitten  und  einem  Kechtecke  besteht,  führt  die 
Eechnung  ebenfalls  schnell  zum  Ziele.     Mit  der  Bezeichnung 

TO         ■i5(2/-,%  +  r0— |'(2',  +  30+%*-y_  =  t' 

ergibt  sich  für  die  Seiteuöffnung,  deren  Belastungsfläche  gleich  dem 
Unterschiede  des  Parabelabschnittes  t\SAf,  und  des  Dreiecks  C,^,J, 
ist,  nach  der  Tabelle  auf  Seite  430 

(^)      A-.=-^.(|-o,7,/..-|.„w,-). 

und  für  die  Mittelöffnung 

Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwärmimg  um  (  entsteht 
tllS.s 


(Jl 

lezw. 


wo  für  die  obere  bezw.  untere  Gurtung  des  Balkens 
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und  für  die  Kette 

S,  ^  —  1  ■  sec  o. 
Da  J/;=Jf;  ist,  wird  für  den  Balken  28,8  =  0.    Für  die  Kette  ist 
2.9,s:=  —  s,,  mithin 

„.         „              tEFts.k* 
(8)        -Y.,  = ^j.^ 

ZahtenbeUpiel.    Es  Hei /,  =  A  i  =  30-,  A  =  -|-/'=2-  e  =  9-,  A=l^- 

s'  ^^  12-,  sec  et'  ^  1,06.    Dann  ergibt  sich  (wenn  It  =  i,  und  f,  =  f,  gesetzt  wird) 
,  =  -?-/■,  =4,6- 


666  —  , 


14.J5..   «'-il/-  14-032^ 

^  +  139     2/,  ^>  1+0,32-^ 

Man  erhält  abto 

für  die  SeiteQÖlEuuDg  Xc  =  (1,079  up  — 1,214  wd)  », 
für  die  Mittelöffaiung   X,  =  (17,266  up'—  14,668  u»)  v, 
and  ist  Don  imsiande,  die  X^Iinie  mit  Hilfe  der  auf  Seite  430  stehendeu  Tabelle 
für  verschiedene  Werte  von  i  schnell  zu  berechnen. 

Die  Angriffsmomente  für  den  TersteifnngMbalken  sind 
M-t=M-  =  M.  —  X,Ti, 
wo  M,  das  Moment  für  den  nicht  an  der  Kette  hängenden,  iweifach  statisch  un- 
bestimmten durchlaufenden  Balten  bedeutet.    Die  Momente  M^  werden  am  zweci- 
mäßigsten   nach   dem    in  Nr.  160   angegebenen  Verfahren   ermittelt;   sie  sind   un- 
abhfingig  von  n. 

Gleichmäßige  Erwärmung  erzeugt 

nnd  dieser  Ausdruck  läßt  sich  umformen  in 

X.,  =  — e£F»((l  — ^). 
Für  F:/i  =  0,4      0^      0,6      0,7 

erhält  man  v  =  0,89    0,86    0,84    0,82 

und  mit  t£^=250,    /  =  35'' 

X., 

K 

Den  einzusetzenden  Wert  v  ennittle  man  mit  Hilfe  von  Vorsuchsreclinungen.  v  hängt 
n.  a.  von  dem  Verhältnis  der  ständigen  Belastung  zur  Verkehislast  ab  luid  ist  für 
Kabelbrücken  kleiner  als  für  Kettenbrücken. 
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fl 


171.  Ganz  in  derselben  Weise  wird  das  in  Fig.  395  dargestellte 
Tragwerk  untersucht  Der  durchlaufende  Balken  ist  nur  in  der  Mittel- 
öffuung  mit  der  Kette  durch  HiingestangeD  befestigt  Die  Gleichung 
zur  Berechnung  von  c  lautet 

und  liefert,  absolut  genommen, 

(1) 

Weiter  *ird 

(2)        ».  =  ( (l  +  -j*  -0  +  2/  sec  a', 
WO  s'  die  Länge  einer  Bückhaltkette  Ä,T  bedeutet 


__2/7 


Fig.  395. 
Über  der  Seitenöffnung  wird  '»)  =  c-=-, 


EFh'K, 


16'  •         8 
wofür  man  mit  Bücksicht  auf  Gleich.  (1)  auch  setzen  darf 

(3)        •  -j^ 
Die  Gleichung  der  ^,-Linie  lautet 

1        cl\ 


!,.h'F 
2F,  ' 


IS'     2/,+  3(+    2F, 


W 


für  die  Seitenöffnuug  X,  = 


„     „    Mittelöffuung  A-,  =  i(iu,7i'— i- »,(;;■)• 
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Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwännoiig  um  f°  ist 

(6)        X..  = ^-^^. 

Bei  der  Berechnung  der  Seitenöänung  achte  man  darauf,  dafi  sich  die 
Einfloßlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nach  dem  im  §  13  beschriebenen 
Verfahren  aus  der  EinfLußlinie  für  den  Widerstand  C  der  Endstütze 
herleiten  lassen,  und  diese  Linie  findet  man  mit  Hilfe  der  Einflnßlinie 
für  das  Stützenmoment 

172.  Die  Eettenhrftoke  iber  zwei  Öffnimgeii  mit  darehlanfeiidem 
VeTsteifuigsbslkra,  Fig.  396,  wird  in  derselben  Weise  behandelt  Die 
Strecke  c  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

(1)         2c(/  +  r)  =  — 2/"/— 2/"/,  woraus  c=  —  f. 
AVeiter  erhält  man 

(2)        ».  =  2!(l  +  ^il  +  |l)  +  2»-»o.- 

--i'  -—^-—Jh  — ^ — ^'. — ^ 


^^^    *    ^-^ 

^^- 

-X-LMf 

— -^ 

Fig.  396. 

(8) 

k'  = 

2  „..s.h'F 

JC.= 

Tf  (t  "'■'■'■- 

l»,/ 

'). 

dieser  Wert  laßt  sich  umfonnen  in 

(4) 

A- 

öl,. 
=  32  7*"'- 

üi.)v, 
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1 

'  5  's,  h*  F  ■ 


l   f*  F^ 

Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Temperatnränderung  um  t°  ist 
(6)        X„  =  —  sEF^t{l  —  y). 


Aufgaben  über  statisch  unbestimmte  meiirtdlige 
Fadiwerkbatken. 

173.  Im  ersten  Bande  (Nr.  229  bis  230)  haben  wir  die  augenäherte 
Berechnung  statisch  unbestimrater  mehrteiliger  Fachwerke  nach  dem 
zurzeit  fast  allein  üblichen  Verfehren  der  Zerlegung  in  statisch  bestimmte 
Teilsysteme  gezeigt  und  bei-eits  dort  darauf  hingewiesen,  daß  die  ge- 
nauere Berechnung  nicht  immer  entbehrt  werden  kann,  weil  diese 
Zerlegung  öfter  zu  wenig  befriedigenden  Ergebnissen  führt  Es  soll 
daher  die  strengere  Untersuchung  dieser  in  neuerer  Zeit  wieder  mehr 
in  den  Vordergrund  getretenen  Systeme  an  zwei  Beispielen  erläutert 
werden.  Vorweg  heben  wir  hervor,  daß  die  Längenänderungen  der 
FüUungsstäbe  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Bei  den  vom  Ver- 
fasser untersuchten  mehrteiligen  Netzwerken  lieferte  eine  zuerst  auf 
Grund  der  Zerlegung  in  statisch  bestinimte  Teilsysteme  durchgeführte 
Bereclmung  Stabquerschnitte,  die  sich  zur  Einführung  in  den  genaueren 
Rechnongsgang  eigneten.  Denn  es  kommt  bei  der  Aufstellung  der 
Elastizitätsgleichungen  nicht  auf  die  Quersehnittsinhalte  selbst  an,  sondern 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  Inhalte.  Die  Spannungs- 
zustände  X  =  —  1  sind  namenÜich  für  Netzwerke  mit  parallelen 
Gurtungen  ganz  außerordenüich  einfach,  so  daß  die  genaue  Berechnung 
dieser  Fachwerke  keineswegs  umständlicher  ist  als  die  vieler  anderer 
mehrfach  statisch  unbestimmter  Systeme. 


1.  Untersuchung  eines  zweiteiligen  Netzwerks  mit  gebrochenen  Gurtungen. 

Figuren  aui  Tafel  7. 
174.  Es  soll  der  in  Fig.  397  dargestellte  Fachwerkträger  unter- 
sucht werden.  Stützweite  36"  Höhe  in  der  Mitte  6"  an  den  Enden  2", 
Feldweite  3,6"'.  Die  Knotenpunkte  der  Gurtimgen  liegen  in  Parabeln. 
Der  Trager  ist  einfach  statisch  unbestimmt.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größe    möge  die  Spannkraft  X  des  Stabes  W  eingeführt 
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Zuerst  wurden  in  Fig.  400  die  Spannträfte  (S,)  für  den  Zustand 
X=  —  1  ermittelt,  und  zu  diesem  Zwecke  der  Reihe  nach  die  Kjäfte- 
polygone  für  die  Knotenpunkte  l,  l\  k,  k',  i,  i',  ....  gezeichnet. 
Zu^räfte  wurden  blau,  Drücke  rot  ausgezogen.  Die  Gurtträfte 
wechseln  von  Fach  zu  Fach  die  Yorzeichen,  ebenso  die  Spannkräfte  in 
den  Schrägstäben.  Es  genügte,  die  St«bkräfte  der  linken  Trägerhälfte 
darzustellen;  rechts  von  der  Mitte  ergeben  sich  dieselben  Werte,  nur  mit 
en^egengesetzten  Vorzeichen.  Die  Ergebnisse  wurden  in  die  Fig.  402 
eingeschrieben  (blaue  Zahlen). 

Die  nächste  Arbeit  bestand  in  der  Aufzeichnung  der  Biegungslinie 
für  den  Zustand  X^  —  1.  —  Ist  nünlich 

8,1  die  gegenseitige  Terschiebung  des  Punktpaares  i,  l'  infolge 

X  =  —  l  und  im  Sinne  .Y  =  — 1, 
h„,  die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  m  einer  Last  P^  im 
Sinne  von  P^  und  infolge  von  X  =  —  1, 
so  ist  der  Einfluß  von  P«  auf  .X: 

"Wird  also  die  Lasteinheit  durch  euie  Strecke  von  der  Länge  6„  dar- 
gestellt, 80  erzeugt  eine  in  m  angreifende  Last  Eins  im  überzähligen 
Stabe  die  Spannkraft  ^  =  8_,.  Die  fragliche  Biegungslinie  ist  dann 
gleichbedeutend  mit  der  ^-Linie;  ihre  Ermittlung  muß  durch  eine 
Querschnittsab Schätzung  eingeleitet  werden,  und  zwar  kommt  es  hierbei 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  der  Stabquerschnitte  an,  weil  in 
Gleich.  (1)  nur  das  Verhältnis  zwischen  zwei  Ordinaten  der  Biegungs- 
linie vorkommt  Aus  demselben  Grunde  darf,  falls  E  für  sämtliche 
Stäbe  den  gleichen  Wert  besitzt,  was  hier  vorausgesetzt  wird,  E=l 
angenommen  werden.  Die  Zahlen  in  der  linken  Hälfte  der  Figur  401 
geben  nun  die  Stablängen  in  dm  an,  in  der  rechten  Hälfte  die  abge- 
schätzten Qiierschnittsverhältnisse  und  die  roten  Zahlen  in  Figur  402 
schließlich  die  hiemach  berechneten  Längenänderungen  der  Stäbe  für 
den  Zustand  X^  —  1.  Beispielsweise  entspricht  einem  Schrägstabe 
des  dritten  Faches: 

.     _  S^s  

^^'~  EF-^'TÖfi' 
Die  Einheiten  sind  gleichgültig,  da  es  sich  nur  um  das  Verhältnis 
8»t :  8„  handelt  Die  Bestimmung  der  Biegungslinie  erfolgte  mit  Hilfe 
eines  Williotschen  Verschiebungsplanes.  Zuerst  wurde  Punkt  a,  und 
die  Bichtung  des  Stabes  aa'  festliegend  angenommen  und  aa  gleich 
der  Längenänderung  iO  des  Stabes  0  gemacht  An  o  und  a  wurde  , 
b  mit  Hilfe  von  &1  und  &2  angeschlossen,  hierauf  der  in  bezug  auf 
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die  Wagereehte  durch  die  Mitte  voq  aa  symmetrisch  zu  ft  Ü^nde 
Funkt  b'  besfammt,  sodann  c  fest  gelegt  mittels  A3  and  A4,  nun- 
mehr c'  symmetrisch  zu  c  liegend  gefunden  u.  s,  w.*)  Man  vei^eiche 
die  ausführliche  Beschreibung  des  Williotschen  Verfahrens  im  §  1  und 
namentlich  die  Untersuchung  in  Nr.  34  (tlg.  39),  in  welcher  die  Her- 
leitung der  Bi^pmgslinie  aus  dem  Verschiebungsplane  eingehend  er- 
örtert worden  ist  In  Fig.  398  stellt  die  ausgezogene  Zickzacklinie 
die  Biegnngslinie  für  den  Fall  Fahrbahn  unten  ror,  die  strichpunktierte 
für  den  Fall  l^iibrbalm  oben,  beide  bezogen  auf  die  Gerade  al  als  Null- 
achse. Da  im  Verschiebungsplan  der  Punkt  /'  oberhalb  l  Uegt  (also 
ebenso  wie  im  Fachwerke),  so  ist  die  gegenseitige  Verschiebung  8„  des 
Punktpaares  l,  V  positiv,  und  es  entsprechen  daher  nach  Gleichung  (1> 
den  positiven  h„,,  d.  h.  den  abwärts  gerichteten  Verschiebungen,  auch 
positive  Werte  X  In  Figur  398  sind  die  positiven  und  negaüren 
Zweige  der  s^  X- Linien  aufzufassenden  Biegungslinien  durch  blaue 
beziehungsweise  rote  Schraffierung  besonders  kenntlich  gemacht  Ua 
sich  die  Strecke  S„  =  42,7'"  ergab,  so  ist  der  Maßstab  für  die  X-Linien : 
1'  =  42,7"". 

Nach  Aufzeichnung  der  X-Linien  lassen  sich  die  Elnflußlinien  für 
die  übrigen  Stabkräfte  leicht  bestimmen,  "Wir  begnügen  uns  damit 
die  Untersuchung  eines  Füllungssfabes  und  eines  Gurtstabes  durch- 
zuführen. 

J.  Ermittlung  der  Spannkraft  D  im  Füüungastabe  h'g,  Fig.  403. 
Bezeichnet  D^  den  Wert  von  D  für  den  Fall,  daß  das  Fachwerk  durch 
Beseitigung  des  Stabes  W  statisch  bestimmt  gemacht  wird,  so  gilt  für 
jeden  Belastungszustand  die  Gleichung: 

(2)  D  =  Do—  S,X  =  Z>„  +  0,43  Ä". 
Zur  Bestimmimg  der  D^-hime  wurde  das  Band  I  Nr.  215  beschrie- 
bene Verfahren  benutzt  und  zu  diesem  Zwecke  das  statisch  bestimmte 
Hauptsystem  durch  Beseitigung  des  Stabes  k'g  in  eine  zwangjäufige 
kinematische  Kette  verwandelt  Es  wurde  zunächst  die  starre  ge- 
gliederte Seheibe  aa'g'hga  ruhend  angenommen,  dem  Punkte  fi'  mie 
Geschwindigkeit  von  vorläufig  willkürlicher  Größe  erteilt  und  nun 
der  Reihe  nach  die  Geschwindigkeit  von  i,  von  i'  u.  s.  w.  nach  dem 
Williotschen  Verfahren  bestimmt.  Die  Punkte  j,  g',  h  des  Gesehwindig- 
keitsplanes  Fig.  404a  fallen  mit  dem  Pole  zusammen;  g'h'  ist  recht- 
winklig zur  Richtung  des  Stabes  g'h',  ebenso  Ä'i_|_  A'i,  Ai_|_  At  u.s.  w. 
Die  ausgezogene  Zickzacklinie  in  Fig.  404b  liefert  —  bezogen  auf  die 
Nullachse  la  —  die   senkrechten  Seitengeschwindigkeiten  der  Punkte 


')  Die  Hiltsliniea  sind  mit  Ausnahme  dei'  zur  Bestimmung  von  a  dieaenden 
wieder  weggelöscht  worden.  Der  Maßstab  wurde  so  gewählt,  daß  eine  Längea- 
anderong  As  ^  10  durch  eine  Strecke  von  ö™  Unge  dargeetellt  wird. 
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der  untereb  Fachwerksgurtung,  die  strichpunktierte  diejenigen  der 
Punkte  der  oberen  Gurtung.  Entspricht  dem  Punkte  i  beispielsweise 
die  Ordinate  S„  und  bezeicimet  b  die  Projektion  der  Geschwindigkeit 
g'k'  auf  die  Richtung  des  Füllungsstabes  D,  so  ist  der  Einfluß  einer 
in  t  angreifenden  senkrechten  Last  1'  auf  die  Spannkraft  D^  (nach  dem 
Gesetz  der  virtuellen  Terschiebungen) :  durch  die  Gleichung  bestünmt: 

und  man  erhält  —  für  den  Kräftemaßstab  1'  =  6  — 
i>o=  — S- 

Die  beiden  LinienzOge  in  Fig.  404  b  sind  also  die  Einflußlinien 
für  I>o,  der  ausgezogene  für  Fahrbahn  unten,  der  strichpunktierte  für 
Fahrbahn  oben.  Bechts  von  g,g'  fallen  beide  ElnflußUmen  zusammen. 
Die  positiven  und  negativen  Zweige  dieser  Linien  wurden  wieder  durch 
blaue  beziehungsweise  rote  Schraffiertmg  kenntlich  gemacht  Der  \Iaß- 
stab  lautet:  25™  =  1'. 

In  den  Figuren  405a  und  406a  sind  nun  die  aus  den  jD^-Lmien 
mittels  der  Gleichung  (2)  abgeleiteten  D-Linien  dargestellt  worden. 
Dabei  geschali  die  Ermittlung  der  Werte  0,43  -X  mit  Hilfe  einer  Ge- 
raden, welche  in  Fig.  398  b  auf  die  Weise  bestimmt  wurde,  daß  durch 
den  oberen  Endpunkt  von  B„  parallel  zur  Nullaehse  eine  Gerade  ge- 
zogen und  auf  dieser  von  der  Senkrechten  durch  a  aus  die  dem  Stabe 
h'g  entsprechende  Spannkraft  S,  =  0,43  abgesetzt  wurde.  Diese  Spann- 
kraft ist  dem  ebenfalls  im  Maßstabe  25""  =  1'  gezeichneten  Kräfte- 
plane  des  Zustandes  X  =  —  1,  Figur  400,  entnommen  worden.  Der 
Verschiedenheit  der  Maßstäbe  der  ^-Linien  in  Figur  398  und  der 
X*-Linien  ist  hierdurch  Rechnung  getragen,  und  es  körnten  daher  die 
Ordinalen  der  Dj-Linien  mit  denjenigen  der  0,43  -X-Linie  ohne  weiteres 
(mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen!)  addiert  werden.  Beispielsweise 
ist,  absolut  genomtneu, 

i],  =  5,  — V  (Fig.  405a,  404b  und  398a). 
und  1],  negativ,  weil  h,'^  8/.') 

Dem  hiermit  erledigten  genaueren  Verfahren  ist  nun  folgendes 
Näherungsverfahren  gegenübergestellt  worden.  Es  wurde  vorausgesetzt, 
daß  Diagonale  hg'  spannungslos  sei,  daß  also  der  durch  h'g  geführte 
senkrechte  Schnitt  im  ganzen  nur  drei  beanspruchte  Stäbe  treffe.  Die 
EiJiflußlinie  besteht  dann  sowohl  für  Fahrbahn  unten  als  auch  für  Fa}ir- 
bahn  oben  aus  drei  Geraden  j4i,,  iii,,  L^B  (Fig.  405b  und  406b) 
und  wird  erhalten,  indem  man  Strecke  ÄJ  gleich  der  Spannkraft  Z>j 

•)  Für  den  i"all  obenliegender  Fahvbahn  werden  die  Ordinaten  der  i>-Linie 
bei  V  und  a  nicht  genau  gleich  Null;  sie  eingaben  sich  aber  —  selbst  in  der  vom 
Verfasser  im  dopiielten  Maßstabe  hergestellten  Zeichnung  —  so  klein,  daß  sie  =  0 
gesetzt  werden  durften. 
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macht,  welche  im  fraglichen  Füllungsstabe  durch  einen  Auflügerwider- 
gtand  ^  =:  1  hervorgerufen  wird,  und  indem  man  femer  die  Streete 
LfH  gleich  der  Seitänkraft  [Z>]  macht,  die  in  Fig.  407  durch  Zerlegung 
der  Lasteinheit  nach  den  ßichtungen  U  und  D  gewonnen  wurde.  Die 
BestinunuDg  von  D^  erfolgte  in  Fig.  407  nach  dem  Culmamisch«i 
Schnittverfahren;  die  Schnittpunkte  {ü,  Ä)  und  (0,  D)  in  Figur  403 
wurden  durch  die  Gerade  {L)  verbanden;  hierauf  wiurde  Ä  =  \'  nach 
den  Kichtungen  ü  und  L  zerlegt,  schließlich  L  nach  den  Richtungea 
0  und  D.  Nachdem  auf  diese  Weise  der  Linienzug  AL^LyB  festge- 
legt war,  wurde  angenommen,  daß  Lasten,  welche  in  den  EnoteD- 
punkten  i,  i\  k,  g',  f,  e',  d,  c\  b  des  die  fragliche  Diagonale  D  nicht 
enthaltenden  Strebenzuges  angreifen,  auch  keinen  Einfluß  auf  die  Spann- 
kraft D  haben  —  sie  wirken  gewissermaßen  auf  das  andere  Teilfcch- 
werk  —  und  aus  dieser  Annahme  ergeben  sich  schließlich  die  In  den 
Figuren  405b  und  406b  schraffierten  angenäherten  IJ-Flächen, 

Wir  wollen  nun  die  Ergebnisse  der  genaueren  und  genäherten 
Kechnungsweise  prüfen  und  setzen  hierbei  einen  Zug  von  Lokomotiven 
mit  den  aus  den  Figurea  ersichtlichen  Badständen  und  Achsenbe- 
lastungen  voraus.  Die  Mittelachse  des  Tenders  ist  von  der  Mittelachse 
der  Lokomotive  um  die  doppelte  Feldweite  entfernt  —  eine  sehr  un- 
günstige Annahme.  Den  eingezeichneten  Zugstellungen  entsprechen  die 
folgenden  Werte: 

Fahrbahn  unten.  Fahrbahn  oben. 

f -«i>,  =  2PTi=  +  31'  I    _Z),  =  +  24' 

^D,  =  —  2Pti  =  -{-n'         «taD,=  — 19* 

.„„„„SK^-l-   /  — A.  =  +  25,6'  (Fehler  Siojd     1     _/)   =  +  ig"  ffehler  mj 

angenähert  [  ^^'^^Z  ir  \    Zj>[  =  - 20-. 

Die  ständige  Belastung  sei  jr  =  1,74'  f.  d.  Mtr.,  also  =  1,74  •  3,6 
=  6,3'  für  jeden  Enoteopunkt  Es  stellt  sich  heraus,  daß  die  ge- 
naueren und  genäherten  Binflußlinieu  dieselben  Ergebnisse  liefern, 
nämlich: 

für  Fahrbahn  unten  Z>,  =  6,8  ■  0,62  =  4', 
für  Fahrbahn  oben    D,  =  0. 

2.  Spannkraft  in  einem  Öurtstabe.  Der  einzuschlagende  Weg  ist 
derselbe  wie  bei  Untersuchung  der  Füllungsstäbe.  Durch  Beseitignng 
des  Stabes  i'h',  nach  dessen  Spannkraft  0  (Fig.  408)  gefragt  sei,  wurde 
das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  in  eine  zwaogläufige  kinematische 
Kette  verwandelt  und  nun  wurden  mit  Hilfe  eines  Geschwindi^eits- 
planes  (Band  I,  Seite  503  u.  Fig.  499b)  die  Oo-Linien  für  die  beiden 
Fälle  FakrbaJm  unten  und  Fahrbahn  oben  gezeidmet   Die  Geschwindig- 
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keit  hi'  des  Punktes  i'  wurde  so  gewählt,  daß  die  Projektion  von  ki' 
auf  die  Eichttmg  vod  0  gleich  25""  ist  Der  Eräftemaßstab  für  die 
Ofl -Linien  lautet  dann:  l'  =  25"". 

DeiQ  Stabe  i'h'  entspricht  S,  =  —  0,30,  weshalb 
0=0^  —  S,X=Oa+  0,30  .Y, 
und  hierdurch  ist  die  0-Linie  gegeben;  sie  wurde  in  kleinerem  Maß- 
stabe (l'^12,5"")  gezeichnet  —  für  Fahrbahn  unten  in  Fig.  410a, 
für  Fahrbahn  oben  in  Fig.  411a.*) 

Die  Figuren  410b  und  411b  enthalten  die  Ergebnisse  der  Nähe- 
ningstheorie ;  es  wird  genügen,  die  Entwicklung  von  410b  zu  beschreiben. 
Der  fragliche  Gurtstab  liegt  in  dem  einen  der  beiden  Teilfachwerke 
dem  Knotenpunkte  h  gegenüber,  in  dem  anderen  dem  Knoten  i.  Be- 
deuten 3f„  M,  die  Allgriffsmomente,  bezogen  auf  h  bezw.  i  und  r,, 
Ti  die  Lote  von  h  und  i  auf  0,  so  ergibt  sich  —  jenachdem  die 
Spannkraft  im  Stabe  ih'  oder  im  Stabe  i'h  gleich  Null  angenommen 
wird  — 

_0=*    cHier-0  =  i- 

Die  Einflußlinie  für  M^ir^  besteht  aus  den  Cieraden  A' H  und 
HB';    sie  ist  bestimmt  durch 

y,-s,  _  XA  _  (3 .3,6)  (7  .3,6)  _ 

^^  -  T^r (10 -3,6).  5,34    "  ''*^' 

während  die  aus  den  Geraden  Ä'J  und  JB'  bestehenden  (Mj :  rj)-Linien 
durch  die  Strecke 

T7-  "=■»•'  _   (2  ■3.6)  (8 -3,6)  _ 

''•' (7r~    (10 -3,6) -4,51 ''^*' 

gegeben  ist  Mit  Hilfe  der  (M^  :  r,)-Linie  wird  der  Einfluß  der  in  den 
Knotenpunkten  k,  Ä,  f,  d,  b  angreifenden  Lasten  gefunden,  mittels  der 
(.1/i :  r.)-Linie  der  Einfluß  der  übrigen  Knotenlasten;  schließlich  werden 
die  Endpunkte  der  auf  diese  Weise  bestimmten  Ordinaten  durch  gerade 
Linien  verbunden.  Ganz  ebenso  wird  die  Fig.  411b  erhalten.  Den  in 
die  Figuren  eingezeichueten  Zugstellungen  sowie  der  standigen  Last 
(7  =  1,74'  entsprechen  die  Werte: 

Fahrbahn  unten.  Fahrbahn  oben. 


genau  f 


0,  =  — SFi)  =—125'  I    0,  =  — SPt]  =  — 114' 
f>,  =  — ff).2->i=— 43'     I    0,  =  —g'kSti  =  —  il' 


.angenähert 


{o:=: 


119'   (Fehler6«W         1       0,=  —  112' 

43'  0,  =  — 42'. 


*)  Zur  Umsetzung  der  Strecken  aus  dem  Maßstabe  1'  =  aS"™  in  den  Maßstab 
1'  =  12,5""  diente  der  ■Wiolel  oberhalb  Fig.  400. 

Müller-Breelau,  OraphiscbB  StaUk.   II.  l.  29 
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Die  tjbereinstiimnim^  zwischen  der  angen^erten  und  genaueren 
Rechnung  ist  also  hier  eine  befriedigende. 

Die  gewotmüuhe  Zerlegung  in  zwei  Teilfachwerke,  von  denen  jedes  für  die 
Hälfte  der  Belastung  zu  bcrechnea  ist,  würde,  wenn  in  jedem  Teilfachwerke  die  wirk- 
liebe Richtung  des  Ourtstabes  i'h'  beibehalten  wird,  zu  der  Formel 

(3) 

führea.  und  hierein  wird  man  zweckmäßig,  um  ailun  überflüssigen  Feinheiten  aus 
dem  W^  zu  gehen,  für  M,  und  J/»  gleichzeitig  die  Größtwerte  einführen,  trotzdem 
diese  bei  verschiedenen  Zugstellimgen  untiitehen.  'U'ir  würden  dann  nach  Band  I, 
Seite  142*)  erhalten 

,1^  =  702"-    -1/»  =  918'-,  also 


man  zweckmäßig,  um  ailun 
11,  und  Ml,  gleichzeitig  die  G: 
gstellimgen  untiitehen.    'U'ir 

,1^  =  702"-  -1/»  =  918'-,  8 
1/702         918  \_      ,^,_ 


während  sich  vorhin  ergab 

für  FaJirbalm  unten  0  =  —  125  —  43  =  —  168'. 
für  Fahrbahn  oben     0  =  -  114  —  41  =  —  155'. 

Es  leuchtet  ein,  daß  Formel  (3)  jedenfalls  der  Abschätzung  der  Quersohnitts- 
abmessungen  zugrunde  gelegt  werden  darf,  falls  eine  schärfere  Untersuchung  ver- 
langt werden  sollte.  Nach  der  AnsicM  des  Verfassers  ist  die  Gleichung  (3)  aber  auch 
für  die  endgültige  Berechnung  genügend  genau. 

Wesentlich  anders  verhalt  es  sich  mit  den  Fiülungsstäben.  Hier  betriedigte 
schon  das  Ergebnis  der  genäherten  Einilußlinien  nicht  sonderlich,  und  noch  ungenauer 
wird  die  Kechnung  auf  Grund  der  Zerlegung  in  Teilfachwerko  mit  den  halben  Insten. 

Betrachten  wir  beispielsweise  behufe  Bestimmung  von  _i.ö,  im  Stabe  k'g  das 
Teilfachwert  Ik'ih'g  .  .  .,  Fig.  412.  Der  Eisenbahnzug  sei  bis  k'  vorgeschoben  und 
die  den  Sohragstab  D  auf  Druck  beanspruchende  Belastung  des  Knotens  %  sei  "fer- 
nochlässigt  —  eine  jedenfalls  sehr  ungünstige  Voraussetzung.  Es  entsteht  am  linken 
Aullager  ^  =  26'  und 

«.^,  =  4-22',") 
während  sich  vorhin  »mZ),  ^ -j- 31'  ergab.    Der  Foliler  beträgt  also  41%. 

Hinzugefügt  weide  noch,  daß  sich  nach  Aufzeichnung  der  X-Linie 
die  übrigen  Einflußlinien  außer  auf  die  voriiin  beschriebene  Art  noch 
nach  verschiedenen  anderen  Vei-fahren  zeichnen  lassen.  So  könnte  man 
nach  Ermittlung  der  O-Linien  und  Z7-Linien  die  Z>-Linien  auf  die  in 
Band  I,  Seite  242  angegebene  Weise  bestimmen,  desgl  nach  Seite  181 


*)  An  der  angezogenen  Stelle  sind  die  Maximalmoment«  eines  Balkens  von  36" 
Stützweite  und  3,6"  Feldweite  berechnet  worden,  g  isl=l,74'  f.  d.  Meter,  Der 
Eisenbahnzug  stimmt  mit  dem  im  vorliegenden  Beispiele  eingeführten  nicht  ganz 
überein:  man  wird  aber  auch,  falls  man  üleichung  (3)  anwendet,  mit  den  sonst  üb- 
lichen Rjidständen  rechnen,  nicht  mit  den  besonderen  auf  Tafel  7  angenommenen. 
")  "Wir  haben  in  Fig.  412  mt^Dp  kinematisch  ermittelt.  Beseitigt  man  D  und 
schreibt  man  dem  Punkte  h"  die  lotrechte  Geschwindigkeit  h'h"  zu,  so  entsprechen 
den  l'unkten  i  und  /  die  Geschwindigkeiten  ii"  und  It".  Wählt  man  h",  so  daß 
das  Lot  von  h"  auf  D  gleich  ^1  ist,  so  ist  das  Lot  von  l"  auf  A  (^ich  m^ß- 
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des  vorliegenden  Bandes,  Drittens  ist  es  möglich,  mit  HUfe  der  für 
die  Knotenpunkte  l\  l,  k',  k,  .  .  .  aufzustellenden  Gleichgewichtsbe- 
dingungen  schrittweise  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  19',  20',  19,  20  usw.  herzuleiten. 

Ein  vieri«3  Verfaliren  besteht  darin,  die  Lasteinheit  der  Keihe  nach 
in  den  sämtlichen  Knoten  anzunebmen  und  für  jeden  dieser  Belastungs- 
fälle einen  das  ganze  Fachwerk  umfassenden  Kräfteplan  zu  zeichnen. 
Die  so  gewonnenen  Pläne  enthalten  dann  die  Ordinaten  aller  Eiofluß- 
liuien.  In  Fig.  399  auf  Tafel  7  ist  ein  Teil  eines  solchen  Planes  ge- 
zeichnet worden;    er  entspricht  einer  in  h  angreifenden  Last  1. 

2.  Untersuchung  eines  dreifach  statisch  unbestimmten  vierteiligen  Netzwerks. 

175.  Allgemeines  über  die  Bereohnang  der  ForiDätideniiigeii.  Das 
in  Fig.  413  dai;gestellte  yierteilige  Netzwerk  von  30"  Spannweite, 
2"  Feldlänge,  4"  Höhe  und  unten  liegender  Fahrbahn  ist  im  I.  Bande 
in  Ifr.  230  nach  dem  angenäherten  Verfahren  der  Zerlegung  in  vier 


ii  *  *  *  *  *  ^  ,f  ^  /  ^  X  ^  f."^  f.  *  ?f  *  .?!  *  ?f  *  ^  ^'  !^  * 


statisch  bestimmte  Systeme  berechnet  worden  und  soll  nunmehr  genauer 
untersucht  werden.  Als  statisch  bestimmtes  Hauptsystem  betrachten 
wir  den  in  Fig.  414  abgebildeten,  durch  Beseitigung  der  drei  Ver- 
tikalen v',  v,'  und  1'.'  erhaltenen  Träger;  seine  Knotenpunkte  sind  der 
Reihe  nach  zweistäbig  an  die  linke,  aus  aneinander  gereihten  Dreiecken 
bestehende  steife  Endscheibe  angeschlossen,  und  es  lassen  sich  daher 
die  elastischen  A''ersehiebungen  der  Knotenpunkte  leiclit  zeichnerisch 
ermitteln,  am  besten  wohl  mit  HiKe  eines  Williotschen  Verschiebungs- 
planes.  Aber  auch  die  analytische  Berechnung  der  Verschiebungen 
gestaltet  sich  sehr  einfach  und  möge  hier,  ihrer  größeren  Genauigkeit 
wegen,  bevorzugt  werden. 

Zunächst  ändern  wir  die  Stützung  des  Hauptsystems  in  der  Weise, 
daß  wir  den  unteren  Knotenpunkt  0  des  Stabes  v  und  die  Richtung 
dieses  Stabes  festhalten  und  berechnen  die  vertikalen  Verschiebungen 
"»Iii  1ä  ■■■  ■"]«■■  ■  der  Knoten  1,  2,  .  .  .  wi,  .  .  .  der  unteren  Gur- 
tung,  nach  dem  in  Nr.  9,  Seite  13  und  14  entwickelten,  zu  der  Glei- 
chung 8„  =  SiS'is   führenden  Verfahren.     Fig.  413    gibt  Aufschluß 
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Über  die  Bezeichnung  der  Stablängen');  in  die  Piguren  415,  416,  417, 
418  und  419  sind  die  Spannträfte  eingetragen  worden,  welche  eine 
der  Seihe  nach  in  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  4,  b  angenommene 


Last  1    in    den  Stäben   des  Hauptsy&tems  erzeugt    Mit  Hilfe  dieser 
"Werte  erhält  man 

1],  =  0,5V2  (As,—  ÄSj)  +  ar,  —  0,6  Ar, 

■»1j=1,5V2As,— 0,5V2Asj— y2ASt+it;.  — l,6Ai>+V2Ärf,  — Am., 

•»1,  =  V2  (A«i  —  ÄsJ  +  1,5  V2  (As,  —  Asg)  +  Ar-.  —  2  Ä»,  —  0,5  Ar 

+  V2Ad,-(A»,  +  A«,), 
■r)^  =  2V2Asi+l,6V2A5g— 2,5V2A5,  — V2A««— 2Af.-|-Ar. 

+  0,5  Ar  +  y  2  (Ad/—  Arf,")  —  (Aw,  +  A«j  +  A«,)  +  2  Ao„ 

7]5  =  2y2(AÄi— As.)  +  2,5V2(ASj— As,)  — 2A?-.4-3Aw.  — 0,5ir 

+  V2(Arf5'— Ad,')  — (A«,+  AM^+Aw,+  Aw,)  +  2(Aoi  +  io,). 


:,  die  beiden  Endscheiben 


•)  Die  Bezeichniui^  ist  so  ge^hlt  worden,  daS  die  y 
verbindenden  Sirebenzüge 

d,rf,rf,     ....  rf,„     d,dtdj     . 
und  dj'di'rlf  ....  rf,,',    d,' d^' d,'  , 

gut  bervortreten. 
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Die  übrigen  Verschiebungen  ■»)  findet  maa  mit  Hilfe  der  mittels 
Fig.  420  abgeleiteten  Formel 

%,^,  —  t],  =  2  V2  (iSi  +  Ä-Sg  —  ÄSg  —  ÄsJ  +  2  (ic.  —  ii',) 
+  V2 (Arf.+,  ~  irf„+,)  —  (iu)  +  2  ([Äo]  —  [Am] ), 
wo  {Xu)  die  Längenänderung  der  Strecke  7n{tti^4) 

[^"]        1'  !•  11  1'  i"t 

bedeutet 


1   O^HJ    A« 
Fig.  415  bis  420. 


Zur  Berechnung  von  ■»],, —  -»jig  betrachten  wir  den  in  Fig.  421 
dargestellten  Belastongszustand.  In  den  Diagonalen  entstehen  die  Spann- 
kräfte ±0,5V^2;  in  der  oberen  Gurtung  werden  die  Stäbe  o,,  Oj,  Of, 


o/  mit  -f- 1  beansprucht,  in  der  unteren  Gurtung  die  Stäbe  «,,  tij 
und  u^'  mit  — 1;  die  übrigen  Gurtstäbe  sind  spannongslos.  Von  den 
Stäben  der  Eudseheiben  werden  nur  die  folgenden  beaasprucht: 


..Google 


454  E^te  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 

a,  und  Sj'  mit  +  0,5  V2 
h    V    s.'    >,    —  0,5  V2  und  v  mit  +  0,5. 
Es  ergibt  sich  daher 

■>)i«  —  ■^is  =  0.6  V2  (iSi  +  Asg'—  Asa  —  ^s^')  +  0,5  A«  +  Ao,  +  AOj 
+  A£)e'+  Aoa'— Aw,  — A?*,  —  Am^'H- 0,5  V2  (— A(^'+ Arf/— irf,' 
+  .  .  .  +  Adis")  +  0,5  V2  {— A(^  +  Arfa  —  Arfj  +  .  .  .  —  Arf,5). 

176.  Bereohnang  von  X.,  X»  nnd  X>.    Als  statisch  unbestinrnte 
Größen  führen  wir  nicht  die  Spannkräfte  V,\  VJ,  V"  in  den  drei  über- 
zähligen  Stäben  »„',  j-.',  v',  sondern  drei  Werte  -Y.,  X^,  X,  ein,  üe 
mit  den  Größen  V,'.  F,',  V  durch  die  Gleichungen 
V:=  —  X,  —  X,—  X, 

r:=-\-x,—x,~x. 

V'  =  2X, 
verbunden  sind.')     Im  Belastungsfalle  X^^  —  1  ist  also 

F/=+l,     7.'=  — 1,     F'=0. 
Dem  Zustande  Xi,:=  —  1  entsprechen  die  Werte 

v;=  +  1,     F.'=  +  1,     F'=  0, 
und  der  Zustand  -Y,  ^  —  1  erzeugt 

f;=  +  i,    f;=  +  i,    f'=  — 2. 

Die  Tabelle  I  enthält   die  Werte   S.,  S»  und   S,  für  sämtliche  Stäbe. 
xmd  man  erkennt  sofort,  daß 


ist,  weil  sich  für  die  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  nnd 
rechten  Hälfte  des  Tragers  gleiche  Spannkräfte  5»  und  entgegengesetzt 
gleiche  Spannkräfte  S.  ergeben.    Weiter  findet  man 

während  8„  im  allgemeinen  einen  endliehen  Wert  annimmt 

Um  die  Rechnung  tunliehst  weit  mit  Buchstaben  durchführen  lu 
können,  haben  wir  die  Querschnittsverhältnisse  .F, :  F  für  die  Gurtunfen 

mit  o,,  ot,,  .  .  .  für  die  Diagonalen  mit  -  *— ,    —^ ...  -  und  für  die 

Glieder  der  Endscheiben  mit  v,  •/,  — =r-  bezeichnet  und  diese  Zeichen  in 
V2 


*)  Vergl.  Nr.  13,  Seite  26. 
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TabeUe  I. 
a)  GurtungeD  imd  Ständer. 


F. 

F 

E 

n. 

s. 

s. 

s. 

F. 

^h 

s. 

s. 

7 

Ol 

1,0 

^liTl" 

+  1 1 ». 

1,0 

+1  :+i  +1 

o. 

«■ 

0,6 

+  1,+1 

-1  «, 

"i 

0,6 

+  1 

". 

«. 

0,4 

-1 

-1  \u^ 

o» 

0,4 

+1 

—  1 

<i* 

0,4 

+  1 

+  1   ", 

»* 

0,4 

—  1 

+  1 

0« 

0« 

03 

—  1 

+  1 

+  11". 

«» 

0,3 

+1 

+1 

+  1 

"» 

«« 

0,3 

+  1 

+1 

- 1  1  «.■ 

"• 

0,3 

+1 

"l 

«T 

0,3 

—  1 

-1:    «7 

»I 

0,3 

+1 

—  1 

<h' 

"4 

0,3. 

+  1     -  1  1  +  1  1   «i' 

«T 

0,3 

-I 

+  1 

0»' 

«» 

0,3 

-ii+i:+i  !«,' 

0« 

0,3 

+1 

+  1 

+  1 

"'! 

«> 

0,3 

+  1 

+  1 

-1    i   % 

o» 

0,3 

+  1 

0. 

0,4 

—  1 

-1 

—  1    1   «.' 

«4 

0,1 

+1 

-1 

o,' 

«1 

0,4 

+  1 

—  1 

+  1 

«l' 

«> 

0,4 

-1 

ll 

"»'! 

«1 

0,6 

—  1 

+  1 

+  1 

w,' 

ttl 

0,6 

+1 

+  1 

öl' 

<»l 

1,0 

+  1 

+1 

-1 

«i' 

"i 

1,0 

+1 

,. 

, 

0,6 

0 

0 

+  2 

^' 

^ 

0,6 

0 

_2 

r. 

v' 

1.5 

-1    +1 

—  1  :  r/ 

1.6 

+1 

t\ 

+  1 

*■" 

"' 

1,5 

+  1 

+' 

-' 

' 

1,5 

+  1 

b)  Dingonalen. 


<*i'.    ^  I  s, 
V2  y"2  i/a 


^Vl/V 


I  + 1 :  i/g' 
'  —i.'/i,'- 
'  +1  rf.,' 


+  :,     0 

+  1  -1 

-i.  +  i 

+  1-1 
-1+1 
+  1-1 
-il  +  i 
+  11-1 


kV^'',__^_ 


0:  < 

O'At" 
0  V,,'. 


0 .  —  1 !  V     ^" 


«,/2  i/2l-/2  j  V"2' 


+  1 
+  1 


01  +  1 
0-1 

0+1 


+  li  +  l 
I  +  II  +  ! 
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die  Tabelle  eingetrageD.*)  }\  ist  ein  beliebiger,  konsTanter  Querschnitts- 
inhalt.  Zwei  ia  einem  unbelasteten  Knotenpunkte  zusanunenstoßeiide 
Diagonalen  erhalten  gleiclie  Querschnitte,  also  auch  gleiche  "Werte  fJ. 
Die  Querschnitte  der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  oberen  und 
unteren  Gurtuug  unterscheiden  sich  voneinander  so  wenig,  daß  es  stets 
zulässig  ist,  ihnen  gleiche  Werte  F,  \  F  beizulegen.  Die  dJitte  Spalte 
der  Tabelle  enthält  die  Verhältniszahlen  s :  a,,  wo  s,  die  Feldlänge,  d,  i. 
die  Länge  eines  Gurtstabes,  bedeutet 

Mit  diesen  Bezeichnungen  ergibt  sich  nun 

und  dieser  Wert  wird  gleich  Null,  sobald 

ist,  eine  Bedingung,  welche  sich  stets  durch  geringfügige  und  für  die 
Endergebnisse  der  Untersuchung  belanglose  Änderungen  der  auf  Grund 
der  angenäherten  Berechnung  gewonnenen  Querschnittsflächen  erfüllen 
läßt**)  Die  Zahlenwerte  der  vierten  Spalte  der  Tabelle  genügen  der 
vorstehenden  Bedingung,  und  es  sind  daher  die  drei  Elastizitäts- 
gleichungen voneinander  unabhängig.  Der  Einfluß  einer  im  Knoten- 
punkte m  angreifenden  Last  P„  =  \  auf  die  statisch  unbestimmten 
Größen  ist  also 

■~s;:'  ^'-^,'  ^•-^.' 

und  hierein  ist,  mit  den  Bezeichnungen 

?,  +  2ß,+  2ß,  +  2ß.=  +, 

ß,  +  4p.  +  2p„  =  3ß.+  4p,  =  +„ 


*)  Die  Querschnitts  Verhältnisse  F,:F  runde  man  gut  ab.  Die  Einführung 
runder  "Werte  Fr  'Y'i  -  F  für  die  Diagonalen  erleichtert  die  Rechnung  außer- 
ordentlich. 

")  Die  zimächst  nach  der  Näherungstheorie  berechneten  Stabquerschnitte  und 
die  ihnen  entsprechenden  "Werte  a,  ß  und  v  sind  in  der  Tabelle  THI  ziLiammen- 
ßesteUt  worden;  Fe  wurde  gleich  100  <icm  gewählt.  Es  ergaben  aioh  die  nur  wenig 
voneinander  abweichenden  "Werte 

P,  +  J  ?.  +  2  ßi«  =  1,33  -f  4  ■  2,57  -|-  2  ■  6,66  ^  22,93  und 

3  p,  -J-  4  ßg  =  3  ■  1,77  +  4  .  4,04  =  21,37. 

Der  Qnerachnitt  von  rf,  wui-de  nun  gleich  29  qcm  (statt  25)  angenommen;   sodann 

wurden  die  Werte  ß,  »  und  i'  so  abgerundet,  daß  sie  den  Teiler  3  erhielten.    Ebenso 

wurde  dafür  gesorgt,   daß  Sa  ohne  Eeet   dui'ch  3  gt-teilt  werden  konnte.    Diese 
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^s. 

.=s& 

'    F. 
s.    F 

=  4ia.  +  4,; 

+  8»,  +  +,) 

#'• 

,  =  ss. 

s     F. 

=  4ia.  +  4. 

'+8+1 

MF 

.  =  2S' 

=  4S«.  +  4, 

■+8(v+o  +  H. 

erhält 

Sa.= 

3,8,    +, 

=  21,9, 

4,,  =  22,2. 

¥»..= 

372,0, 

^^. 

=  194,4,    ^»..-211,2. 

indem   wir  die  LBngeoimdenmgen  As  :=  -p^,  ersetzen  durch is 

=  S i^--    Den  sich  hebenden  Faktor  - — -  streichen  wir.    Zunächst 

s,     F  s, 

nehmen  wir  das  atatisch   bestimmte  Hauptsystem  auf  die  in  Fig.  421 

angegebene  Art  gestützt  an,    berechnen  für  die  Zustände  X,  =  —  1, 

JC»  =  —  1  und  ^Y.  =  —  1  die  Durchbiegungen  ■»]  und  fmden  dann  für 

den  im  Abstände  x_  vom  linken  Stützpunkte  liegenden  Knotenpunkt  m 

Die  senjirechten  TeischiebimgeQ  der  Stützpuntte  Ä  und  B  stimmen 
mit  denen  der  Knotenpunkte  0  und  16  überein,  weil  die  Stander  OA 
tmd  16  J?  in  den  liier  in  Fra^  kommeaden  drei  Belastungsfällen 
spannungsles  sind. 

Mit  Hilfe  der  auf  Seite  452 — 454  abgeleiteten  Formeln  ergeben 
sich  die  folgenden  Werte  i]. 

Zustand  X,  =  —  l 
1,.=  v'  =  l,6 
!,„=  v'-2f,-    a,  =-     2,1 

1k=1^+4v'-8ß, -4a,+3(a,-a,)+    (a.-tiO  =-    18,6 

%»=1M  +4v'-8p„-4a,+4(a,-a,)+4(«,-a,)+2(a,-a,)=-  61,0 
1,..=1,«+4v'-8p, -4a,  +  3(a,-a,)+    (ti.-a,)  =-    77,5 

11,.=       +3v'+4|i.-    (a,-a,)  =+    10,1 

1,.=1..+4v'+8ß, -4(a,-o,)-3(a,-a.)-   (a>-«,)  -+  40,9 

1,..=il,. +4v'+8ß,-4(a,-a,)-4(a,-a.)-3(«>-«.)  =+    83,7 

il...=1.,.+4»'  +  8p, -3(a,-a,)-   (a,-a,)  =+106,3 
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1..=       +3v'-6f.-8a,+    («,-a.)  =-   9,1 

1..=1,. +4/-8ß,-4a,  +  4(a,-a,)  +  3(a,-a,)  +  (a,-a,)  =-39,6 
>l...=il..+4V-8ß,-4«,  +  4(a,-a,)  +  3(a.-a,)  +  (a.-a,)  =-70,1 

15.  =      +6v'  +  8il,-3(a,-a,)-  (.,-..)  =+23,1 

1..  =H,.  +  4v-+8ß,— 4(0,-0,)— 4(a,~a,)-3(o,,—a,)  =  +  65,9 
1...=1..+4»'+8p,-4(«,-a,)— 8(a,— a.)— 3(a,-a,)=+96,7 

1i..  —  1,j.  =  —  i«  —  2  (+,  +  <!<,)  =  —  91,6 

!]„  =  106,3  — 91,5=13,8. 

Zustand  J,=.  — 1 
1,.  =  »'  =  1,5 
tl,,  =v'  — a,  =  +  0,5 

>1..  =  1i.  +  «1  —«■  +  «■)  —  «5  =  +  1,8 
liD.  =  1..  =  +  0.8,      1,„  =  >1„  =  +  0,5 

1..  =— v  — 4ß, -(a, +a,)  =-  9,1 
1i.  =  1i.  —  8P,  —  (a,  +  «,  +  «s  +  o.)  =  -  36,9 

1.1.  =  %.  — 8ß,— (a,+a,+a,  +  o,)  =  — 76,6 
lis.  =  1. 1 .  -  8 P.  -  K  +  o,  +  «,  +  o,)  >=  —  95,7 

1*.   =  — v'+  o,  —  o,  +  a,  =  —  0,7 

1s.  =1*.  —  «4  +  Oj  —  «8  +  0,=  —  0,8 
%..  =  1<.  =—0,7 

1s.  =  v'    +  8ß,  +  a,  +  «,  +  a,  +  o.  =  +  20.7 

1..  =1,.  +  8ß,  +  o,+a,  +  a,+a,  =  +  60,3 

1,..  =  1..  +  8?. +  «.  +  «!  +»,  +  a,  =  +  88,l 

1i..— 1...=  i«  +  2+,=       47,1 

Y|„,  =  —  96,7  +  47,1       =  —  48,6. 

Zustand  .X,  =  —  1 

1j.  =  — 2/'  — 3»  — ■/  — 2ß,  —  a,  =—   9,3 

1..  =l!.  -83,  — (a,  +  «,+".  +  «.)  =  — 30,2 
1...  =  1..  —  8ß„  —  (o.  +  «,  +  o,  +  a.)  =  —  77,0 
1...  =  lio.—  8P,  ~  (a.  +«.,+  o,  +<.,)  =  —  97,9 
%.  =v'— V— a,+  o,  =  +  0,5 

17.  =  Is.  —  «■  +  o.  —  "s  +  «,  =  +  0,5 
11.."=%.  — a,+as=  +  0,5 

1is.  =  1ii.  — «i  +  aa  — Oj  +«1  =  +  0,9 
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■•U.   =2v"  +  .'  +  ,  +  6ß.  +  0(,  +  a,.+  .,=  +  17,8 
1..  =l4.  +  8P.  +  «.+«. +«.+«,  =  +  62,2 

1i..  =  1..  +  8ß.+«,+«.  +  «.+a.  =  +  87,1 

Tj,,   =  —  v'  —  V  +  a,  —  a»  +  Og  —  «4  =  — 1,7 
1..   =1>.  +»!  —  «•  =—1,7 

^18.  =  ^B«  +  «S  —  «S  +  a«  —  «J  =  —  1,7 

In.  —  lis.  =  "  +  2»"  +  2a  + 2i)),  =  60,7 
1...  =  0,9 +  60,7  =  51,6. 
Die  aus  den  "Werten  i]  berechneten  Größen 

^.= ,:.(,..- ^,..) 

sowie  die  in  der  weiteren  Untersucliung  gebranchten  Ausdrücke 

r,  =  -T.  +  A\      Y^  =  X.  +  X. 

Tt=X.  —  X^       i\  =  X.~X, 
sind  in  der  Tabelle  II  zusammengestellt  worden. 


» 

A'. 

x^ 

X. 

r. 

Y, 

n 

>'. 

1 

2 
3 
4 
5 

+  0,003 

—  0,009 
+  0,021 

—  0,033 
+  0,051 

+  0,016 

+  0,027 
-0,006 
+  0,055 
+  0,181 

-0,018 

—  0,068 

—  0,038 
+  0,025 

—  0,081 

+  0,019 
+  0,018 
+  0,015 
+  0.022 
+  0,232 

—  0,013 
-0,036 
+  0,027 
-0,088 

—  0,130 

—  0,015 

—  0.077 

—  0,017 

—  0.008 

—  0,030 

+  0,021 
+  0,059 
+  0,059 
—  0,058 
+  0,132 

6 
7 

8 
9 

10 

-  0,064 
+  0,094 

-  0,125 
+  0.156 

-  0,186 

-r  0,096 
-0,081 
+  0,121 
+  0,452 
+  0,162 

—  0,232 

—  0,104 
+  0,125 

—  0,146 

—  0,518 

+  0,032 
+  0,013 
—  0,004 
+  t!,608 
-0,024 

-0,160 
+  0,175 

—  0,247 

—  0,296 
-0,348 

—  0,296 

—  0,010 
0 

+  0,010 

—  0,704 

+  0,168 
+  0,198 
-0,250 
+  0,302 
+  0332 

11 
12 
13 
14 
15 

+  0,199 

-  0,217 
+  0.229 

—  0,241 

+  0,247 

—  0,219 
+  0,188 
-0,662 
+  0,228 

-  0,251 

—  0,169 
+  0,225 

—  0,212 

—  0,682 

—  0.232 

-0,020 

—  0,029 
+  0,891 

—  0,013 
-0.004 

+  0,418 
-0,405 

—  0,433 

—  0,469 
+  0,498 

+  0,030 
+  0,008 
+  0,017 
-  0,923 
+  0,015 

+  0,368 
—  0.442 
+  0,441 
+  0,441 
+  0,479 
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177.  Spannkräfte  in  dm  Stäben  der  Endsoheiben.  Für  die  Spann- 
kräfte in  den  Stäben  v,',  ?'/,  c.',  s,',  s,',  «,',  s^'  der  rechten  Endscheibe 
gelten  die  Formeln 

I  r=— 2A'„  v:=—x.—x^—x.,  v:^  +  x.~x^—x. 

(1)     I  Si  sm  1^  =  —  Sf' sin  <f  = -\- X, 

\  S^'  sin  9  =  ~  5/  sin  9  =  i  (^  +  ^')  =  0,5  B—  X, 

wo  B  den  Widerstand  der  rechten  Stütze  bedeutet  Die  Einflußlinien 
für  die  Spannkraft«  V  und  S  der  linken  Endscheibe  sind  die  Spiegel- 
bilder der  Einflußlinien  der  entsprechenden  Kräfte  F*  und  S'  der  rechten 
Scheibe.  In  der  Tabelle  III  sind  die  Ordinaten  der  Linien  für  F,,  F, 
und  S^  zusammengestellt  worden.    Die  S^  sin  9-Ijnie  und  die  r_-T,inio 


±J 

r. 

S^smip 

« 

r. 

r. 

5«  Bin  9 

f  0,730 

-1-0,236 

+  0,251 

9 

+  0,279 

+  0,091 

+  0,113 

^0,213 

-1-0,695 

-  0,238 

10 

+  0,072 

+  0,300 

-0,049 

-0,221 

-  0,679 

+  0,205 

11 

-0,049 

—  0,151 

+  0,069 

-0,630 

-0,196 

+  0,608 

12 

—  0,113 

—  0.047 

+  0,142 

1-0,687 

+  0,189 

--0,181 

13 

+  0,065 

+  0,023 

+  0.04Ö 

1-0,170 

+  0,542 

-0,201 

14 

+  0,032 

+  0,050 

—  0,018 

-0,150 

—  0,462 

+  0,137 

15 

+  0,005 

—  0,001 

-0,001 

-0,372 

.-0,121 

+  0,875 

zeigt  Fig.  422;  vergleicht  man  sie  mit  den  im  I.  Bande  auf  Seite  529 
nach  dem  Näherungsverfahren  gewonnenen  Linien,  so  findet  man  eine 
recht  gute  Übereinstimmung,  Um  die  Vei;gleichung  zu  erleichtern, 
haben  wir  die  Geraden,  in  denen  die  Punkte  der  angenäherten  Einfluß- 
linien liegen,  mit  eingezeichnet;  sie  schneiden  auf  der  Senkrechten 
durch  Ä  die  Strecken  0,25,  0,50  und  0,75  ab.*)  Als  Lasten  sind 
drei-  oder  vierachsige  Lokomotiven  von  1,2"  Badstand  und  16'  Achs- 
druck angeuonmien  worden.  Die  ständige  Belastung  beträgt  g  =  1,6'/« 
also  3,2'  für  jeden  der  Knotenpunkte  2  bis  14  und  2,4'  für  jeden  der 
Punkte  1  und  14.  Den  Einfluß  des  Eigengewichts  ermittelt  man  in 
der  Weise,  daß  man 

A'„  = -I- 0,20',   A"i,  =  +  5,41',    A'„  =  +  6,60' 
bestinunt  und  hierauf  die  Formeln  1  benutzt     Man  erhält  auf  diesem 
Wege  die  folgenden  größten  Stabkräfte,  denen  die  nach  dem  Näherungs- 
verfahren  gewonnenen  in  Klammer  beigefügt  worden  sind. 


■)  Man  achte  darauf,  daß  v 
Linie  dargestellt  haben. 


1  I.  ] 


e  die  1^- Linie,  jetzt  aber  die  ;^sin9- 
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—  P"  =  ^.V,  -\-V,  =  —  108,5  — 13,2  =  -  122'  (—  ISS") 
^V.  =  ^V„-\-V.,=  -\-  42,2+  1,4  =  +  44' (+450 
^V,  =  „V,^-\-V„=-['  41.3+  1,0  =  +  42'(-+43') 
„5.  sin  9  =+    42,5+    6,0  =  +    47,5' (+ 47,5') 

^S,  sin  9  =  ^F  =  —  61'  (—  61% 
Die  Übereinstimmung  der  genauen  und  angmtäherten  Werte  i4 
eine  ganz  vorzügliche,  und  es  folgt  daraus  ohne  weiteres,  daß  auch 
die  0,  ü  und  D  nach  dem  Xäherungsverfaliren  berechnet  werden 
dürfen.  Wir  wollen  aber  trotadem  die  genauere  Berechnung  auch  für 
die  übrigen  Stäbe  durchführen  und  noch  verschiedene  Vergleichungen 
mit  den  angenäherten  Ergebnissen  vornehmen.*) 

178.  Die  Spannkräfte  In  den  Diagonalen  ei^eben  sich  aus  den 
Gleichgewichtsbedingungen  für  die  einzelnen  Knotenpunkte.  Für  die 
Spannkräfte  />,,  Dj,  D^\  Z)j'  gelten  die  Formeln 

D,  sin  9  =  7>.j  sin  9  +  -Y.  +  X,  =  Z),,  sin  9  +  lg 
Da  sin  9  =  D,,  sin  9  —  .Y.  +  A\  =  Z»„  sin  9  —  I'g 
D^'sin  9  =  Ai'sin  9  +  A,  —  ^t  =  />„^'sin  9  +  Y^ 
Öj'sin9  —  i>„j'sin9 —  X.  —  X^  =  Ö.('sin9 —  F,. 
Die  J9,-Linien  lassen  sich  nach  dem  im  I.  Bande  angegebenen  Verfahrea 
ermitteln.    Fig.  414  zeigt  die  Einflußlinien  für  ß.j  sin  9  und  Z*,,  sin  9. 
Die  übrigen  Kräfte  D  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt 
D,'  =  —  J?/,    Dt'  =  —  Os',     0/  =  —  ßj,  usw. 
D,  sin  9  =  —  />^  sin  9  ^  jD,  sin  9  —  P, 
Dj  sin  9  ^  —  D5  sin  9  =  I>j  sin  9  ^ —  P, 
Dg'sin  9  ^  —  Pj'sin  9  =  TJ^'sin  9  —  P^ 
usw., 
wo  Pj,  Pj  , ,  die  in  2  oder  3  usw.  angreifenden  Knotenlasten  bedeuten. 
Die  Tabelle  IV  enthält  die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  alle  links- 
steigenden Diagonalen.     Die  Z>(  sin  9-Linie  ist  in  Fig.  422  dargestellt 
worden;    sie  weicht  nur  unwesentlich  von  der  im  I.  Bande  nach  dem 
genäherten  Verfahren    der  Zerlegung    des  Xetzwerks    in    statisch    be- 
stimmte Teilsysteme  gewonnenen  ab.     Für  die  ,„Z>sin9  ergeben  sich 
die  folgenden  Werte,  denen  die  nach    dem  Näherungsverfahren    pf^ 
wonnenen  in  Klammern  beigefügt  worden  sind.**) 

*)  Herr  Professor  0.  ilehrfens  bat  in  der  Deutschen  Bauleitung  1902,  Seite  75. 
die  von  mir  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  durchgeführte  Näherungsberecbnung  al< 
einen  „unzureichenden  Notbebelf"  bezeichnet  und  damit  nur  gezeigt,  dafi  er  sell-^ 
die  Spannkräfte  eines  derartigen  Systems  noch  nie  genau  uDte»ucht  hat. 

■')  Vergl.  Band  I,  Seite  629  und  530.  Die  dort  angenommene  Belastung  hal-= 
wir  etwas  geändert,  indem  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Mittehiebse  des  Tendt-t-i 
an  einen  Knotenpunkt  rückten. 
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*»|z),sin<p  Z),sinip 

D.'sin^  Z),'sinip|z»,siii<pj  Asin?  />,'sm<p  Dt' sinif 

D,„^a9 

1 
2 
3 
i 
6 

—  0,015  -  0,004i+ 0,004  —0,019-0,015  —0,004 
+  0,923—0,0141+0,009  -0.018-0.077  -  0,0U 

—  0,017 +  0,890; -0,024  -0.0151-0,017  -0,110 

—  Qfm  -  0,029  +  0,825  -  0,022 '  -  0,008  -  0,029 

—  0,030  —  0,020—  0,018  +  0,768 1  -  0,030  ■  —  0,020 

+  0,004 
+  0,009 

-  0,024 
-0,175 

-  0,018 

-  0,019 

-  0,018 

-  0,015 

-  0,022 

-  0,232 

—  0,015 

—  0,077 

—  0,017 
-0,008 
-0,030 

+  0,704  —  0,023  -  0,015 !  —  0,032  ■  +  0.704  -  0,023  —  0,015 
—  0,010  +  0,608  -  0,019 '  —  0,013 ;  —  0,010  +  0,608 ,  —  0,019 
0  I  -  0.003  -f  0,600 !  +  0,004  0  —  0.003 1  +  0.5OO 
+  0,010  +  0,013  +  0,019  +  0,392 1  +  0,010  +  0.013  +  0.019 
+  0,296+0,031+0.015+0.0241  +  0,296  +0.031  +0.015 


■0,030- 
0,008. 

■0,017- 
0.0771- 
0,015 


0,232  +  0.018 
0,022  +  0,175 
0.016  +  0.024 
0,019,-0,009 
0,019;— 0.004' 


0,090  4-  0.030  +  0.232  +  0.018 


0,029  +  0,008  +  0.' 
0.109:-i-0.0I7  +0.016 
0.013; +  0,077 1  +  0,019 
0,004! +  0,015  +0.019 


+  0.175 
+  0.024 
—  0.009 
-0.004 


—  0,032  -  0,296 

-0,013  —0,010 
+  0,004       0 

+  0,392  +  0,010 

+  0,024  +  0,296 


0,030 

>- 0,008 
0.017 
0,077 
0.015 


+  0,109 
+  0,013 
+  0,004 


,8'  (60,0-) 


.„Dj  sin  9  =  ,^Dfp  sin  9  +  Dj,  sin  9  =  64,4  +  6,4  ^  ■ 
^ßj  sin  9  =  47,8  +  5,6  =  53,4'  (52,1') 
„D,  sin  9  =  41.3  +  4,8  =  46,1'  {45,5')  ' 
«ü,'sin  9  =  35,5  +  4,0  =  39,5'  (39,60 
„Dg  sin  9  =  28,1  -j-  3,2  -=  31.3'  (31,00 
™Z),  sin  9  =  22,5  +  2,4  =  24,9'  (24,90 
„Dg 'sin  9  =  17,9  +  1,6  =  19,5'  (20,20 
„D.'sin  9  =  13.4  -I-  0,8  =  14,2' (16,30 
„DioSin  9  =10.2  +  0    =  10,2' (12,40- 

179.   Die  SpannkrSIte  in  der  oberen  Gnrtong.    Man  erhält,  da 
9  =  45°  ist, 

0,  =  Sf  sin  9  —  Z>j  sin  9 

Oj  =  0, +i)/ sin  9  — 7>/ sin  9=  0,  — 2i?/sin9 
0,  =  0,  —  2Ds'  sin  9,  Ot  =  0,~  2Z>g  sin  9,  usw. 
Tabelle  V  enthält  die  nach  diesen  Fonneln  berechneten  Ordinaten  der 
0-Linien.  In  Tabelle  VI  haben  wir  diese  Linien  nach  dem  Näherungs- 
verfahren  berechnet  und  zwar  für  eine  Lasteinheit  von  P^  120.  Die 
angenäherte  S,  sin  qj-Linie  zeigt  Fig.  423;  die  "Werte  Z)sin9  sind  der 
Tabelle  auf  Seite  530  des  ei-sten  Bandes  entDomnien  worden;  sie  mußten 
mit  4  multipliziert  werden,  da  jene  frühere  Untersuchung  die  Last- 
einheit  i'=30  voraussetzte.  Dieses  N'äherungsverfahren  führt  außer- 
ordentlich rasch  zum  Ziele  und  hefert  vorzügliche  Ergebnisse.  Bei 
der  Berechnung  von  0^  ■rnirden  dieselben  Achslasten  und  Hadstände 
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angenommen,  wie  bei  der  Ehtnittlung  der  V,  S  und  Z>.  Die  übrigen 
Werte  0  sind  für  den  neaen  preußischen  Belastungszug  (Band  I, 
Seite  338)  berechnet  worden.    Man  vergleiche  die  Figur  422,  in  der 


™ 

_o. 

-q. 

-0. 

-0. 

-0, 

-0, 

-0, 

I 

0,228 

0,236 

0,198 

0,168 

0,160 

0,168 

0,130 

2 

0,668 

0,686 

0,650 

0,496 

0,468 

0.486 

H 

1,054 

4 

—  0,204 

1,396 

1,352 

1,278 

0,928 

0384 

6 

0.149 

0,113 

1,649 

1,689 

1,649 

1,613 

1,049 

R 

0,496 

0,465 

0,401 

1,809 

1,763 

1,733 

1.669 

7 

0,754 

0,716 

0.690 

0,670 

1,886 

1,848 

1,882 

H 

—  0,128 

0,872 

0,880 

0,880 

0,874 

1,874 

1,882 

ft 

o,in 

0,155 

0,939 

0,959 

0.985 

1,023 

1,807 

10 

0,263 

0,293 

0,.341 

0,933 

0.995 

1,025 

1,073 

11 

0,313 

0,34» 

0,389 

0,449 

0,913 

0.949 

0.989 

1« 

-0,003 

0,347 

0,405 

0,421 

0,465 

0,815 

0,873 

IH 

0,004 

0,102 

0320 

0,354 

0386 

0,434 

0,662 

14 

0.087 

0,069 

0.095 

0,249 

0,287 

0^9 

0,295 

15 

0,037 

0,029 

0,037 

0,067 

0,106 

0,097 

0,105 
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die  Einflufllimen  fiir  f),  und  Oj  abgebildet  sind-    AUe  eingeklammerten 
Zahlen  sind  Ergebnisse  der  angenäbeirten  Berechnung.    Man  erhält 
-.0,  =  „0„  +  0„  =  —  86,4  — 12,2  =  —  98'  (—  960 
^0,  =  —  121,0  —  21,8  =  —  148'  (—  1890 
^0,  =  —  167,9  —  29,8  =  —  188'  (—  1870 
_0,  =  —  184,9  —  86,2  =  —  221'  (—  2210 
^0,  =  —  204,1  —  39,4  =  —  244'  (—  2460 
_0,  =  —  219,4  —  42,6  =  —  262'  (—  2680 
.»0,  =  —  218,2  _  44,2  =  —  267'  (—  2540. 
180.  Die  Spannkräfte  in  der  nnteren  GnTtlmg  wurden  mit  Hilfe 
der  Formeln 

ü",  =  S^  sin  9  —  Dj'  sin  9 

O;  =  CT, -f  D,  sin  <p  —  i)^  sin  9  =;  Z7,  +  2  Z)j  ein  9  —  P, 
U,  =  n,  +  2D,wi<f  —  P,  US«-, 
unteraucht    Zur  Probe  wurde  üj  noch  mittels  der  Gleichung 
Ü,  =  ü^—X.  +  X.  +  X. 
Tabelle  TU  enthält  die  Ordinaten  der  ]i)influälinieiL     Man 


beteebnet 
findet 


_Cf,  =  _!7„  +  U„  =  70,1  +  9,0  =  79" 

_(/,  =    92,7  +  18,6=111' 

_ü,  =  126,1  +  26,6  =  158' 

_!7.  =  147,8  +  88,0  =  181' 

_D,  =  167,1  +  37,8  =  206' 

„  tJ,  =  197,7  +  41,0  =  289' 

„CT,  =  216,9  +  42,6  =  258' 

Tabelle  TIL 


™ 

u. 

c. 

f. 

u. 

0-. 

c; 

C» 

1 

0,232 

0,202 

0,194 

0,202 

0,164 

0,134 

0,126 

2 

—  0,250 

0,596 

0,668 

0,586 

0,560 

0396 

0368 

3 

0,190 

0,156 

0,936 

0,888 

0,868 

0324 

0304 

4 

0,586 

0,670 

0,512 

1,162 

1,118 

1,102 

1,044 

6 

0,949 

0,089 

0,849 

0,813 

1349 

1,289 

1,249 

e 

-0,233 

1,175 

1.129 

1,099 

1,035 

1,443 

1.397 

7 

0,124 

0.104 

1,320 

1,282 

1,256 

1,236 

1.462 

8 

0379 

0,379 

0373 

1,373 

1.381 

1381 

1375 

9 

0,605 

0,526 

0,661 

0,589 

1373 

1,393 

1,419 

10 

—  0,025 

0,567 

0,629 

0,659 

0,707 

1,299 

1361 

11 

0,089 

0,149 

0.613 

0,649 

■0,689 

0,749 

1,218 

12 

0,171 

0,187 

0,231 

0.581 

0,639 

0,655 

0399 

13 

0,154 

0,188 

0.220 

0,268 

0,486 

0320 

0352 

14 

-0.005 

0,149 

0,187 

0.169 

0,195 

0349 

0387 

16 

0,003 

0,033 

Ü.071 

0,063 

0,071 

0,101 

0,139 
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181.  Eine  sehr  schnell  zum  Ziele  führende  angenäherte  Berechnung 
der  größten  Gurtepannkräfte  ist  die  folgende.  Man  ermittle  mit  Hilfe 
der  im  I.  Bande  auf  Seite  539  abgedruckten  Tabelle  der  größten 
fiiegnngsmomente  den  Wert 

^=^  =  -?M-  =  208', 
h  4,0 

femer  den  Wert 

J/g,  _  gJ-*  _  1,6-30' 

h    ~  8k  ~    8-4,0    ' 

zeichne  über  der  Stützweite  /  eine  Parabel  vom  Keile  45'  imd  stelle 

die  „.Jif, :  A-Linie  nach  Band  I  Hg.  526  durch  zwei  Parabelstüeke 

und  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  0,12  l  =  3,6"  dar.    Dann  setze 

--^»-,   0.  =  _i^,  usw.     Man  erhält,  Fig.  424: 

-253',  Og=  — 252',  Oa=  — 244-,  0.  =  — 225', 
Og  =  —  194',  0,  =  — 153',  0,  =  —  100-, 
das  sind  Zahlen,  die  von  den  vorhin  ermittelten  nur  wenig  abweichen. 


man  Oj  =  — 
0,=- 


=  45', 


Rg.  424. 

182.  Eiafluß  einer ''nngleichmäßigen  Erwärmung.  Schreibt  man 
allen  Stäben  der  unteren  Gurtung  die  Temperatur  t,,  den  Stäben  der 
oberen  Gurtong  die  Temperatur  t,  und  den  Ständern  {v)  und  Streben 
{s  und  d)  die  Temperatur  (,  zu,  so  entsteht 

x,= ■ 


EF^ 


2SJ 


EF 


2SJ 


wo  2,  S,  2  sich  der  Reihe  nach  auf  die  untere  und  die  obere  Gur- 
tung und  auf  die  Füllungsglieder  beziehen;  und  ähnliche  Ausdrücke 
erhält  man  für  Ji^  und  Ji,. 
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^„- 


Mit  Hilfe  der  Tabelle  I  findet  maa  nun 

SS.s  =  0.       SS.s  =  0,       SS.s  =  0, 
2S,«  =  2,0     is,s  =  2,0,    SS.s  =  — 4, 

mithin 

-T.,  =  0,    X„  =  0 
_'EF,      2t.  +  2f.  —  it, 
42a  +  4v'+84i, 

Für  unser  Zablenbeispiel  ergibt  sich,  wegen  F,  ^  0,01  yjn,  s.  =  2.0' 
und  tE=Wyi„ 

l,26(2(.  +  2i.  — 4<.) 
"  ~  194,4 

Hacht  man  die  wohl  am  nächsten  liegende  Annahme 

'.  =  4  ('•+'")' 

SO  erhält  maa  ^»,  =  0.  Nimmt  man  an;  /.  =  0,  *,  =  26°,  ^,  =  5°, 
so  erhält  mau  trotz  der  sehr  uiigünstig«a  Voraussetzung  den  vemach- 
lässigbareu  Wert  ^,,^0,2'.  Temperaturfindenmgen  spielen  also  gar 
keine  Eolla 

183.  üntorsocliiuig  der  Durobblegiuigeii.    tfbungBaiifgibeB.    Wir 
beginnen  mit  der  Berechnung  der  Biegungslinie  für  den  in  Kg.  425 


Rg.  425. 

dargestellten  Belastungsfall.  Dieser  ist  so  gewählt,  daJÜ  die  vier  ver- 
schiedenen Teilsysteme  möglichst  imgleichmäßig  belastet  werden.  Der 
Strebenzug  d^' d^' dg'  ....  wird  sogar  nur  durch  das  Eigengewicht 
beansprucht.  Die  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  entfallenden  Lasten 
sind,  einschließbch  des  Eigengemchts,  der  Reihe  nach 

11,4'  21,2'  12.2'  3,2'  12,8'  32,0'  12,8'  3,2'  12,2'  21,2'  11,4': 
sie  erzeugen  in  den  Ständern  die  mittels  der  Einflußlinien  berechneten 
Spannkräfte 

r  =  —  102,0',     F.  =  +  24,4',     r,  =  28,8'. 
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Die  übrigen  SpaunbrSfte  sind  mit  Hilfe  der  für  die  einzelnen  Knoten- 
pimtte  anfgestellten  Gleichgewichtsbedingungen  berechnet  und  in  der 
Tabelle  VUT,  Spalte  S',   zusammengestellt  worden;    sie  erzeugen   die 

Längenändeningen 


'EF 


Tabell«  TIU. 
a)   Gurtuugen  und  Ständer. 


'«_ 

-^ 

"T       ■^' 

-l-        '^ 

^1* 

«0 

-l-S^ 

o,      98 

126 

n.80 

1      j-    73 

-58   U|    79 

100  1  1,00 

h  lal  H 

[-18 

(l,f.H 

1      '-  83 

—  46    i«,|lll 

140     0,71 

■103;  - 

-73 

o,    188 

i^T.T 

<(,;« 

o.    221 

«75 

0.36 

1       -178 

-14« 

o.  1241 

iV2H 

0.30 

1       -198 

-Ö9 

u,   205 

260     0,38 

■1«0 

-Kl 

o.  1  262 

:h«h 

0,30 

1       —201 

—  60 

u.   239 

325     0,81 

ri92 

-W> 

o,  j257 

aüH 

0,30 

1       —207 

—  62 

w,   258 

325     0,31 

■200'  +62 

r  Il22 

16K 

0,60 

1       -102 

—  61 

r,  ,    42 

6« 

1,51 

1       +28.6 

+  43 

F,  =  100  gern 

r.     U 

1>1 

1       +U,i 

+  37 

qan 

t 

( 

b)   Diagonalen. 


|F.y2 


'  F.F,i^ 

'  S.Y2 


1,^ 

1 

+  53,2 

+  70 

,■',' 

64 

80 

1,77 

1 

—  4,8 

-   6 

2,57 

2 

:-32,o 

-16 

1'/.' 

64 

HO 

1,77 

+   4,8 

+  17 

2,.^V 

2 

:  +  32,0 

+  16 

«H 

35 

4.m 

I—   1,6 

6,66 

2 

0 

i'V 

23 

■6o 

4.04 

2 

1+   1,6 

+  13 

1,49 

2 

+  22.2 

+  66 

.Tfi 

70 

2,02 

2 

—  15.6 

-63 

3,2a 

2 

1—10,0 

—  64 

''r' 

.Vi 

70 

2,02 

2 

+  16,6 

+  63 

3,22 

2 

+  10.0 

+  64 

rf,- 

20 

5,66 

2 

—  31 

5,6« 

+    2,8 

+  31 

20 

2q 

5,66 

+    2,8 

+  31 

1,23 

n,fi 

—  51 

—  31 

1,23 

(1,5 

!+51 

+  31 

1,23 

0,5 

-    2,fi 

—    2 

1,23 

0,& 

+   2,6 

+    ü 

, 

Die  eiste  Spalte  der  Tabelle  "VUI  gibt  die  absoluten  Werte  der  für 
die  Querschnittsberechnung  maßgebenden  größten  Spannkräfte  an;  sie 
enthält  also  eine  Zusammenstellung  der  in  Nr.  177  bis  180  berechneten 
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Werte,    j 
EF.i's 


>  der  Äs  Wulfen  die  Werte  - 


beziehungsweise 


in  Tonnen  an^eeeben.    Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  findet  man 
V2». 
nun  mittels  der  in  Nr.  175  abgeleiteten  Fonneln  die  Vetschiebimgen 
1),  =  0,6-2  (31  +  2)  +  87  +  0,6  •  61  =  100,6 

il,  =  l,6-2-81  +  0,5-2-2  — 2 -2 +  37  +  1,5  ■61  +  2-70— 18  =  280,5 
r|,=  2(— 31  — 2) +  1,5 -2  (31 +  2) +  37  — 2 -43 +  0,6 -61 +  2 -66 

—  (18  +  73)  =  85,6 

H,  =  —  2  •  2  ■  31  +  1,5  •  2  •  31  +  2,5  ■  2  •  2  —  2  •  2  —  2  •  48  +  37 

—  0,5  •  61  +  2  (17  +  8)  —  (18  +  78  +  66)  —  2 .  68  =  —  327,6 
i],=  2.2(— 31— 2) +  2,6-2  (81 +  2)  — 2.43  + 8-87 +  0,6-61 

+  2  (63  +  68)  —  (18  +  73  +  66  +  62)  —  2  (68  +  46)  =  —  66,6 
,,  =  ,,— 12*) +  2  (16 +  16)  — (78  +  66  +  62  +  61) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  18)  =  —  255,5 
il,  =  7i,— 12  +  2(64  +  64)  — (66+62  +  61  +  60) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  64  —  18  —  78)  =  —  519,5 
1,  =  ij._  12  +  2  (13  +  13)  —  (62  +  61  +  60  +  62) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  64  —  59  — 18  —  78  —  66)  =  — 1882,5. 


in  Fig.  426  dargestellten  Belastungs- 


Für  »],g  ergibt  sich  mit  Hilfe  de 
falles  der  allgemeine  Ausdruck 

i)„=  7,5  V2  (as,+ isa)  —  8  V2  4sg— 7  V2  4S4+ 0,5  V2  (4«,'— 4840 

—  84i'.  +  74r.  +  740,  +  6  (40,  +  4o,+  Ao.)  +  5  40^ 

+  4  (40,  +  40,  +  40,')  +  3 4o,'+  2  (4o,'+  40,'+  4o,')  +  4o,' 

—  7(4Mi+4«,)  — 6  4Ma  — 5(4m,+  4Mj+4Mb)  — 44w, 

—  3(4U,'+  4tt,'+  4M5')  —  2  4t/,' — (4Mg-f-  4Mj  +  4m,J 
+  0,5  V"2  (4ii,— 4<(,  +  4(i,  —  4(i,  +  4(i,,  —  4(i„  +  4(i,,) 

—  0,6V2(4((,'— 4(i,'+4<i,'— 4<i,'+4<i„'— 4ri„'+4ii„'— 4<i,,'). 
Da  nun  ein  s.vmmetrischer  Belastimgsfall  vorliegt  imd  auBenleni 

•)  2(4r.— 4M  =  2(37  — 43)  =  — 12. 
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asj  =  —  As,  tind  A8,  =  —  is^  ist,  so  geht  die  vorstehende  Formel 
über  io 

■>l,,=_84ii,+7ir.+7(+do,  +  4o,— Am,— 4«.  +  Ao,-|-ao,— iw,) 
+  8( —  A«,  —  AMj  + Ao,  +  ^o^ — ÄUj  —  Am,+  äo,) 
+  0,5  V2  {+  A(^  —  A^s  4-  Ad,  —  A(^  +  Ad,'—  AdB'+  A^- 
Die  Einsetznng  der  Zahlenwerte  liefert 

1),,  =  — 8-43  +  7-37+7(— 58  — 46  — 66  — 62  — 59  — 60  — 62) 
+  8  (— 18  —  73  —  41  —  64  —  61  —  60  —  62) 
+  0.5  -  2  (+  66  +  64  +  64  —  31  —  31  —  63  —  63) 
d,  i.  abgerundet  '*lie  =  —  6000, 

Der  mit  ^  =  107,2*  belastete  untere  Teil  des  Endständers,  dessen 
Querschnitt  180  qcm  beträgt,  wird  um 

Ss         107,2.100  _^^„„., 

verkürzt,  and  es  ei^ben  sich  daher  die  Senkungen  h  der  Knotenpunkte 
aus  der  Formel 

EF,        2160  •  100 

"ir^^äoo — 

Man  findet  der  Eeihe  nach 

«  =  3,1--    8,5—   10,4"    10,3"    16,6"    18,4"    19,7"    15,4" 
und  erkennt,  daß  sich  bei  den  unbelasteten  Knotenpunkten  4  und  8  in 
der  Gurtung  Knicke  von  y  (10,4  +  16,5)  —  10,3  =  3,2—  bezw.  19,7 

— 16,4  =  4,3""  Pfeile  bilden,  die  bei  der  kurzen  Feldweite  genügen, 
um  in  einer  gelenklosen  steifen  Gurtung  erhebliche  Biegungsspannungen 
hervorzurufen.  Aus  diesem  Grunde  ist  das  untersuchte  Netzwerk  nur 
für  Träger  mit  Bolzengelenken  zu  empfehlen. 

Weiter  möge  noch  die  Durchbieguug  5g  für  den  in  Rg.  427  ab- 
gebildeten Belastungsfall  angegeben  werden.  Da  Sg  nur  von  den  Langen- 
änderungen  des  den  Strebenzug  d^',  dj',  d,',  d^'  .  .  .  .  enthaltenden 
Teilsystems  abbäugig  ist,  so  weuden  wir  die  Formel 

auf  die  wirkKchen  Spannkriifte  S  und  auf  die  Spannkräfte  S'  infolge 


s  wurde  für  Flußeisen  K  =  2 150000  **!,„  =  2150  '/,™.  Resetit. 
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in  8    angreifenden  Last  1    an. 
diese  Last  1  durch  eine  Last  von  der  Größe  8,  so  nehmen  die  8'  die 
in  die  linke  Hälfte  der  Figur  eingeschriebenen  "Werte  an  und  wir  er- 
balten daher 
8Sg  =  SS'4s  =  2[l-AOi— 7(Äo,+Äo,  +  ao^+AOj)— 15(AO(+Äo,) 

+  4  y2  (—  irf/+  ad/—  irf,'+  adg')  —  iw.  —  3  4r. 
+  2  Af  +  Vä  (is,  —  asj)  —  3  V2  (4s,—  AsJ]  +  8, 


i*'t'i      t*'t''t*'H 


l^ttH 


Hierin  sind  Ao,  Au,  A(f,  .  .  .  Mittelwerte  aus  den  LäDgenänderungen 
der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  und  rechten  TrägerhäUte. 
Beispielsweise  erfährt  der  Stab  o,  durch  die  angegebene  Verkehrslast 
und  durch  das  Eigengewicht  einen  Druck  von  75',  Stab  o,'  einen  solchen 

von  65';   wir  schreiben  also  beiden  Stäben  den  Druck  -g-  (75  +  65) 

=:  70'  zu.  Auf  diese  "Weise  sind  die  in  die  rechte  Hälfte  des  Träger- 
netzes eingetragenen  Spannkräfte  bestimmt  worden.  Die  für  die  geneigt^i 
Stäbe  angegebenen  "Werte  sind  noch  mit  Y^  zu  multiplizieren.  8,  be- 
deutet die  "Verkürzung  des  untersten  Teiles  des  Endstäuders.   Jlan  erhält 

schheßlich' 


Die  in  Fig.  425  dai^estellte  Biegungsliule  läßt  sich  durch  Hinzu- 
fügung eines  llittelständers,  der  mit  den  ihn  kreuzenden  Diagonalen 
befestigt  werden  muß,  erlieblich  verbessern.  Es  werden  gewissermaßen 
die  vier  Teilsysteme  an  der  Stelle  8  miteinander  verbunden  und  ge- 
zwungen, sich  bei  8  gleich  stark  durchzubiegen.  Die  Berechnung 
dieses  fünffach  statisch  unbestimmten  Systems  ist  ziemlich  einfach  und 
keineswegs  zeitraubend,  sie  sei  dem  Leser  als  tJbungsaufgabe  empfohlen. 
Mit  der  Anzahl  eingeschalteter  St&nder  bessert  sich  einerseits  die  Über- 
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einstimmimg  der  Biegnngslinien  der  Teilsysteme,  ■während  aodererseite 
die  Schwierigkeiten  der  genauen  Berechnung  wachsen. 

Als  weitere  Übungsaufgaben  empfehlen  wir  die  Untersuchung  des 
in  Fig.  429  daigestellten  f^ffach  statisch  unbestinunten  sechst^gen 
Ketzwerks,  dessen  ElastizitStsbediBgungen  sich  leicht  voneinander  uo- 


abhängig  machen  lassen  imd  schließlich  des  in  Fig.  430  abgebildeten 
einfach  statisch  unbestimmten  Systemes,  dessen  Hauptsystem  im  Band  I, 
Kr.  228,  untersucht  worden  ist 


Untersuchung  der  Formveränderung  eines  vierteiligen  statisch 
bestimmten  Netzwerks  Mehrtensscher  Bauart. 

184.  Die  Besprechung  des  A'ersehiebungsplanes  des  in  Fig.  432  dargestellten 
Netzwerks  muB  ich  durch  eine  Bemerkung  einleiten,  die  aich  auf  einen  zwischen 
Herrn  Profes.<ior  G.  Mehrteus  und  mir  in  der  Deutschen  Banzeitung  stattgehabten 
MeinungsaiLstausrh  bezieht,*)  Die  Veranlassung  hierzn  gab  die  im  ersten  Bande 
dieses  Werkes  an  einem  mehrteiligen  Fachwerie  Mehrtensscher  Bauart  von  mir 
geübte  Kritit.  Ich  hob  aul  Grund  einer  allgemeinen  Untersuchung  des  statisch  be- 
stimmten mehrteiligen  Netzwerks  und  der  Berechnung  eines  Sonderfalles  (I,  Nr.  227) 
hervor,  daß  der  Schlußsatz  einer  von  Herrn  Mehrteus  über  derartige  Fachwerke 
verÖffentbchten  Abhandlung  in  allen  Punkten  unrichtig  sei,  und  betonte  besonders, 
daß  von  dem  seitens  des  Herrn  Mehrtens  den  Setzwerken  seiner  Bauart  zugeschriebenen 
Vorzuge,  alle  Lasten  gteirkmäßig  über  das  gesamte  Stabwerk  zu  verteilen,  gar  keine 
Bede  sein  könne.  Ich  zeigte,  daß  in  der  Diagonale  i),  des  als  Beispiel  untersuchten 
PMrteiligen  Trügers  sogar  eine  Spannkraft  erzeugt  wird,  die  ebenso  groß  ist,  als  in 


•)  Deutsche  Bauzeitung  1901,  Nr.  80  u.  Kr.  90  und  1902,  Nr.  12. 
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der  Diagonale  eiaes  etnteiligen  Systems  gleicher  Spannweite  und  wies  darauf  hin, 
daß  man  mit  mehrteiligen  Fschwerken  vor  allem  das  Streben  nach  Yerkleinerung 


der  Beanspruchong  der  WandgUeder  verbinden  müsse.    Nach  einem  erfolglosen  Yer- 
Buche,  die  Behauptung  einer  gleichmSBigen  Beanspruchung  seines  Stabwerte  la  leoht- 


,/ Google 


§  18.  rormverändenmg  eines  statiacli  bestimmten  melirteiligen  Fachwerkbalkens.  475 


.„[. 

« 

s- 

^ll 

s„ 

F    i  s 

1 

s- 

S'g 
F 

<h 

111 

140 

200 

-108 

-154 

M, 

76 

95 

200 

-   40 

-   84 

0. 

177 

235 

aoo 

—  162 

-138 

"1 

138 

175 

200 

—  14 

—  16 

0| 

188 

235 

200 

—  83 

-  71 

"t 

178 

225 

200 

-177 

hl57 

04 

233 

325 

200 

—  80 

-  49 

"* 

230 

290 

200 

-228 

■  157 

0» 

257 

326 

200 

—  215 

-151 

Un 

212 

290 '200 

hl42 

h  98 

"• 

302 

380 

200 

-293 

-164 

254 

325  ,200 

-113 

h  70 

"t 

275 

380 

200 

—  210 

—  111 

"l 

258 

325  200 

-246 

-151 

"■ 

286  380 

200 

—  146 

—  77 

"* 

360  300 

-281 

-156 

Ot 

262  380 

200 

—  248 

—  131 

"» 

233 

310,  200 

-180 

-116 

»It 

300  380 

200 

—  270 

-142 

248  310  j  200  :  H 

-107 

-  69 

0» 

209  285 

200 

—  159 

—  112 

208  290  1  200  - 

-190 

-131 

"it 

226  1  285 

200 

—  68 

-  48 

**!! 

231  1  290  1  aoo  1  - 

-209 

-144 

»u 

138  I2OO 

200 

-133 

—  133 

102 

150  1  200  H 

-  80 

-107 

0.4 

160 '200 

200 

-149 

—  149 

«H 

119 

150  200  ,  —  40 

-  53 

<'.') 

53}  70 

283 

+  38 

+  154 

rf.. 

61 

80 

566 

+  16 

+  111 

566 

+  307 

rf„ 

97 

125 

566 

-  78 

—  353 

<u 

157  200 

566 

+  153 

+  433 

rf,. 

79 

100 

666 

—  64 

-362 

rf. 

108  1  135 

566 

-  56 

-235 

rf,. 

86 

115 

566 

+  46 

+  226 

rf. 

37   50 

Ö66 

—  ■  3 

-  34 

141 

+  14 

rf. 

117  i  150 

566 

+  117 

+  441 

d„ 

90 

116 

424 

+  11 

+  40 

-^.I 

48   60 

566 

+  34 

+  321 

566 

+  64 

rf. 

95  1  125 

566 

—  Rt 

-294 

1 

141 

—  99 

rf 

57  1  80 

566 

—  39 

—  276  '  rf„ 

142  j  150 

424 

—  106 

-297 

'/. 

96 

12Ö 

566 

+  72 

+  326 

566 

-396 

T',=  0„  F,=  0,,  F,=  0,, 
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fertigen*),  erklärt  Herr  Mehrtens  scUieBlich:  ,fr  habe  durchaus  nicht  an  eine  glöch- 
mäQige  Spannjra/Iverteilung  gedacht,  sondern  die  konstruktiveii  Mängel  der  ungleich- 
mäStgen  Formänderangen  im  Auge  gehabt,  die  daraus  entspringeii,  daß  die  einzelnea 
Teilsysteme  der  Wand  bei  den  in  Vergleich  gezogenen  unbestimmten  Anordnongen 
die  wandernden  Einzellasten  nicht  gleichmaflig  übertragen.  Bei  der  üblichen  Zer- 
legung in  Teilsysteme  erscheine  sogar  nur  dasjenige  Wand-system  gespannt,  in  welchem 
die  Knotenlast  P  liegt;  die  anderen  'Wandsj'Steme  seien  spannungslos."  Mit  seinen 
mehrteiligen  Wandgliederungen  behauptet  nun  Herr  Mebrtens,  bessere  WirlmngeQ 
zu  erzielen;  daß  er  sich  aber  auch  in  diesem  Punkte  irrt,  beweist  der  in  Fig.  431 
für  einen  Träger  geiner  Bauart  (Fig.  432)  —  dasselbe  vierteilige  Netzwerk,  dessen 
Beanspruchung  in  Band  I,  Sr.  227,  untersucht  worden  ist  —  gezeichnete  Ver- 
schiebungsplan.  Die  beigt-geljene  Tabelle  enthält  die  absoluten  Werte  der  mitteb 
EinfluBlinien  und  anf  Grund  der  im  Band  I  angegebenen  Belastungen  gefundenen 
grijßten  Spannkräfte  S,  femer  die  Querschnitte  und  Längen  der  Stabe,  die  Spann- 
kräfte S'  infolge  der  in  Fig.  432  dargestellten  Belastung  (Zugstellung  für  ■wi't)  ein- 

schließhch  der  Wirkung  des  Eigengewichts  und  die  Werte  £'d«=i— r^—  in  l:cm. 

Das  feste  Auflager  liegt  bei  Stütze  0.  Die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte 1  und  2  wurden  mit  Hilfe  der  Formel  6  =  SS'i*  berechnet;  ihre  wage- 
rechten Verschiebungen  and  Ai*,  und  i», -]-au,.  Zur  Bestimmung  der  Ver- 
schiebungen der  übrigen  Knotenpunkte  wurde  das  Williotsche  Verfahren  benulat. 
Ais  Zeichnungsprobea  standen  die  Bedingungen  zur  Verfügung,  daG  die  gegenseitige 
senkTechte  Verschiebung  der  Knotenpunkte  16  nnd  IT  gleich  der  Ungenänderung 
des  Stabes  16  — 17  und  die  Senkung  des  Punktes  17  gleich  der  Verkürzung  de» 
Stabes  17  B  sein  muß.  Außerdem  wurde  die  Senkung  des  Knotenpunlrtes  5  nach- 
trägUch  noch  gerechnet;  sie  stimmte  mit  der  zeichnerisch  gefundenen  genau  überein. 
Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  außerordenüich  ungünstig.  Die  größte 
Durchbiegung  beträgt  43"",  also  =-yr  der  Stützweite.  Die  in  Eg.  432  dargestellten 
Biegungslinien  der  Gurtungeu  bilden  einen  Zirkzack,  gegen  den  sich  die  Knicke  in 
der  für  das  unbestimmte  System  gefundenen  und  in  demselben  ilaßstabe  gezeichneten 
Linie  recht  winzig  ausnelimen.  Neun  Knotenpunkte  bewegen  sieh  aufwarte.  Die 
Strecke,  um  die  Punkt  1'  nach  oben  rück-t,  ist  gi'Öfler  als  die  größte  Durchbi((fung 
des  vorhin  untersuchten  unbestimmten  Systems.  Die  gegenseitige  senkrechte  Ver- 
schiebung der  Punkte  1  und  1'  beti-ägt  60""  d.  i.  jör,  ^^^  Stützweite.    Und  ebenso 

groß  ist  auch  die  gegenseitige  senkrechte  Verschiebung  der  nur  4"  voneinander  ent- 
fernt liegenden  Knotenpunkte  3  und  6.  Der  erste  Knotenpunkt  neben  dem  testen 
Auflager  senkt  sich  bereits  um  35""".  Dies  hat  eine  ganz  unzulässige  Drehung  des 
Stabdreieck-s  0— 15  — 1  zur  Folge  und  bewirkt,  daß  sich  der  Knotenpunkt  15  um 
rund  40""  in  wagerechter  Richtung  verschiebt.  Da  nun  die  wagerechte  Verschiebung 
des  oberen  Endpunktes  0'  des  Endstanders  verhältnismäßig  gering  ist,  so  zeigt  der 
nur  4"  hohe  Endständer  in  der  Mitte  einen  Knick  von  rund  36""  Pfeil.  Beim  An- 
blick dieser  beiden  merkwürdigen  Biegungsliniea  wird  man  unwillkürüch  an  die  be- 
kannte Nürnberger  Schere  erinnert. 


")  S.  Deutsche  Riuzeitung  1901,  Kr.  80.  Dort  verlangt  Herr  Mehrtens,  daß 
man  eine  gleichmäßige  ^'erteilung  der  I^ten  immer  dann  anerkenne,  wenn  sämthche 
Stäbe  an  deren  Übertragung  teilnehmen,  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesetz,  das  diese 
Teilnahme  n^elt  und  ohne  zu  prüfen,  ob  hierbei  nicht  etwa  die  größte  Unregel- 
mäßigkeit herrscht 
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unsere  Untersuchung  zeigt,  daB  der  in  Fig.  433  dargestellte  Ti%er  in  jeder 
Eingeht  eine  TerfehHe  Konstruktion  ist  Wir  verweiHen  noch  auf  die  interetisante 
Abhandlung  von  Bender  über  Netzwerte  MeArtengeohw  Bauart  (Zentralblatt  der 
Baurerwaitung  190Ö,  8.  426)^  welche  im  Anschluß  an  des  Terfa.ssers  Untersuchungen 
Beispiele  für  symmetrische  Tnigcr  dieser  Bauart  bringt,  die  ebenfalls  zu  sehr  un- 
günstigen Ergebnissen  fuhren.  Herr  Mehrtens  antwortete  hierauf  (Z.  d.  B.  1906, 
8.  580}  mit  der  Erklärung,  er  habe  diese  Träger  den  Fachgenossen  niemals  empfohlen, 
sondern  nur  zum  ersten  Male  nachgewiesen,  daß  derartige  WandgUederungen  statisch 
bestimmt  angeordnet  werden  können;  er  verstehe  nicht,  warum  man  von  diesen 
Trägem  so  viel  Aufhebens  mache  und  an  deren  unfruchtbare  Berechnung  so  viel 
Zeit  und  Mühe  verschwende. 

Da  nun  Herr  Mehrtens  die  Versicherung,  jene  Systeme  niemals  empfohlen  zu 
haben,  im  dritten  Bande  seiner  Torlesungen  über  Statik  der  Baukonstruktionen  in 
einer  gegen  den  Verfasser  gerichteten  Anmerkung  wiederholt,  so  mögen  auch  an 
dieser  Stelle  die  Tatsachen  wiederholt  werden,  welche  der  Verfasser  Herrn  Mehrtens 
bereits  im  Zentralblatt  der  Bauverwalhmg  1905,  S.  647,  und  in  der  Beilage  zu  seinem 
Buche  „Erddruck  auf  Stützmauern",  Stuttgart  1906,  entgegengehalten  hat;  sie  stehen 
mit  der  Versicherung  des  Herrn  Mehrtens  in  grellem  Widerspruche. 

1.  Herr  Mehrtens  hat  sich  keineswegs  damit  begnügt,  den  Nachweis  der 
statischen  Bestimmtheit  zu  führen,  sondern  er  hat  der  neuen  Ti^gevart  die  Empfehlung 
mit  auf  den  Weg  gegeben:  „Vergleicht  man  schließlich  die  gebräuchlichen  mehr- 
teiligen Netzwerke  mit  den  erörterten  endlosen  statisch  bestimmten  Netzwerken,  so 
finden  sich  die  mehr  als  zweiteiligen  unbestimmten  Anordnungen  insofern  im  Nach- 
teil, dhi  sie  stets  (( —  2)  '/i  Tiereckiüge  (wo  (  die  Teilungszifter  bedeutet)  enthalten, 
die  beweglich  sind  und  für  die  Lastubertragung  nicht  taugen.  Dagegen  verteilen 
die  slaliseh  bestimmten  mehrteiligen  Netxuerke  aile  Lasten  gleichmäßig  über  das 
getarnte  Sfafricerit  der   Wand,  der  Gurte  und  rfer  Ständer.'^ 

2.  In  der  Deutschen  Banzeitung  schreibt  Herr  Mehrtens  zu  seiner  Verteidigung 
u.  a.  (1902,  S.  74);  „Ich  füge  noch  hinzu,  d&ä  man  in  Amerika  mit  der  von  mir 
rorgeschlagensn  statiaeh  bestimmten  mehrteiligen  Wandgliederang  Vereuche  angestellt 
hat",  und  auf  8.  75  sagt  er  von  den  fraglichen  Trägem:  „Eine  größere  Bedeutung 
haben  sie  für  den  Kriegsbruckenbau,  und  hierfür  habe  ich  sie  seinerzeit  an  maß- 
gebender Steile  in   ForscWuy  gebracht.^'' 

3.  Im  Jahre  1899  hatte  Herr  Mehrt&is  sogar  den  Versuch  gemacht,  sich  seine 
Erfindung  patentieren  zu  lassen.  Die  Patentanmeldung  ist  am  20.  Februar  1899 
unter  M,  15162  El.  19  ausgel^  worden.  Der  Fatentanspruuh  lautete;  „Statisch 
bestimmtes  mehrteiliges  Netzwerk  für  Tifiger  jund  Pfeiler,  dadnrch  gekennzeichnet, 
daß  die  rechts-  und  linksfallenden  Wandstäbe  einen  die  ganze  Träger-  oder  Pfeiler- 
wand  zwischen  Ständern  und  Gurten  ausfüllenden,  ununterbrochenen  Zug  bilden,  der 
von  einer  Ständerecke  ausgeht  und  in  einer  anderen  Ständerecke  endigt."  In  der 
Erläuterung  des  Patentanspruches  behauptete  Herr  Mehrtens,  daß  eine  an  einem  be- 
liebigen Knoten  angreifende  Einzellast  sämtliche  Wandstreben  sehr  gleichmäßig  spanne, 
und  folgert  hieraus,  daß  das  von  ihm  erfundene  Netzwerk  sich  eigne;  „für  Träger 
aller  Art,  bei  denen  man  die  Wirkung  von  Einzellasten  möglichst  gleichzeitig  über 
die  Trägerwand  verteilen  will,  z.  B.  für  Trüger  von  großen  Stützweiten,  in  denen 
man  nicht  zu  große  Quertrsgerentfemungcn  erhalten  will,  für  Windverbände  großer 
Brücken,  für  Träger  von  Hängebrücken,  wenn  es  sich  um  gleichmäßige  Übertragung 
von  Einzellasten  auf  Kabel  und  Ketten  handelt."  Auch  für  Pfeiler  sei  das  Netzwerk 
mit  ununterbrochenem  Strebeuzuge  verwendbar. 

Diese  öffentlich  ausgelegte  Patentanmeldung  beweist,  daß  Herr  MeJirtens  seine 
Erfindung  nicht  nur  empfohlen,  sondern  sogar  in  recht  übecschwenglicher  Weise 
empfohlen  hat;  denn  es  ist  ein  wichtiges  und  umfangreiches  Anwendungsgebiet,  das 
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er  an  seiner  Erfindung  rühmt,  um  dem  Ptttentamte  die  MÖgliohteit  ilirer  gewerb- 
lichen Verwertung  zu  beweisen.  Am  meisten  aber  mufi  es  befremden,  daß  Herr 
MehrtmiB,  nach  der  in  der  Deutschen  Bauzeitung  abgegebenen  Erklärung,  für  wichtige 
Aufgaben  der  Liuidesverteidigimg  an  maßgebender  Stelle  ein  Brückengystem  in  Vor- 
schlag gebracht  haben  will,  das  nach  dem  jetzt  von  ihm  selbst  gefflllten,  Temichten~ 
den  Urteile  au  unbrauchbar  ist,  daß  es  sich  nicht  einmal  luhnt,  „an  dessen  unfrucht- 
bare Berechnung  Zeit  und  Mühe  zu  verschwenden". 


§  19. 
HerleituDg  der  Biegungslinien  aus  den  Momenteiiliiiiea. 

185.  Wir  schließen  unsere  Untersuchung  des  ebenen  FachweAe 
mit  der  Angabe  eines  Verfahrens:  die  BieguDgslinien  in  der  Weise  aus 
den  Momentenlinien  herzuleiten,  daß  die  Ermittlung  der  Durchbiegungen 
für  eine  Reihe  von  BelastungsfSllen  immer  nur  die  Nenbestimmung 
der  Momentenlinie  erfordert,  während  alle  von  den  Querschnittsab- 
messnngen  und  Stablängen  abhängigen  Größen  nur  einmal  berechnet 
werden  müssen. 

Zu  diesem  Zweck  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Stabkräfte  durch 
die  auf  die  Kiiotenpunkta  .  .  .  {m — X),  m,  (m-|-l)  .  .  ,  bezogenen 
Angriffsmomente  .  .  .  3f_.t,  Jf.,  J/«+i,  ■  ■  .  ausgedrückt  und  auf  die 
Form 

(1)    s= +  '^^,-af_, +  +-■«-  +  +-+,  Jf-4..  + 

gebracht,  unter  i}>  Werte  verstanden,  welche  von  dem  jeweiligen  Be 
lastungszustande  unabhängig  sind.  Ee  ist  dann  nach  Seite  114  der 
Einfluß  der  Änderung  As  einer  Stablänge  s  auf  die  Gewichte  w. 


(2) ,  «r„^i  ^  »J*,,_iÄ8,  K',,  =  'J>«4s,  «'_+,=»{<.+, 4s, 

oder,  wenn  As  =^      -,■  gesetzt  und  S  mittels  Gleich.  (1)  bestinunt  wird: 


EF 


EF 


Bildet  man  auf  diese  Weise  die  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Stäbe 
zu  den  Gewichten  w  liefern,  so  gelangt  man  schließlich  zu  Ausdrücken 
von  der  Form: 

„..= +-?-e_.+J'^_it-*^+ , 
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worin  die  Werte  a  von  der  Gestalt  des  Fachwerks   imd   den  Quer- 
schnittsabmessungen  abhängig  sind,   nicht  aber  von  dem  Belastungs- 


Anstatt  nnu  die  Durchbiegungen  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  zu 
bestimmen,  welches  mit  der  Polweite  ^ns  zu  den  Gewicht^  w  ge- 
zeichnet wird,  kann  man  auch  in  der  Weise  verfahren,  daß  man  das 
Gewicht  w^  (und  ebenso  alle  übrigen  w)  durch  die  Gewichte 


,  Jf._„  JL,  .¥„+„  .  .  . 


in  den  Abständen 


vom  Pole  0  ersetzt    Denn  die  nach  den  Endpunkten  der  Gewichte 

jMi,_i,  J/«,  Jf-+t, gezogenen  Strahlen  zerlegen  w^  in 

die  Abschnitte: 


-¥„+, 


Jig.  433  a. 


Fig.  433b. 


Tergl.  Pig.  433b,  in  der  ein  von  drei  Momenten  abhängiges  Gewicht  w 
vorausgesetzt  wurde.  Treten  negajdve  Werte  a  auf,  so  werden  die 
entsprechenden  M  als  negative  Gewichte  aufgefaßt,  wie  dies  die  in  der 
Kegel  vorliegende  Pigur  433  c  angibt 

Durch  die  im  vorstehenden  beschriebene  Änderung  des  ExSfte- 
zuges  ist  daü  gesteckte  Ziel  erreicht  Die  von  den  Lasten  unabhängigen 
Werte  a  werden  ein  für  allemal  berechnet,  und  die  Untersuchung  eines 
neuen  Belastungszustandes  erfordert  nur  die  Aufzeichnung  der  neuen 
Momentenlinie.    Ein  Beispiel  möge  das  Verfahren  erläutern. 
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186.   ZaAUHbeiapUl.    Es  liege  der   in  Fig.  435   d&rgestellte  Eauptträger 
r  EiBenb^mbrücke  von  36"  Spannweite  mit  10  Feldern  vor. 
Die  Spanntraft  in  einem  Stabe  der  oberen  Gurtung  ist  (Rg.  434): 

Mm 


0„  = 

und  die  Änderung  der  Stablänge  Om  hat 
_       4o- 


" rr~ — ef::>7 

und  imm  erhält,  mit  den  in  der  folgenden  Zu 
Bcbnittsabmeesiuigeii,  annächst  für  E^l  die  nachstehenden*  Beitragt 
wichten  ic,,  «j,,  i^. 


Einfloß  auf  w^;  sie  erzeugt: 

EF^ri.    ' 
lensfellnng  angegebene 


Stab 

0. 

r. 

f- 

Ol 
0. 

7,31 
7,23 
7,20 

3,68 
4,68 
<,92 

0,0160 
0.0320 
0,0320 

w,  =  35,62  if, 
..^  =  10,77  2f, 
«,=   9,30«, 

Demi 

ntergurtst 

abe  B,  entspricht  (wegen  n,  =  A*} 

Stab 

«»    !    ^    1    p»    ( 

«4 

7,20           4,28          0,0240       w,=  16,38  if, 
7,20           4,92          0^320       u..^  9,30  if. 

^ 

*;il. 

7\^ 

/ 

t^ij/ 

-5— ^ — 

Fig.  434. 


Für  die  Diagonale  des  mten  Feldes  ergibt  sich: 

^"-l-  A.  +  A..J  i.' 
wobei  die  oberen  Vorzeichen  für  eine  Linkssteigende,  die  unteren  für 
steigende  Diagonale  gelten.    Aus  der  Gleichung  für  Dm  folgt 

_      Ärf»     rfj^_     _7>„rf-      ^_      _^_     „  dl 

"^-  —  ~     hm     '    Xm~         EF„hm    '    i«    ~  'EF„\i,hl. 
__   Ad«rf»__        l>mdm_dm_ rf'. 
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Ht;,b 

<L 

F„     1 

''l 

4,69 

0,0210 

H-,  =  28,61  .¥, 

-', 

5,59 

0,0150 

>r^=   49,05.«;- 

-   57,68 -V,; 

,r,  =  —   57.68  X+   67.82 -V, 

rf. 

5^9 

0,00-0 

«r,=   90,99  J/, - 

-  97,80 -V,: 

,c,  =  -   97.80  .W,  + 105,11 .11, 

<>< 

e,io 

0,0060 

(r^  =  110,69  .H, - 

- 128,98  ,M,; 

w,  =  — 128,98  .V,  + 137,96  .V/, 

<u 

6,10 

0,0060 

a:,  =  120^9  .V,- 

- 1 30,59  M.; 

«-4  =  -  130,59  .V,  + 120,69  -W. 

■t-A^-i-i^-'t-tf-i 


EFt\~ 


Dem  Unken  Endständer  entpricht 
Ko  = ^,   also  «■,  =  — 

lind  mit  F,  =  0,0160  jm^ 

w,  =  14,47  M, . 
Für  den  Pfosten  mm  in  Fig.  435  würde  man,  wei 
KnotenH  m  bedeutet,  erlialten: 

HOller-Breslau,  äraphJBche  etatik.   II.  1. 
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.lf„+,  -  .V„        .1/.  - 


AA.  =  ■ 


KF 


'  EF\ 


(■V-+. 


-/.V„--U„.,). 


Eine  denulige  umatfindliche  Beriii^ksicbtigang  der  Längenäuderangeii  AA  Aar 
Zwischenpfosten  ist  jedoch  im  vorliegenden  Fdle  entbehrliclu  Man  denke  sich  diese 
Stäbe  vielmelir  beseitigt,  zeiuhne  (^iiie  Biegiingslinie,  welcbe  die  lotrechten  Ver- 
schiebungen der  Knoten  1,  3,  5,  7.  9  Avr  unteren  Ourtdng  und  der  Knoten  0,  2, 
4,  6,  8,  10  der  oberen  Ourtiing  angibt  und  beachte  schließlich,  daS  sich  die  Ver- 
schiebongen  von  zwei  dureh  einen  lotrechten  Stab  verbundenen  Knoten  um  die 
Langeoanderungen  dieses  Stabes  untereoheiden  (vei^.  S.  103). 

Die  Zusamineaaählung  der  an  denselben  Enotetipunkten  angreifendeo  Oewichte  w 
ergibt  non: 

(T.  =  36,64  .V,  +  28,61  -V,  —  57,68  A/,  +  67,82  .U,  +  14,47  .W, ,  d.  l 

tF.  =  146.56  M^  —  57,68  .1^  und  ebenso: 

(r,  =  —  67,68 -V,  +  170,54  .V,  —  97,80 -Ws 

«!,  =  —  97,80.W,-|-239,71.tf,— 128,98 -V, 

IC*  =  —  128,98  .V,  +  260,48  .M*  —  120,69  iW, 

!r,  =  —  130,59  .V.  +  260,48  .If»  —  120,59  iVf,,') 
und  zwar  gelten  diese  Werte  für  E=\.    Wird  beispielsweise  £=1800000*/,^ 
=  18000000'/^  gesetzt,  so  sind  sämtliche  w  durch  18000000  'm  dividieren. 

Die  Momente  M  werden  zweukmilBig  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  auf  die  Form 

gebracht,  wo  H  die  Polweite  bedeutet.    Wird  H  in  Tonnen  ausgedrückt  so  müssen 

die  y  im  I^ngenmaßstabe  der  Tiügcrzeichnung  gemes.sen  und  in  Metern  ausgedrückt 

weitlen.    Die  Gewichte  ir  sind  Zahlen. 

In  unserem  Beispiele  wählen  wir  für  den  Träger  den  Maßstab  1 :  400  und  für 

die  Durchbiegungen  den  Maßstab  1:1;  femer  // =  135 '.    Wir  müssen  dann  \a  die 

für  die  Gewichte  le  gefundenen  Ausdrücke  setzen: 

_    136^  y„      400  _^,. 

löOÖOOOO'     1  1000" 

und  erbalten: 

ft5  -^  ■  "y  -  67  68  -■^*"-  =  -  ^' '■>-*  - 

1000  '      lüüO        2,27        5,78 

und  auf  dieselbe  Weise: 


2,76 


=  146,55  -, 


"■'^       5;78  +  1,96        3,4'l 

"•-"  2,7T"'*Tä3  ~ 

-=-3&  +  tS9-W 

ff.    ,    y» 

'            2,58  "^  1,39 

'^*  =  ~2;M+W"  2,76" 

Vi     1     y« 
"^■-"3,41  ■•■  1,96" 

„  _       Vi    ,     iji         y» 
•           2,76  "^  1,33        2,76 

'^•  =  -^  +  #- 

*)  Bei  Berechnung  von  w,  denke  m 

ui  an  den  Einfluß  vou  D^. 
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§  19.    Horleitung  der  Bieguiigslinien  ans  den  Momentenlinifii.  483 

Die  in  den  Nennern  stehenden  Zahlen  geben  die  Polweiten  o  der  Gewichte  j  in 
Metern  an,  sie  werden  im  MiUJi^tiibe  1 :  400  aufgetragen. 

Nach  Erledignng  dieser  vorbereitenden  Rechnungen,  welche  für  jedes  Facliworlt 
nur  einmal  auszuführen  sind,  ist  man  imstande,  die  Biegnngslinien  /,  II,  III . . .  für 
irgendeinen  Belastungszustand  schnell  aus  dem  die  Momentenlinie  vorstellenden  8ei[> 
[Kilygone  abzuleiten. 

Die  Richtung  der  Seite  /  wird  willkürlich  angenommen.  Mit  Hilfe  von  y,  und  y, 
wird  die  Eichtnng  der  Seite  II  festgestellt,  hierauf  mittels  yi,  y^,  y^  die  Richtung 
von  //  u.  s.  w.  Man  vergleiche  Fig.  436d,  welche  durch  wiedei'holte  .Anwendung  des 
in  Fig.  433c  dargestellten  Verfahrens  entstanden  ist  und  einer  weiteren  Erklärung 
kaum  bedarf.  Die  Punkte  1,  2,  3,  .  .  .  dieser  Figur  sind  in  so  großen  Abständen 
voneinander  angenommen  worden,  daß  die  den  einzehien  Knoten  entsprechenden 
Ki'äftezüge  y— i,  y-,  y«+i  gut  überachMt  werden  kijnnen. 
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